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Schon  seit  hlnfjerer  Zeit  war  »-s  riacker's  Absicht,  ili.-  (ü'siiiiinithfit, 
seiner  Forschunj^en  über  die  von  ihm  in  die  iieonietrie  ein^'t-inhi-teii  Linien- 
gebilde,  in  einem  ".Tössern  Werke  vereinifft ,  der  Oetlfiitliciikeit  zu  alH'r^;clH'n; 
wobei  denn  nur  zum  Tiieii  einige  iVrtliere  Ariieiten*)  rej)r(Khuirt ,  gi-ös-stentheiis 
aber  Neues  und  bisher  Ungedrucktes  gebi-.icht  werden  konnte.  Es  war  ihm 
nicht  vergönnt,  sein  Vorhaben  vollständig  auszuführen;  aljer  der  grösstc  '1  liiil 
des  beabsichtigten  Werkes  war  bei  seinem  Tode  fertig  gedruckt  und  von  ihm 
selbst  durchgesehen.  Der  Hen*  Verleger  wollte  dem  wissenschaftlichen  Publicum 
Untersuchungen  von  so  gi-osser  Tragweite  nicht  langer  als  umnngilii<.dich  nöthig 
war  vorenthalten  sehen:  und  es  erscheint  also,  wilhrend  die  Furtsetzung  des 
Werkes  möglichst  beschleunigt  werden  soll,  hier  derjenige  Theil ,  dessen  Druck 
iiiich  unter  Plücker's  eigener  Aufsicht  vollendet  worden  ist.  Derselbe  enthillt 
nach  der  Entwicklung  der  allgemeinen  Voi'begi'iffe  zunächst  die  Theorie  der 
linearen  Complexe,  sodann  aber  die  Anfänge  einer  ausführlichen  Theorie  der 
Complexe  zweiten  Grades,  welche  von  Plflcker  hier  zum  ersten  Male  behandelt 
sind.**)  In  der  letztem  beschäftigt  ihn  insbesondere  eine  ('lasse  von  merk- 
wilrdigen  Flächen  4.  Ordnung  imd  4.  Classe,  welche  er  ComplexHilchen  genaimt 
hat,  und  deren  Darstellung  durch  anschauliche  Modelle  ihm  bei  seiner  Methode 
der  Forschung  wesentliche  Unterstützung  darbot.!) 

Für  die  Fortsetzung  des  Werkes  liegt  allerdings  nur  ein  kleiner  Theil 
des  Manuscriptes  vollständig  ausgeführt  vor;   aber  glücklicherweise  ist  Hen* 


*)  Phil.  Transact.  1865,  p.  725,  übersetzt  in  Liouv.  Journal  -J.  .Serie  T.  XI;  Proceedinga  of  the 
Royal  Sog.  1865;  Les  Mondes  p.  Moigno,  Janvier  1867,  p.  79;  Annali  di  matematica  Ser.  II.  T.  I.  p.  160 

**)  Untersuchunofen  über  diese  Complexe  hat  in  Folge  von  Plücker's  Arbeit  über  Complexe 
ersten  Grades  Herr  Battaglini  gegeben  (Atti  della  Keale  Accademia  di  Napoli,  vol.  Illj.  Eine  Reihe 
von  Plücker's  Resultaten  sind  in  dieser  Arbeit  bereits  enthalten.  Indessen  hat  Plücker  die  seinigen 
selbstständig  gefunden ;  aucli  sind  seine  Methoden  ganz  andere ,  mehr  geometrische ,  als  die  der  neuern 
Algebra  verwandten  des  italienischen  Gelehrten, 

t)  Eine  grosse  Anzahl  eleganter  Modelle  dieser  Art  verfertigt  nach  Plücker's  Anweisung  der 
Mechanicus  Epkens  in  Bonn. 
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Klein,  bisher  Assistent  Plücker's  in  seinen  physikalischen  Vorlesungen ,  welcher 
sich  bereits  an  der  Ausarbeitung  des  Werkes  in  maiuiigfaeher  Weise  betheiligt 
hat,  und  sich  Geist  und  Methode  der  Untersuchung  zu  eigen  zu  machen 
wusste,  durch  mündliche  Mittheilungen  des  Verstorbenen  in  den  Stand 
gesetzt,  die  Lücken  des  Manuscri^ites  in  Plücker's  Sinn  zu  ergänzen.  Man 
darf  daher  hoöen,  das  Clanze  bald  so  nahe  wie  möglich  in  einer  Weise 
vollendet  zu  sehen,  wie  sie  Plücker  selbst  wolü  gewünscht  imd  vorausgesehen 
hat,  wenn,  wie  dies  seit  längerer  Zeit  öfters  geschah,  ein  Vorgefühl  des 
Todes  ihm  die  Befürchtung  aufdi-äugte,  dass  es  ihm  nicht  möglieh  sein  werde, 
das  Werk  selbst  zu  vollenden.  Diese  Fortsetzungen  werden  die  weitere  Aus- 
führung der  Theorie  der  Complexe  2.  Ordnung  zum  Gegenstände  haben,  in 
einer  Weise,  welche  Plücker's  Vorstellungen  gemäss  der  Theorie  der  Flächen 
2.  Ordnung  analog  ist.  Die  Methoden  Plücker's  werden  dabei  möglichst 
getreu  beibehalten  werden.  Es  wird  einer  jüngeren  Generation  vorbehalten 
bleiben,  die  reiche  Fülle  von  Gedanken,  welche  Plücker  in  dieser,  wie  in 
allen  seinen  geometrischen  Untersuchungen  ausgeschüttet  hat,  auch  im  Sinne 
neuerer  Methoden  auszubeuten  und  zu  gestalten. 

Und  so  wird  dem  wissenschaftlichen  Publicum  hiermit  das  gegenwärtige 
Werk  als  das  Vermächtniss  des  grossen  Geometers  übergeben ,  welcher ,  nach- 
dem er  in  Jüngern  Jahren  Imhnbrechend  in  seiner  Wissenschaft  gewirkt,  am 
Ende  seines  Lebens  sich  der  Geometrie  wieder  zugewandt,  und  neue  Ideen 
mit  jugendlicher  Frische  entwickelnd,  noch  im  Alter  mit  einem  neuen  und 
grossen  Gebiete  die  Disciplin  beschenkte,  welche  seiner  frühern  Thätigkeit 
so  viel  verdankt. 

Der  Wunsch  des  Herrn  Verlegers,  welcher  es  dem  Unterzeichneten  möglich 
macht,  durch  eine  accessorische  Betheiligung  an  der  Herausgabe  seiner 
Verehrung  für  den  Verstorbenen  einen  thatsächlichen  Ausdruck  zu  geben, 
bietet  mir  zugleich  die  willkommene  Gelegenheit,  die  gewohnte  Liberalität 
dankbar  anzuerkennen,  mit  welcher  der  HeiT  Verleger  Druck  und  Ausstattung 
des  Werkes  angeordnet  hat. 

Gi  es  seil,    den  8.  Juni   1868. 

A.  Clebsch. 


KKSTi:  Airriii:ii.rNG. 


Kiiilritfiidt'  Ilcti'iicliliiii-t'ii. 

Coordlnaten  der  geraden  Linie  im  Räume.     Strahl  und  Axe. 

1.  Eine  geraili'  Liiiio  krniin'ii  wir  nnti-r  zwei  vciNchicdciu-ii.  gleich  all- 
genieineu  Oesichtspiuicteu   uutta.ssL'n. 

2.  Wir  können  erstens  die  gerade  Linie  als  einen  geometrischen  Ort  von 
Pimcten.  als  von  einem  Punetf  beschrieben,  als  einen  Strahl  betrachten,  in 
dieser  Anffassnng  können  wir  uns  der  Punct-Coordinaten  .c.  y.  ;  l>e(lienen 
mid,  in  gewohnter  Weise,  eine  gerade  Linie  durch  die  Gleichungen  ihrer 
Projectionen  auf  zwei  der  drei  Cooi'dinaten-Ebenen :  \Z  und   }'/.  darstellen: 

.V  =  rz  4-  I), 

J'  fl) 

y  =  .v:  +  o, 

aus   welchen  dann  die  Gleichung  der  Projection   auf  die   dritte  Coordiuaten- 

Ebeue  XV: 

ry  —  s.r  =  {ra  —  .vo).  (2) 

unmittelbar  folgt.     Wir  Icönnen,   indem  wir  der  Kürze  wegen 

ra  —  so  ^1]  {•') 

setzen , 

r,  s,  p,  o-,  1,  (4) 

als  die  fünf  Coordiuaten  der  geraden  Linie,  die  wir  als  Strahl 
betrachten,  bezeichnen.  Diese  fünf  Coordlnaten  lassen  sich  in  Folge  der  zwi- 
schen ihnen  bestehenden  Relation  (3)  auf  die  zur  Bestimmimg  der  geraden 
Linie  erforderlichen  vier  Constanten  zurückführen. 

Für  einen  Strahl,  der  durch  einen  gegebenen  Punkt  (.j',  i/',  r')  geht,  Ist 

x'  =  7-z'  +  Q^ 

>j'  =  vr'  +  (-,. 
Mithin  kommt: 

PI  ücker,  Geomelrie.  1 


—     2 


X  —  X 

*       z  —  z" 

'  -    z-z"       ■ 

X  z  —  xz 

z  —  z 

^            z-z'     ' 

V  = 

xy   - 

—  x 

_l 

statt  der  obigen  fünf  Coordinaten  (4)  der  geraden  Linie  können  wir  hier- 
nach die  folgenden  sechs  nehmen,  denen  wü'  einstweilen  noch  em  beliebiges 
Vorzeichen  geben: 

+  (.r  -  .!■'),  +  (y  -  y'),  ±{'-  -'),        ) 

+   {yz'  -  y'z\         ±  (.*•'.-  -  xz),        +   {x,/  -  x',j).    ]  (ö) 

Erst  wenn  wir  irgend  fünf  der  sechs  Coordinaten  durch  die  sechste  dividi- 
ren,  erhalten  wir  Werthe,  welche  eine  bestimmte  Beziehung  zu  der  dar- 
gestehten  geraden  Linie  haben,  imd  durch  deren  Vennittelung  wir  diese 
construiren  können.  —  Auf  diese  Weise  wml  die  Coordinaten-Bestimmimg 
in  Beziehung  auf  die  drei  Coordinaten- Axen  eine  symmetrische.  Zwischen 
den  sechs  neuen  Coordinaten  besteht  die  Bedingungs-Gleichung: 
(,,,._.,')  (y;'_,/,-)  +(y_y')(.,'c_.rr')  +  (---;')  (•fy'--^»  =  0,  (6) 
welche  in  Beziehung  auf  x,  y ,  z,  x',  >/',  z'  eine  identische  ist. 

Lidem  wir  .r',  y',  z'  sowohl  als  x,  y .  z  als  veränderlich  betrachten, 
wird  ein  Strahl  durch  zwei  Puncte  {x ,  y,  z)  imd  {x',  y' ,  z'),  die  beide  will- 
kürlich auf  demselben  angenommen  werden  können,  bestimmt.  In  Folge 
der  Willkürlichkeit  dieser  Annahme  reduciren  sich  die  sechs  Coordinaten,  von 
welchen  die  Lage  zweier  Puncte  abhängig  ist,  auf  vier,  die  zur  Bestimmung 
einer  geraden  Linie  gehören. 

3.  Wir  können  zweitens  eine  gerade  Linie  als  von  einer  sich  drehenden 
Ebene  umhüllt,  als  eine  Axe  betrachten,  in  der  sich  alle  imihülleuden  Ebenen 
schneiden.  Um  eine  gerade  Linie  in  dieser  zweiten  Bedeutung  durch  zwei 
Gleichungen  darzusteUen,  müssen  wir-  von  Plan-Coordmateu  Gebrauch 
machen.  Nehmen  wii*  die  ch-ei  Constanten  der  folgenden  Gleichung,  welche 
eine  Ebene  in  Punct-Coordinaten  darstellt: 

|/.i-  +  uy  -^  vz  +  1  =  0,  (7) 

als  die  Coordinaten  der  Ebene ,  so  bedeuten  diese  die  mit  entgegengesetztem 
Zeichen  genommenen  reciproken  Werthe  derjenigen  Segmente,  welche  die 
Ebene  von  den  di-ei  Coordinaten- Axen  abschneidet.     Die  beiden  Gleichungen: 

^  =  pv  +  :r, 


strllfii,  cinzi'ln  liiiii.iiniicii.  zwi'i  l'miktt-  in  ili-ii  ImmiIch  «  tM)r(iiiiat«'ii-KlH'iu'ii 
.\  Z  uiul  IX  tliir:  wir  können  sii;,'t'n,  »lass  t\ns  Systi-ni  Ix-idi-r  (ili-iiliini(.'t'n 
tlii'  }jjeni«li'  Linie  ilarstellt .  welche  <lie  beiden  I'nncte  veiliimlet ;  lin.'  ti,-. 
Die  Cileieliuntr: 

/;//  —  ///  —  {px  —  y.T).  (:i) 

welclie  aus  den  •ileiiliini;,'en  (X)  sieh  er'^ilit ,  weini  wir  du-  \  erilnderliihe 
r  elimiuiren,  stellt  denjeni^reii  I'nnct  dar,  in  welrheni  die  dritti-  (Vxirdinaten- 
Ebene  .\  1'  von  derseliten  «Hemden  Linie  •^esilinitten  wird.  In  jianz  analn^ic-r 
Weise,  wie  wii-  tVaher  r.  s.  a .  n.  >y  als  die  fünf  Coordinaten  eines  Strahle« 
betrachtet  halten,  nehmen  wir  nun,   indem  wir  dei-  Kilrze  halber: 

/>x  —  f/n  ^T^  M  (1(1) 

setzen , 

als  die  fünf  Coordinaten  der  als  Axe  betrachteten  jjeraden  Linie. 
AVenu   wii-    ilie  Coordinaten    einer   gegel)enen   durch   die   Axe    gehenden 
Ebene  durch  /.'  w.'  /•'  bezeichnen,  so  kommt: 

t'  =  pv'  +  jr. 

'  '    I 


und  hieraus  ergibt  sich: 


/  —  /  11  —  u 


I'        v  —  v''  ^        r  —  »•'' 

t'v  —  Iv'  ui'  —  u'v 

V  —  »''  '  V  —  v'   '■ 

tu'  —  tu 

(ü  = 


V  —  V 

Hiernach   können   A\-ir    zur  Bestimmung  von  Axen  statt   der   früheren   fünf 
Coordinaten  (11)   auch  die  folgenden  sechs  nehmen: 

+  {i-n-      '  +{»-><'),       ^{v-v'). 

+  {iiv'  —  u'v),  ±  {l'v  —  tv'),  4-  (/«'  —  /'//), 
indem  vpii-  einstw^eileu  die  Vorzeichen  noch  unbestinunt  lassen.  Ei*st  Aveim 
vrir  irgend  fünf  dieser  sechs  Coordinaten  durch  die  sechste  dividiren ,  erhalt- 
ten wir  Ausdriicke.  die  zm-  Constniction  der  geraden  Linie  dienen  können. 
Zwischen  den  sechs  neuen  Coordinaten  einer  Axe  besteht  die  folgende,  in 
Beziehung  auf  f,  >/.  r.  f.'  ii ,'  v'  identische  Gleichung: 

{f  —  t')  {uv'  —  ii'v)  +  (w  —  ?/')  {f'v  —  tv')  +  {v  —  v')  {hi'—('u)  =  (».  (1.-]) 
Indem  Avir  /',  >/',  v'  sowohl  als  /,  u,  v  als  veränderlich  lieträchten,  wird 
eine  gerade  Linie,  in  der  Bedeutmig  einer  Axe,   durch   irgend   zwei  Ebenen 

(/,  u,  v)  imd  (/'.  1/'.  v'),   Avelche  in  ihr  sich  schneiden,   bestimmt. 

1* 


(14) 


—     4     — 

4.  Wenn  dieselbe  gerade  Linie  einmal  als  Strahl,  das  andere 
Mal  als  yi.ve  bestimmt  werden  soll,  so  mnss  jeder  der  beiden  Puncte  {.v,  //,  z) 
und  (.*-■',  //',  z'),  durch  welche  der  Strahl  bestimmt  ist,  in  jeder  der  beiden  Ebe- 
nen (f,  u,  v)  und  {t\  u,  v")  liegen,  welche  zm-  Bestimmung  der  Axe  dienen, 
oder,  was  dasselbe  heisst,  jede  der  beiden  Ebenen  muss  durch  jeden  der 
beiden  Puncte  gehen.     Dem    entsprechend   ei-halten  wir    die    folgenden    vier 

Gleichungen : 

IX    +   uy    -^  vz    +  1  =  0, 

l'  X  +  u'if  +  v'z  +  1  =  0, 
tx'  +  Ulf  +  ?;;'+  1  =0, 
i'x   +  u)j   +  v'z'  +  1  =  0, 

welche  die  Bedingungen  enthalten,  dass  der  durch  die  sechs  Coordinaten  (5) 
bestimmte  Strahl  mit  der  durch  die  sechs  Coordinaten  (12)  bestimmten  Axe 
zusammenfalle. 

Aus  den  beiden  ersten  und  den  beiden  letzten  der  Gleichungen  (14)  folgt: 

(/  -  l')   X  +  («  -  «')    ^  +  (^'-  v')    z  =  0, 

(/  -  t')  x'  +  {u  -  u)  !,'  +  [r~  v')  z'  =  0, 

und  hieraus,  wenn  wir  nach  einander  {v  —  v')  und  (//  —  if')  eliminiren: 

-  {x'z  -  xz')  {(  -  /')  +  ii/z'  —  y'z)  (u  -«')  =  <>• 

{xy'-  x',j)  (/  -  /')  -  {yz'  -  y'z)  {v  -  v')  =  0. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  in  die,  in  dem  folgenden  Ausdrucke  zusammen- 

gefassten,  Proportionen  auflösen : 

(/  —  /'):  (h  —  u'V  (v  —  v') 

,  ,  ,  ,         ,  (15) 

=  ('/•    —  y  -):  (•'■  -  —  .rz)\  (xy  —  x  y). 

Aus  der  ersten  und  ckitten,  der  zweiten  imd  vierten  der  Gleichungen  (14)  folgt: 
(.i.  _  ,i:')  /  +  (y  -  y')   u  +  {z  -  z')  v  =  0, 
(,,  _  .,')  ('+{y-  y')   n'+  {z  -  z')  v'=(^, 

und  hieraus,  wenn  wir  nach  einander  {z  —  z")  und  (y  —  y)  eliminiren: 
_  (/',  _  ^/)  (.,  _  .;.')  +  („„'  __  ,,',)  (y  _  3^')  =  0, 

{(u   —  f'u)  (.(■  —  .)•')  —  («i»'  —  u'v){z  —  z')  =  0. 
Diese  Gleichungen  lassen  sich  in  die  folgenden  Proportionen  auflösen: 
(.,_.,'):         {y-y'Y         (r  -  .-') 
=  {uv'  —  u'  v):     {t'v  —  tv'y.     {tu   —  t'u).  (16) 

Wenn  wir  endlich  etwa  zwischen  den  beiden  ersten  Gleichimgen  (14)  x, 
zwischen  den  beiden  letzten  .i'  eliminü-en,   so  kommt: 


.1 


(/«'    -  /'»/)  tj  —  (t'r  -  /r)  :-!-(/  —  /')  —  0. 

(///'        t'ii)ij'    -  (f'r        fr')  :'4-  (/    -  z")  —  0, 

uiiil  (liinii  wirilt'niin  zwisilu'ii  »lii'son  (lU'icIiuiijii'ii  rtwa  (f'r       /»•'),  >u  t  r;_'il»i  »ui»: 

(/"'        /■").    (//;'        '/':)        ('        /')  (:         :'). 
woiuu  li: 

(///'        /•"):(/        /')  =    (:  -     -•'):(.'/--'        .'/--).  i'IT) 

Diese    neue  l'i(»jx)itiitii  verbiiulet   die  Ausdrücl«'  (1"))   ninl  (Itl)  und  Irtlirt  so 
zu  der  lul>(endeii  ullj^'t-ineiiuMi  Zusiiinuu'iisti'lluiif^  gleicher  Verliilltnisse: 

(.1  —  .»■')  :  {>/  -  !/'):  (z  --  :')  :  (.//;'  //':)  :  (.»':  '  :')  :  (.»y'  —  .vi/) 
=  (//<•'  —  ii'r):  (f'r  -  fr'):  (fu  —  f'ii)  :  (f  —  /')  :  (//  //')  :  (/•  —  r').  (1«) 
Wir  wollen  die  unhestimmt  geltlielieiicn  Vorzeichen  der  sechs  CV)rdinaten 
so  nehmen,  wie  sie  in  den  vorstehenden  Pi-oi»ortionen  auftreten.  Hs  nöthigt 
lins  dazu  die  Rücksicht  auf  die  spiltcre  Anwemlung  dei-selben  Coordinaten 
zur  Hestinunung  von  Krilften  untl  Rotationen*).  Bei  dieser  Annahme  bedeu- 
ten nilmlich,  indem  wir  uns  hier  auf  Betrachtung  von  Krilften  beschränken, 
die  sechs  Coordinaten  (."))  die  drei  Pntjectionen  auf  die  Coordinaten  -  Axen 
und  die  drei  doppelten  Drehungsmomente  in  Beziehung  auf  dieselben  der- 
jenigen Kraft,  deren  Angi-ittspunct  (x,  y.  z)  deren  Intensität  dem  Abstände 
der  beiden  Puncte  (.r,  y,  :)  und  (.)'.  //.  z)  gleich,  und  die  von  dem  ersten 
Pimcte  zu  dem  zweiten  gerichtet  ist. 

ö.  In  der  Zusaimnenstellung  (IS)  sind  die  Bedingungen  enthalten,  unti-r 
welchen,  in  der  doppelten  Coordinaten-Bestimniung,  ein  und  dieselbe  gerade 
Linie  (als  Strahl  imd  Axe  lietrachtet)  dargestellt  wird.  Wenn  wir  zu  den 
ursprünglichen  fünf  Stralüen-Coordinaten  und  den  lu-sprimglicheu  fünf  Axen- 
Coordinaten  znrückgehn,   so  venvandelt  sich  (1><)  in: 

;•  :  .V  :  1  :     ~     a  :  o  :     ({r r,  —  s o)  -  n) 

=  —  z  :  -T  :  ((/> z  —  1/ .t) ^ r.j)  :  /''■'/■  ^  C^'^) 

Wii-  behalten   c,   und   y.   mit  dem  negativen  Vorzeichen  bei,   weil  dieses  die 
Symmetrie  der  Coordmaten-Bestimmung  in  Beziehimg  auf  OZ  verlangt. 

G.  Wir  können  die  Proportionen  (19)  als  aus  den  Proportionen  (18) 
rladuvch  abgeleitet  betrachten,  dass  die  Vorderglieder  derselben  diu-ch  (z  —  z'\ 
die  Hinterglieder  dei-sell)en  durch  (v  —  v')  dividirt  worden  sind.  Die  beiden 
Divisoren  kömien  wir  ganz  beliebig  imd  unabhängig  von  einander  bestimmen. 


*)  Vergl.  Fundamental  ^-iews  regarding  Mechanics.  Phil.  Transactions.     1860.  p.  361.  360. 
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Danach  können  wir  wiederum  die  Vorderglieder  der  Proportionen  (ID)  durch 
eme  behäbige  Grösse  h,  die  Hintergheder  mit  einer  beUebigen  Grösse  / 
multiplieiren  und  diese  Grössen  Ivönuen  wir  selbst  (vergleiche  die  folgende 
Nummer)  imaginär  nehmen.  Die  fünf  absoluten  Coordinaten  sind  dami 
einmal : 

(20) 


das  andere  Mal: 


r 

h  ' 

G 

h  '    h  ' 

■K 

P         1 

1-'       /  ' 

(21) 


Die  Gleichungen  der  drei  Projectionen  der  geraden  Linie  (1)  und   (2)  wer- 
den alsdann: 

hx  ^  rz  ^  Q. 

Inj  =  •^~  +  (?.•    • 
h  {ry  ^  am)  =  {ro  —  sq)  =  i].  (22) 

Die  Gleichungen  der   (kei  Puncte,    in  welchen  die  Coordinaten-Ebenen   von 
der  geraden  Linie  geschnitten  werden,  (8)  und  (9),  erhalten  die  Form: 

It  =  jrv  +  jr. 
In  =  qv  -\-  V. , 
I  [pH  —  y/)  =  (Z"'  —  y^)    -  ^'^^  ("^"^) 

7.  Eine  reelle  gerade  Linie  lässt  sich  sowohl  durch  zwei  imaginäre  als 
durch  zwei  reelle  Puncte  bestimmen.  Wir  wollen,  um  auch  diese  Bestim- 
muugsweise  einzuschliessen ,  die  Coordinaten  der  beiden  Pimcte  (.v,  y,  z)  und 
{x,  y ,  z')  in  folgender  Weise  bestimmen: 

X  =  .r^'  -|-  i.Vo,  .!■'  =  .r"  —  ix„,   \ 

!/  =  y"  +  '>.,  y  =  y  -  f!/.-  (24) 


2»   +    ?-o,  Z    =   2"    —   tZo 


wobei  wir  durch  /  die  Einheit  oder  ]/^J  bezeichnen,  je  nachdem  die  beiden 
Puncte  reell  oder  imaginär  sind.  Die  sechs  Strahlen-Coordinaten  (5),  mit  dem 
richtigen  Vorzeichen  genommen,  werden  alsdann: 

2?.ro,  2iyo,  2izo,  ( 

2/  (yo-«  —  y"-o),  2/  (.f»2o  —  .»•o^»),  2/  i.v„y"  —  .r»y„).  i  ^'  '^^ 
Da  bei  der  Bestimmung  einer  geraden  Linie  nur  die  Quotienten  je  zweier 
ihrer  sechs  Coordinaten  in  Betracht  kommen,  können  wir  den  reellen  oder 
imaginären  Factor  2i,  der  in  allen  vorstehenden  Ausdrücken  vorkommt, 
weglassen,  und  erhalten  dann  für  die  sechs  Strahlen-(Joordinaten  die  folgen- 
den Ausdrücke: 


•l'o,  jfu,  lo, 

{ifnz^  —y --..),       (j-'So  —  -Vo'-o),       {xoH"  -  .r»y„).  (2«;) 

Die  Bestiinimmji  der  ijfiiitK'ii  Linie  vermittelst  der  «iWissen  x",  y",  2»  und 
.r„,  //„.  :o  ist  iilsd  iimuer  eine  rerllc  Es  sind  .1".  y",  :«  die  Coordiniittfn 
der  iinmi'r  reollfu  Mitte  zwisehen  lU-n  lifiden  rerlleii  (xicr  iniii^inflreu  I'iuu;- 
ten  (.r.  //.  :)  und  (.1'.  //',  :'),  diuvli  wi'lclie  die  geiiide  Linie  geht.  Der 
Alwtiiinl  iler  Ix-iden  i'mute  von  einander  ist  -' //.r^-'  +  y,,' +  r,',  die  Cosinns 
der  iln-i  Winkt-l,  wcleiii'  die  zn  hestiinnit-nde  Linie  mit  den  ('<x»r<linaten- 
Axtii   ()\.  fi )  .   "/  liildet.   verhalten    si(  li    wir   .»„:  //„;   :,. 

i>ic  Betraehtunf^en  der  vuri^en  XumiinT  üln-rtni^en  sidi  unmittelliar 
auf  diu  P'all.  dass  wir  die  fj;erade  Linie  statt  als  Strahl  als  Axe  l)etra(hten 
lind  demnach  diinli  Ehenen  i)estinimen.     Setzen  wir: 

/   =  /"  +   ,7„,  /'  =  /"  —  //„,    \ 

u  =  i/'>4-  ///„,  h'  =  11»  —  iu„,  ,'  (27) 

j?   =  P»  -|-   /■»„,  v'   =  »'"   —  tVo,     > 

so  erhalten  wir  als  neue  Axen-Coordinaten,  die  den  Stralüeu-Coordinaten 
(26)  entsprechen,  die  folgenden: 

/,.,  I'i,,  Po, 

(uoV  —  Wvo),     (V'fo  —  f„v"),     (A)«"  —  /"«..).  (2H) 

N.  Wenn  die  neuen  Coordinaten-Bestinimimgen  (2(!)  und  (2S)  sich  auf 
dieselbe  gerade  Linie  beziehen  sollen,  so  ist: 

.vo  :  y«  :  Zo  :  (yn^"  — y%) :  (.i-%  — -r«:") :  (.i«^»  — .1» 
=  {uovo  —  u«vo):{fivo  —  /nv"):{/oii''  —  (^uo):  (>^         '■  «0         :         v,,.  (2\)) 

9.  Wir  haben  im  Voi-stehenden  gerade  Linien  durch  Puncten-Paare  und 
Ebenen-Paare  bestimmt  und  für  diese,  was  die  Coordinaten-Bestimmung  reell 
lässt,  auch  conjugii-te  imaginilre  Puncte  und  Ebenen  genommen.  Wir  kön- 
nen aber  auch,  worauf  wir  hier  nicht  eingehen,  imaginilrej  Linien  durch 
ihi-e  imaginäre  Coordiuaten  in  die  Betrachtung  einfühi-en. 

10..  Wir  können  endlich  den  sechs  Coordiuaten  der  geraden  Linie,  sei 
es,  dass  wir  dieselbe  als  Stralil  oder  als  Axe  betrachten,  eine  allgemeinere 
Form  geben,  wemi  wir-  die  Puncte  imd  Ebenen,  von  welchen  wii-  ihre  Con- 
stmctiou  abhängig  gemacht  haben,  statt,  wie  bisher,  dm-ch  di-ei  Coordinaten, 
mmmehr  dm-ch  vier  Coordiuaten,  in  der  bekannten  Weise,  bestimmen.  Wir 
wollen  demnach  für  die  Coordinaten  der  fi-üheren  beiden  Puncte  und  beiden 
Ebenen : 


—     8     - 

.?•,    y,    z,    T,  .v',    //',    z,     x', 

t,      n,     V,     w,  /',     i/.    v',    w' 

nehmen,  was  darauf  hinaus  kommt,  m  den  bisherigen  Entwicklungen 

X.     )J,     z,  .x',     >/,      z' 

mit 

r  '      r  '      T  '  r'  '      t'  '    r'  ' 

und 

(,     u,     V,  /',     u',     v', 

mit 

t        u        V  l'        u        v 

zu  vertaiischeu.     Nach  dieser  Vertauschung   erhalten    wir  für    die   Bestim- 
mung der  geraden  Linie  die  Strahl en-Coordinaten : 

{.vr'—  x't),  {yx'~  ij't),[zt'—  z't),  (yz'  —  y'z),  {.v'z—xz'),  {.ry'  —  x'y)  (30) 
und  die  Axen-Coordinaten : 

{uv — //v),  (f'v  —  /?/),  {/>/' — f'/t),  (nr  — l'w),  {u)v — u'w),   (vw — v'w),       (31) 

wo  wir  in  der  ersten  Bestimmung  den  Factor        . ,    in    der    zweiten    — -, , 

~  TT'  9VtV 

fortgelassen  haben. 

Zum  Behuf  der  geometrischen  Constructiun  der  geraden  Linie,  die  wir 
in  den  vorliegenden  Untersuchungen  als  Eaumelement  betrachten,  müssen 
wir  von  ihren  Coordinaten  zu  den  vier  Constanten,  von  denen  sie  in  allen 
Fällen  alihängt,  zarückgelm.  Hierzu  bieten  die  neuen  Ausdrücke  für  die 
Coordinaten  eine  grössere  Anzahl  von  Constanten,  über  die  wir  frei  ver- 
fügen können,  und  hierin  liegt,  abgesehen  von  der  grösseren  Symmetrie, 
ilu"  Vorzug  vor  den  Coordinaten  (5)  und  (12). 

11.  Zur  Erleichterung  der  Anschauung  wollen  wir  Alles,  was  auf  die 
Construetion  einer  geraden  Linie  in  der  doppelten  Coordinaten-Bestimmung 
Bezug  hat,  übersichtlich  zusammenstellen. 

Wir  wollen  für  die  drei  Projectionen  der  zu  bestimmenden  geraden 
Linie  auf  FZ.  A'Z,  AT  die  folgenden  Gleichungen  nehmen: 

hy  =  sz  ^  G, 

h.v  ^  rz  -{-  Q, 

V 
ry  —  S.V  =  J-. 


CV 


p 


•I  ,M 


VA-  ; 

Fi^iir  I. 

Sie  seien  in  di'i-  beigefflf^en  Figur  (li  «lim  h  die  Linien  /f/.'.  it.,  II  l  din-. 
gestellt.  Die  Gleii:lumgt.'n  «In-  divi  runcti-.  in  welchen  dieselbe  gerade  Linie 
die  Coordinaten-Ebeuen  schneidet,  seien: 

tu  =  qv  -\-  '/., 

1/  =  pv  +  JT, 

l"'~'jf  =  j. 

Die  drei  Puncte.  welche  auf  den  drei  Projectionen  OI'J.  Fd .  III  liegen, 
sind  A,  B,  C.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punctes  J/.  welcher  auf  der 
geraden  Linie  liegt,  sind: 

.r  =  Ml',     y  =  MO,     z  =  MR, 
die  drei  Coordinaten  einer  beliebigen  Ebene  TUV,   welche  durch  die  gerade 
Linie  geht: 


V  = 


öv 


i  _  _    1 

07"'       "  ~  OU' 

Wir  können  die  Coordinaten  der  drei  I*uncte  ./,  II.  ('  in  doppelter  Weise 
l)estiniinen;  einmal  aus  ihren  Grleichimgen,  das  andere  Mal  aus  den  Glei- 
chungen der  di-ei  Projectionen  DK,  F(,.  111.  indem  wir  in  denselben  die 
bezüglichen  Pimct-Coordinaten  gleich  Xiill  setzen.     Auf  diese  Weise  kommt: 

IMücker,  Geometrie.  '2. 
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JA 


iz  =  HB 
B 


GA 


(JG  =  + 


0/  =  --^   =  +f, 


OE  =   + 


C 


,i  =  EB  =  OH 

y  =  FC  =  (>D 
x=  DC  ^  OF 


n 
1 

TT 
Ip 

a 


+  - 


l(J 


=   + 
=   + 


s 

1 

hs' 

a 

Ä' 

h' 


(32) 


Ebenso  können  wir  die  Coordinaten  der  drei  Projeetionen  ßE,  FG,  iT/ ein- 
mal aus  ihren  Clleichungen ,  das  andere  Mal  dadui'ch  bestimmen,  dass  wir 
in  den  G-leichungeu  der  auf  ihnen  liegenden  Puncte  A,  B ,  C  die  bezüg- 
lichen Linien-Coordinateu  gleich  Null  setzen,  nnd  erhalten  so: 


DE 


FG 


HI 


V  = 


V  = 


i  = 


V    =    


1 

OD 
OG 

\_ 

ÖF 

J_ 

(77 

l 

OH 


h 


+ 


_  h 
Q 
hl 


-   -77=    + 


CO 

% 

a 

x 


nzi  I 


hs 


-+r 


(33) 


Aus  der  vorstehenden  Zusammenstellung  leiten  wir  hier  nur  noch   die  fol- 
genden Relationen  ab: 


h  ca  ° 


12. 


tang  AOZ, 


+    k- 
^  hß 


Im 

CO 

l 
P 


=  tang  FGZ, 
=  tang  BOZ. 


(34) 


Die  Coordinaten  eines  Punctes  vmd  die  Coordinaten  einer  Ebene 
ändern  sich,  wenn  die  Coordinaten- Axen ,  welche  ihre  geometrische  Con- 
struction  vennitteln,  ihre  Lage  und  Richtung  ändern.  Die  alten  Coordina- 
ten sind  lineare  Functionen  der  neuen,  die  als  Coustanten  diejenigen  Grössen 
enthalten,  durch  welche  die  Lage  des  neuen  Coordinaten-Systems  gegen  das 
alte  bestimmt  wird.  Ein  Gleiches  gilt  für  die  Coordinaten  der  geraden 
Linie,  sei  es,  dass  wir  dieselbe  als  Strahl  oder  als  Axe  betrachten. 

Wir  wollen  mit  den  Strahlen -Coordinaten,  für  welche  wir  die  sechs  Grössen: 


y  — '/.  2  —  2',  yz'  —  ij':,  x'z  —  xz'.  xy  — /,/, 
iii'liiiuii  wollen,  lit'^riiimii.  Nach  eiiu-r  pamlh'U'ii  ViTscIjifluiiijj  «ler  «Vioitli- 
natiMi-Axfii  l)li'ilieu  ilie  tln-i  tn-sten  Counliimten  uiiVL-i-fliuKrt.  Wenn  wir  die 
CiMinliimtfii  (U>s  neiu'n  Aufaiiir^puiirtes  «linvli  x",  i/",  :'■  iKv.fiilnu'ii  iuhI  zur 
Untei-schfiilmiL'  ili.-  ii.ihmi  f.N)r.liiiaton-\Vfrth.'  in  fetter  Schrift  siluviU-n. 
ergibt  sich: 

»yz'     yz)  =  (y:'.  — y':)  +  r (---=')  -  ^"(y-y'». 

(XZ       xz')  =  (X  z  —  xz')  —  .i^{: - z')  +  rn.r-.r').  (30» 

< X y       X  y )  =  (.ry  —  x'y)  +  .»-'(y — y')  —  y'(.r  —  .r') . 
nml  hieraus: 


cw;) 


(y-'— y'-)  =  (yz'  — y'z)  —  ^(z  —  z'i  +  :"(y  — y'l, 
{x'z  —  x:')  =  (x'z  —  xz')  +  .i'«(z  —  z)  —  :"(x  — x'). 
(•'■y'^-i'y)  =  <xy'  — x'y)  —  .j-«(y— y')  +y'(x  — x'). 

woliei  (.1— .1').  {ij  —  ij),  {z  —  z)  identisch  sind  mit  (x  — x').  (y  — y').  (z  — z'). 

Wenn  wir  für  die  iii-sprilnglieheu  C'oordinaten  /•,  .v.  r»,  q,  ij  neiunen  und  (He 

entsprechenden  neuen  C'oordinaten  durch  /•',  .v',  n', 

wir  aus  den  letzten  Gleichungen  nnniittelhar: 


o'.  )/  bezeichnen,  erhalten 


(.M) 


/•  =  r  .  s  =  s , 

a  =  a  +  y"    —  z«s, 

Q     =     p'  +     ■*■*      ^"f'> 

t]  =  1)  —  .1""  /  +  i/"r'. 
\o.  "Wir  können  den  Uebergang  von  einem  C'oordinaten  -  System  zu 
einem  anderen ,  in  welchem  die  Richtung  der  Coordmaten-Axen  eine  ver- 
schiedene ist,  in  drei  einzelne  Schritte  zerlegen.  In  dem  einfachsten  Falle 
zum  Beisi^iel ,  wo  ein  reehtwinldiges  Coördinateu-System  A'J'Z  durch  Drehimg 
um  den  Anfaugspnuct  irgend  eine  andere  Lage  .1'  /"  Z'  annimmt ,  wollen 
wir  erstens  das  m-spriingliche  Coordinaten-SA^stem  XI'Z  \m\  die  Axe  OZ 
so  drehen,  dass  die  C'oordinaten -Ebene  XZ,  nach  der  Drehung,  dnrch  die 
der  Lage  nach  gegebene  neue  Axe  OZ'  geht.  Wir  wollen  zweitens,  nach 
vollbrachter  Drehung  um  f)Z,  das  Coorchnaten- System  um  die  Axe  Ol'  in 
ihi-er  neuen  Lage  so  di'ehen, .  dass  in  der  Ebene  XZ  die  beiden  Axen  0  Z  und 
ö^' zusammenfallen.  Dann  bleibt  drittens  mu*  noch  übrig,  das  System  mn 
OZ'  so  zu  di'ehen,  dass  die  beiden  Axen  OX  und  OV,  die  durch  die  beiden 
ersten  Drehimgen  in  die  C'oordinaten -Ebene  X'  V  gebracht  sind,  mit  OX' 
und  Ol"  zusammenfallen.     Die  drei  Drehimgswinkel,   von  welchen  die  Lage 
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der  ueiieu  Axeu  gegen  die  alten  bestimmt  ist,  treten  als  Constante  in  den 
bezüglichen  Verwandlnngsformeln  der  Coordinaten  des  Punctes,  der  Ebene, 
der  geraden  Linie  auf.  Wir  wollen  diese  Winkel  ein  für  allemal  in  dem 
Siime  rechnen,  wie  dieses  bei  den  Drehungsmomenten  zu  geschehen  pflegt, 
d.  h.  von  OX  nach  OF,  von  OF  nach  OZ  und  von  OZ  nach  OX. 

Wenn  OZ  seine  Lage  behält,  während  in  der  Ebene  Ä'F  die  beiden 
Axen  OX  und  OF  sich  belielng  um  OZ  drehen  und  in  ilu-er  neuen  Lage 
OX'  und  OF'  zwei  Winkel  «  imd  «'  mit  OX  in  der  m'sprünglichen  Lage 
bilden,  so  erhalten  wir  zwischen  den  alten  Punct- Coordinaten  .v,  //,  z  und 
.)■',  //',  -'  und  den  neuen,  die  wir  durch  x,  y,  z  und  x',  y',  z'  l^ezeichnen  wollen, 
die  folgenden  Eelationen: 

x  =  X  cos  «  +  y  cos  u, 

x  =  x'  cos  «  +  y'  cos  «', 

y   =  X    sin  «  +  y  sin  a, 

y  =  x'  sin  «  +  y'  sin  u, 

:   ^  z.  z   ^  •£, 

und  hieraus 

{x  —  x)  =  (x  —  x')  cos  «  +  fy  —  y')  cos  cc', 

(!/  — /)  =  (x  —  x')  sin  «  +  (y  ~  y')  sin  «', 

(z-z)    =  (z-z'j, 

{//z — i/'z)  =  —  (x'z  —  xz')  sin  a  +  (yz'  —  y'z)  sin  a, 

{x'z  —  xz')  =  (x'z  — xz')  cos  cc  —  (yz'  —  y'z)  cos«', 

(x//'  —  x'//)  =  (xy '  —  x'  y)  sin  ih , 

wenn  wir  der  Kürze  wegen 

«'  —  a  ^  ö^ 
setzen.     Nehmen  wir  statt  der  sechs  Strahlen -Coordinaten    in    den    beiden 
Systemen  die  fünf  Coordinaten  /•,  s,  <j,  q,  t]  mid  r,  s',  e ,  q,  r/,  so  erhalten  wir 
aas  den  vorstehenden  Gleichungen  unmittelbar  die  entsprechenden: 

r  =  r  cos  a  +  .v'  cos  «', 
s  =  r  sin  a  +  s  sin  «', 
G  =  9'  sin  K  +  G  sin  «',   }• 

9^9'  cos  a  -\-  G  COS  «', 
r;  =  1]  sin  %. 

Wenn  insbesondere  auch  die  neuen  Axen  '^^-V  und  OF'  auf  einander  senk- 
recht stehen,  kommt: 


) 


(38) 


(39) 


(40) 


i;5 


r  '^   r  cos  «  —  s  .sin  v., 

N  /■'  sin  «  -f  .v'  tos  ti, 

(<■  y'  sin  «  4"  "'  •■'"'  't- 

n  {f'  COS  n  —  «'  sin  «. 

'/  =-    '/• 

Wenn  \vii%  stau  ilic  Iw'iden  Axi-n  <>.\'nnil  O  J'  zu  iln-lirii,  die  licidcn  .\\ru  o.\' 
iiiiil  OZ  in  ihrer  Elieiie  um  O  drehen  und  dunh  ;■'  und  ;•  che  Winkel  he/eich- 
neu,  welche  diese  Axen  in  ihrer  neuen  Ii:i<.'e  0.\'  und  OZ'  mit  <tZ  in  der 
iirsprüiitiUchen  Liij^e  hilden,  so  orliulten  wir,  um  die  se«  hs  alten  Strahlen- 
Conrdinaten  dunli  ilie  neuen  auszudrrteken,  durch  hiosse  Buehstahenver- 
teiischunj,'  aus  den  Gleichungen  (38)  «iii-  tollenden: 

{.V  —  .r')  =        (X  — x')  sin  /  -f-  (z  — z')  sin  y, 

(!/—!/')  =     <y-y'). 

{z  —  z')   —  (X  — x')  cos  /  4-  (z  — z')  cos  ;-, 

(tfz'—y'z)  =  lyz'  — y'z)  cos  ;-  —  (xy'  — x'y)  .(.s  /. 

{x  z  —  xz')  =  (x'z-   xz')  sin  i)', 

{xij'  —  x'y)  =  —  (yz'~   y'z)  sin  ;'  -\-  (xy'  — x'y)  sin  /, 

wobei  wir  der  Kiü'ze  halber 

/  —  y  H2  ^' 
gesetzt  haben.    Hieraus  ergibt  sich,  wenn  wir  wiedenuii  zu  den  fünf  Strahlen- 
Coordinaten  übergehen : 


(41) 


r  sin  Y  -\-  sin  Y 


r  cos  Y  +  cos  Y 


G   =     — 


r  cos  /  +  cos  y 
ff'  cos  y  +  Jj'  cos  y' 


9    = 


1)    = 


r  cos  y'  +  cos  Y 
Q  sin  %■' 


r  cos  Y  +  cos  Y   ' 
ff'  sin  y  +  ij'  sin  y' 

;■'  cos  y'  +  cos  Y   ' 


(42) 


wonach  femer 


-^  =  ^  sin  i»' 
s         s 


Wenn  insbesondere  die  neuen  Coordinaten-Axen  OÄ"  und  OZ'  auf  einander 
senki-echt  stehen,  verwandeln  sich  die  vorstehenden  Gleichungen  in  die 
folgenden : 
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7'     = 


S     = 


r  cos  y  -f-  siu  y 


—  r 

sin  y  -|-  cos  j^ 

s 

—  r 

sin  y  -|-  cos  y 

a' 

cos  y  —  rj'  sin  y 

—  r 

sin  j'  4"  cos  y 

Q 

—  r 

sin  y  -|-  cos  7 

0f 

sin  y  -}- 1]'  cos  y 

r  sin  7  -)-  cos  y 


Q 

s 


t 


(43) 


Wenn  wir  die  Axen  OY  und  OZ  um  OX  drehen,  so  erhalten  wir  die 
entsprechenden  Verwandlungsformeln  unmittelbar  durch  Buchstaben -Vei-tau- 
schung,  nicht  mu*  für  den  Fall  der  sechs,  sondern  auch  der  fünf  Stralileu- 
Coordinaten,  wenn  wir,  was  letztere  betrifft,  von  den  Formeln  (42)  aus- 
gehen. Damm  erscheint  es  umiöthig,  die  neuen  Formeln  hinzuschreiben. 
Indessen  ist  zu  bemerken,  dass  bei  dieser  Vertaiisehung  die  Drehung  von  OZ 
nach  OY  gerechnet  wird,  also  in  demselben  Sinne,  wie  der  Winkel,  dessen 
trigonometrische  Tangente  in  den  Grund -Gleichungen  (1)  mit  .v  bezeichnet 
worden  ist.  Soll  sie  in  dem  oben  festgestellten  Sinne,  d.  h.  im  Sinne  des 
Drehungsmomentes  um  OX,  genommen  werden,  so  ergibt  sich  die  Zurück- 
führung  darauf  sogleich. 

14.  Wir  können  auch  direct  von  den  fünf  Strahlen-Coordinaten  in  dem 
ersten  Systeme  '/u  den  fünf  Strahlen-Coordinaten  in  dem  zweiten  übergehn. 
Es  seien  r,  s,  q,  g  ,  tj  die  Coordinaten  einer  geraden  Linie  in  dem  ersten 
Coordinatensysteme,  dami  sind: 

.1'  =  rz  -\-  Q, 

!/  =  sz  +  6,   i  (44) 

?•>/  —  sx  =  ?;, 
die  Gleichungen  ilu-er  di-ei  Projectionen.     Sind  ?•',  /,  q,  g ,  t]   die  Coordinaten 
derselben  geraden  Linie  in  dem  zweiten  Coordinatensysteme,    so  sind  die 
Gleichungen  ilirer  drei  Projectionen  in  diesem  Systeme: 

X  =  r'z  +  Q  , 

y  =  ,s'z  +  ö',   i  (45) 

r'y  —  *'x  =  1]'. 
Sind  die  neuen  Coordinaten  -  Axen  den  alten  parallel   und   beträgt  die  Ver- 
schiebung nach  OX,  OY,  OZ  bezüglich  .r»,  tf,  -»,  so  ist: 


1.") 

X         i—x",  y        //  —  1/",  z        : — 2". 

Hifnuuh  verwamleln  sich  tlif  U'tzten  drei  nioichiuigoii  in: 

•r  =■  /.-  +  ((.'  +  .»•"-  /•':"). 
//  =.s'z  +  (i/+y<'-.v'2"), 
/•'//— .v'.r  =    »/   -f  '"'y"  —  *'•»■"• 
iiiiil   damit  diese  iileiehuii^'fii   mit  dfu   (ilei(liimj,'en  (44)    identisch    werden, 
er<^ht  sicli,  wie  in  der  Nuninu-r  1-.  (.'hi: 

/•  =  /■'.  s  =  .v', 

»  =  Q  i-.r    -  /•';". 
o-  =  ff'  +  y"  —  .v'r", 

'/  =  '/ '  +  '"'.'/"  —  *■•'"• 
Drehen  wir,  wie  in  der  l;}.  Nummer,  die  Axen  (J.V  und  Ol'  \n  ihrer  Ebene 
um  O,  so  gehen  die  ei-sten  beiden  Gleichungen  (44),  indem  wir 

:  =  z. 

.1-  =  z  cos  K  +  y  cos  a, 
//  =  X  sin  «  +  y  sin  «' 
setzen,  in  die  folgenden  über: 

X  cos  «  +  y  cos  (c'  =  /•  z  +  o , 
X  sin  «  +  y  sin  «'  =  .vz  +  fr. 
Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich ,  wenn  wir  wiedeiaim  «'  —  «  —  ^  setzen, 
die  folgenden: 


'o^ 


r  sin  «  —  s  cos  a  ,    o  sm  a  —  ß  cos  a 

X  = .  z        -\-  - 

sin  1^  sin  ■ö'  ' 

;■  siu  «  —  »■  cos  «  o  sin  «  —  6  cos  « 

^  sin  S'  sin  ^  ' 

welche ,  wenn  wir  sie  den  beiden  ersten  der  Gleichungen  (45)  identisch  setzen, 

die  folgenden  Eelationen  geben: 

/•'  sin  &•  =  /•  sin  a  —  s  cos  «', 

—  /  sin  iy  ^  /•  sin  k  —  s  cos  a, 
q'  sin  &  =  Q  sin  «'  —  o  cos  «', 

—  o'  sin  ^  =  9  sin  «  —  a  cos  «, 

imd  hieraus  folgt,  in  Uebereinstünmung  mit  den  Gleichungen  (39): 

/•  ^  ;•'  cos  K  +  ,v'  cos  K  , 
s   =  /•'  sin  K  +  /  sin  a, 

Q    =    q'  cos  «  +  ß'  COS  «', 

(7  =  o'  sin  cc  +  ö'  sin  «', 
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und 

7j  =   rf  sin  !)■. 

Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  die  Formehi  (42)  ableiten, 

15.  Wir  können  in  Folge  der  Proportionen  (19)  aus  den  entwickelten 
Formeln  für  die  Verwandlung  der  Strahlen -Coordinaten  einer  gegebenen 
geraden  Linie  sogleich  die  VerwancUungsformelu  für  die  Axen- Coordinaten 
derselben  ableiten.  Wenn  wir  die  Axen-Coordinaten  in  dem  ursprünglichen 
Systeme  mit: 

/; ,   r/.   ff ,   ;; ,   co , 

in  dem  neuen  Systeme  mit: 


p  ,   q  ,   :r  ,   y.  ,  w 


bezeichnen,  so  ist: 


;/  = 

fi  = 

■n 

ff'  ^ 

s 

v' 

'/!  = 

r 

n 

1 

6 

'  n 

s 

a  =       — 

n 

r 

1 

O   =  — ,  CO     =  -7 . 

Wenn  wir  hiernach  die  Richtung  der  Coordinaten- Axen  beibehalten  und  den 
Anfangspunct  in  irgend  einen  Punet  (.r",  y»,  z")  verlegen,  so  geben  die 
Gleichungen  (37): 

p  —  i/'a'  -\-  z^Ti 


ff    = 


%    = 


C]     = 


1- 

x"n' 

— 

>f>c' 

? 

</+ 

xOm 

+ 

z'>x' 

1  - 

xOjc' 
ff' 

y"x' 

? 

1- 

■x^n' 



j/»x' 

j 

1- 

■xOjt' 



y'x' 

j 

(46) 


l-x-«ff'-y"x' 

Wenn  die  Axen  (LV  und  OF  so  in  ihrer  Ebene  gedreht  werden,  dass  sie 
in  ihrer  neuen  Lage  mit  0  .\  in  der  ursprünglichen  Lage  die  Winkel  «  und  a 
bilden,  so  geben  die  Gleichungen  (39): 
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u  biu  «'  —  u  siu  « 
'  sind 

7'  cos  a  —  p  cos  «' 

'/    "~  Im»  ' 

n  »in  «'  —  x'  sin  ff  ,  ,_, 

.T     =     ___       .  .  (  l  (  ) 

BIU  & 

x'  COS  «  —  ä'  cos  a' 
sin  {^ 


f.j    = 


sin  it 


»III    u 

Wenn    wir   emllii  li    n \  miil  OZ  in    iluvr   Ebene    um    O   drehen,    so  geben, 
unter  Ueil)ehaltung  der  IViUieren  Bezeichnung,  die  (ileichungen  (42): 


p  cos  y  —  cos  y' 
'  —  />'  sin  y  +  siu  y'  ' 

q'  sin  %' 
'  —  p  s\n  Y  +  sin  y 

71' 

—  p  Sin  y  +  sin  y 
x'  sin  y  —  a  siu  y 

—  p'  sin  y  +  sin  y' 

—  /<  sui  y  +  sin  y 


Ueber  Complexe  und  Congruenzen  im  Allgemeinen. 

16.  Wenn 

(.,._.,.')    :    (^  _,/,    :    (,. 

=  {11 V — u  v) :  {t' V  —  tv) :  {lu 
so  gehören  die  Stralilen-Coordinaten: 

(.r-.i'),   (y-//).    (-----'),    il/z'-yz).    (xz-xz),    {x,j'-xy) 
und  die  Axen-Coordinaten: 

{uv'  —  uv),    {t'v  —  (v).    {/H—t'i(),    (/  —  /'),    {u  —  u),    {v  —  v) 
derselben  geraden  Linie  an.    Folglich  sind  es  auch  dieselben  geraden 
Linien,  deren  »Strahlen-  und  Axen-Coordinaten  die  folgenden  beiden  Gleichun- 
gen befriedigen: 

F[{.v-x),  (y-/),  (.----'),  {yz'-y'z),  (.t'.-.rz'),  (.r/-.r»]  e.  Sl„  =  0,  (1) 
F[{uv-uii),  {t'v-/v'),  {fu-t'ii),  (/-/'),  {u-u),  {v-v)]  =  <I>„  =  (),  (2) 
wenn  F  dieselbe    homogene    Function    der    jedesmaligen    sechs 

PI  ücker,  Geometrie.  3 


-')   : 

{i/z'-i/z)  :  (.r'z  —  xz)  :  {.nj'  —  .r'y) 

t'u)  : 

(/-/')      :     (//-«')     :     {v-v), 
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Coordiuateu  bezeichnet.  Wir  sagen,  dass  die  Gesammtheit  aller  geraden 
Linien,  deren  Coordinaten  solche  homogene  Clleichnngen  befriedigen,  einen 
Complex  bilden.  Wir  unterscheiden  Liniencomplexe  nach  ihrem  Grade  n,  für 
welchen  wh-  den  Grad  ihrer  Gleichimgen  nehmen.  Jede  Linie  des  Complexes 
kann  als  Strahl  oder  als  Axe  angesehen  werden;  dadurch  wird  die  zwie- 
fache Art  bedingt,   einen  Liniencomplex  dm-ch  Gleichungen  gleichen  Grades: 

Si„  =  0,  <I>„  =  0, 

die  unmittelbar  gegenseitig  aus  einander  folgen,  darzustellen. 

17.  In  der  Gleichung  (1),  welche  die  allgemeine,  homogene  des  «''"  Grades 
sein  mag,  sind  die  Linien  des  Complexes  dm"ch  irgend  zwei  ihrer  Puncte 
{x,  y,  z)  und  (.}•',  >j .  z')  bestimmt.  Betrachten  wir  einen  dieser  Puncte  {x, y,  z) 
als  gegeben,  so  stellt  dieselbe  Gleichung  (1)  —  indem  wir  .v,  //',  z'  als  con- 
stant,  X,  y,  z  aber,  wie  bisher,  als  veränderlich  ansehen  —  nunmehr  nur 
noch  solche  gerade  Linien  dar,  die  durch  den  gegebenen  Punct  gehen  und 
also  eine  Kegelfläche  der  n'"'  Ordnung  bilden,  die  in  diesem  Puncte  ihren 
Mittelpunct  hat. 

1  s.  In  der  Gleichung  (2),  welche  wir  wiederum  für  die  allgemeine  homo- 
gene Gleichung  des  n'""  Grades  nehmen  wollen,  werden  die  Linien  desselben 
Complexes  durch  irgend  zwei  Ebenen  {t,  u,  ?')  und  {t\  //,  v)  bestimmt,  welche 
in  ihnen  sich  schneiden.  Betrachten  wir  eine  dieser  Ebenen,  {t',  u\  v),  als 
gegeben,  so  steht  die  Gleichung  (2),  die  l)islier  den  Complex  darstellte,  nun- 
mehr —  indem  wir  /',  u,  r'  als  constant,  /,  u.  v  aber  noch  als  veränderlich 
betrachten  —  nur  noch  solche  Linien  des  Complexes  dar,  welche  innerhalb  der 
gegebenen  Ebene  liegen  und  also  eine  Curve  ?/'''  Classe  in  derselben  umhüllen. 

19.  Wir  haben  in  den  vorigen  beiden  Nummern  die  folgenden  Sätze 
bewiesen : 

In  einem  Complexe  des  n""  Grades  bilden  die  Linien,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punct  des  Raumes  gehen,  eine  Kegel- 
fläche der  n""  Ordnung. 

In  einem  Complexe  des  n'""  Grades  umhülllen  die  Linien,  wel- 
che in  einer  gegebenen,  den  Raum  durchziehenden  Ebene  liegen, 
eine  Curve  der  7i'"'  Classe. 

Diese  beiden  Sätze  enthalten,  jeder  für  sieh,  die  allgemeine  geometrische 
Definition  eines  Liniencomplexes  des  n'"'  Grades.  Einer  der  beiden  Sätze  ist 
eine  nothwendige  Folge  aus  dem  andern. 

Wir  können  hiernach  die  Linien   eines   Complexes    in   doppelter  Weise 


zusaiiiuu'ii','ni|i|)iii'ii;  ciiiiiial  so.  dass  su"  Ki-^'t-lHilclifn  liililcii  und  ji-iK-r  l'mict 
di's  KaiUDies  Mitt('l|>uiirt  fiiu-r  sok-lu'ii  K«  •;.'(•  IM  Ar  In-  ist;  das  aiidtTc  Mal  so. 
dass  sie  t'urvfii  iiiulinllfii  und  jedf  den  Ivauiu  dunlizitlicndf  KImmic  rint- 
stilrlu'  ('urw  iMitiiillt.  iJiT  (irad  iles  l'uniplcxt's  ist  sowohl  die  (M-dmni^'  iler 
Ki'fjt'lHililu',  als  auch  dii«  Classf  der  eVu-nen  <'urve.  Daher  kann  ein  iiinien- 
»•omplex  //''■"  Uiiides  auch  als  ein  ('oni]ile.\  von  Ke^elHiichen  //"■' Ordnung,'  und 
als  ein  Comiilex  von  el)enen  l'urven  //'"■  (.'lasse  angesehen  werden. 

21).  Diejenifjeu  Linien  zweier  gegebenen  l'oinjjlexe,  weltlic  zusammen- 
fallen, liilden  eine  Congruenz.  Ihre  Coordinaten  liefrieiligen  glei<-hzeitig  die 
(ileichungen  heider  (.'oniplexe.  die  wir.  liei  der  Anwendung  von  filnl  Strahlen- 
(.'oordinaten,  dureh  <lie  allgemeinen  Gleichungen : 

Si„  =  0,  ii„  =  0.  (;}) 

liei  der  Anwemlung  von   lünf  Axen-Coordinaten,   dincli 

'/'.,  =  (»,  '/'„  =  0,  (4) 

wobei  m  und  //  den  (»rad  der  beiden  C'omplexe  bezeichnen,  darstellen  wollen. 

Durch  jeden  Punct  des  Raumes  gehen  m »  gerade  Linien  einer  Con- 
gi'uenz.  welches  die  Durchschnittslinien  zweier  Kegel  der  »i.  und  //.  Ordnung 
sind.  In  jeder  den  Raum  durchziehenden  Ebene  liegen  mn  gerade  Linien 
der  C'ongnienz,  welche  die  gemeiaschattliclicn  Tangenten  zweier  Curven  «ler 
;//.  und  n.  Classe  sind. 

Die  Linien  einer  l'ongi'uenz  gehören  unendlich  vielen  Complexen  an,  die, 
wenn  wir  durch  u  einen  unliestinimten  CneffiiiiMiten  liezeichnen .  sihnnitlich 
durch  die  (ileichung: 

il.„  +  ,i-P.,.  =  i),  (.-.) 

oder  durch  die  Gleichung: 

*,„  +  <'•'/>„  =  0  iß) 

dargestellt  werden.  Wir  sagen,  dass  alle  solche  Complexe  eine  zweigliedrige 
(Trui)pe  von  Complexen  bilden.  Jede  der  letzten  Gleichungen,  welche 
eine  solche  Gnippe  darstellen,  ist  das  Symbol  einer  Congruenz,  in  gewissem 
Sinne  die  Gleichung  dersellien. 

21.  Die  Congruenzen  classificiren  sich  nach  der  Aiizalil  ihrer  Linien, 
welche  durch  einen  gegeljeuen  Punct  gehen,  oder  welche  in  einer  gegebenen 
Ebene  liegen.     Diese  Anzahl  ist  in  dem  Vorstehenden: 

nm       /•. 
Alle  Complexe,  denen  eine  gegel)ene  Congruenz  angehört,  sind,  im  Allgemei- 
nen, von  gleichem  Grade,    Wenn  aber  diese  Complexe  nicht  die  allgemeinen 

3* 
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ihres  Grades  smd,  kanu  unter  denselben  sich  einer  befinden,  dessen  Grad 
geringer  ist.  Das  findet  Statt  in  dem  Falle  der  Gleichungen  (5)  und  (6),  in 
welchen,  wenn  m  >  n,  der  Grad  der  Complexe  im  Allgemeinen  m  ist,  aber 
für  den  besonderen  Fall,  dass  ji  unendlich  gTOSS  wird,  auf  n  sieh  redueirt. 

Es  bilden  die  Cougruenzen,  in  welchen  die  Anzahl  der  Linien,  welche 
durch  einen  gegebenen  Puuct  gehen  oder  welche  in  einer  gegebenen  Ebene 
liegen ,  k  beträgt ,  so  viele  coordinirte  Arten ,  als  die  Zahl  k  sich  in  Factoren 
m  und  n  zerlegen  lässt;  also  nm-  eine  einzige,  wenn  k  eine  Primzahl  ist. 
Daher  bezeichnen  wir  die  Art  der  Congruenz  durch  das  Symbol: 

[m.    >,].  (7) 

22.  Die  Strahlen-  oder  Axen-Coordinaten  derjenigen  Linien,  welche 
dreien  Complexen  zugleich  angehören,  befriedigen  gleichzeitig  die  entsprechen- 
den Gleichungen  der  drei  Complexe,  die  wir  durch: 

il,„  =  0,  i2„  =  0,  il,j  =  0,  (8) 

oder  diu'ch: 

*,„  =  0,  *„  =  0,  'i'j=0  (9) 

darstellen  wollen.  Sie  sind  dadurch  dreien  Bedingungen  unterworfen.  Da 
eine  gerade  Linie  durch  vier  üirer  fünf  Coordinaten  bestimmt  ist,  so  folgt, 
dass  jede  dieser  Coordinaten  Fmiction  jeder  der  drei  anderen,  oder,  was  das- 
selbe ist,  jede  dieser  Coordinaten  Function  einer  beliebig  angenommenen 
Veränderlichen  ist.  Nehmen  wir  für  diese,  spätem  Entwickelungen  vor- 
greifend, die  Zeit,  so  ist  dm-ch  das  Vorstehende  ausgesprochen,  dass  die 
bezügliche  gerade  Linie,  weim  wir  die  Zeit  sich  continuirlich  ändern  lassen, 
eine  Fläche  erzeugt.  Eine  solche  Fläche,  die  dm-ch  die  Bewegung  einer  ge- 
raden Linie  erzeugt  wü'd,  wollen  wir  —  die  triviale  Bezeichnung  als  wind- 
schiefe Fläche  vermeidend  —  eine  Strahlen-  oder  Axenfiäche  nennen,  und, 
indem  vor  diese  Ausdrücke  als  sjnonym  betrachten,  eine  solche  Fläche  auch 
als  Linienfläche  bezeichnen. 

Die  zusammenfallenden  Linien  dreier  Complexe  bilden  eine 
Strahlen-  oder  Axenfiäche. 

Die  Strahlen-  oder  Axen- Fläche  gehört  gleichzeitig  allen  Complexen  an, 
welche,  wenn  (t  und  jt'  unbestimmte  Coefficienten  bedeuten,  durch  jede  der 
beiden  Gleichungen : 

ii,„  +  fti2„+  {^'i^,   =   0,  (10) 

*„,  +  {t*„  +  <«'*,  =  0  (11) 

dargestellt  werden;    sie  gehört  jeder  Congruenz  an,    die  diux-h  irgend  zwei 


dieser  Complt'xt'  Iti'stiiuiut  winl.  Wir  saj^en,  «liuvs  silinmtliclu' (  oiniilexf,  wel- 
(lii'ii  »'ine  «iogebeiu'  StmliKMiHililie  anj^ohört ,  eint'  (Imrli  jede  der  lieideii  vor- 
stellenden (ileiiliun<xen  dar','estellte,  dri-i  j,'l  iedr  i^e  Conipli'X^'rtippe  bilden. 
Wenn  wir  .'2„.  /*„  iiixi  ii,^  als  Fumtionen  di'r  lilnr  Sfralijcn-Coordinaten 
/•,  ,v.  o.  <i.  I,  1  let rächt i'u,  so  erhalten  wir  die  (ileiehiui;^  der  Stralileutlilche  in 
Punet-("(Mirdinaten  .r.  //,  r,  wenn  wir  zwischen  den  tlrei  ( rleichnnf^en  (S)  und 
den  tolijenden  drei  (ileiehun<ien: 

»y  =  rö  —  so. 
.1-  =  /r  +  o, 
//  =  .vr  +  <J 
die  fünf  Straiilen-l'uurdinaten  eliniiniren.    Die  resiütireude  (ileiclinng  in  .r,  y,  r 
ist  im  All<^enipinen  vom  (irade  'linntj. 

Wenn  wir  '/»„,.  </»„.  '/<,^  als  Function  der  fünf  Axen-Coordinaten //.  y,  .t,  v..  i.i 
beti*achten,  so  erhalten  wir  die  ( deiehung  der  Axenfläche  in  Plan-Coordinaten 
/.  11.  r.  wenn  wir  zwischen  den  drei  (Tleichungen  (H)  un<l  den  folgenden 
drei  (xleiehungen: 

(•)  ^  l>y.  —  y.T, 
l  =  pv  +  -T- 
u  =  qv  -\-  ■/. 
die  fünf  Strahlen -Coordinaten  eliniiniren.     Die  resiiltirende  Gleichung  ist  im 
Allgemeinen  vom  Grade  'Immj. 

Eine  Strahlen-  oder  Axenfläche  ist  im  Allgemeinen  von 
gleicher  Ordnung  und  Classe. 

Strahlen -Flächen  einer  gegebenen  Ordnung  und  Classe  ordueu  sich  in 
verschiedene  coordinirte  Arten.  Diese  Arten  ergeben  sich  durch  den  Grad 
der  die  Fläche  bestimmenden  Complexe.  Bezeichnen  wir  Ordnung  imd  Classe 
der  Fläche  durch  2  A ,  so  ist  die  Anzahl  solcher  Arten  gleich  der  Anzahl  der 
möglichen  Zerlegimgen  von  X  in  drei  Factoren.  Nehmen  wir  m,  n,  </  für 
irgend  drei  solcher  Factoren,  so  können  wir  die  Art  der  Fläche  näher  durch 
das  Symbol: 

{m,  n.  <j\ 
bezeichnen. 

23.  Vier  Complexe  haben  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Linien  gemein. 
Wenn  der  Grad  der  vier  Complexe  bezüglich  m,  n,  g ,  h  ist,  so  beträgt  diese 
Anzahl : 

'Innu/h . 
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wie  sich  uiimittelljar  ergibt,    wenn   wir  zwischen  den  vier  CTleicliuiigen  der 
Cömplexe  und  der  CTleichung: 

)j  =  rö  —  so, 
oder  bezüghch: 

f.j  =  /;  z  —  y  -T , 
die  fünf  Coordinateuwerthe  bestimmen. 

24.  Ebene  Cnrven  werden  entweder  durch  ihre  Puncte  oder  diu'ch  ihre 
Tangenten  bestimmt.  Zwei  solcher  Curven  haben  eine  gewisse  Anzahl  von 
Durchschnittsinincten  und  von  gemeinschaftlichen  Tangenten.  Gehen  wir  von 
den  beiden  Dimensionen  der  Ebene  zu  den  drei  Dimensionen  des  Raumes 
über,  so  erheben  wir  mis  von  ebenen  Cm-ven  zu  Flächen,  die  entweder  diu'ch 
ihre  Puncte  oder  durch  ihre  Tangentialebenen  bestimmt  werden.  Zwei 
Flächen  schneiden  sich  in  einer  räumlichen  C-urve  und  werden  von  einer 
Abwickehmgsfläche  imihüllt;  ch-ei  Flächen  haben  eine  gewisse  Auzalü  von 
Dm-chsclmittspnncten  uud  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen.  Von  Flächen 
steigen  wir  zu  Comi^lexen  auf,  welche  aus  geraden  Linien  bestehen,  die  wir 
einerseits  als  Strahlen ,  andererseits  als  Axen  betrachten  können.  Die  ge- 
raden Linien,  welche  in  zwei  Complexen  zusammenfallen  —  in  welchen  ge- 
wissermassen  die  beiden  Cömplexe  sich  schneiden  —  büden  eine  Congrueuz, 
diejenigen,  welche  dreien  Complexen  zugleich  angehören,  eine  Strahlen-  oder 
Axenfläche.  Vier  Complexen  zugleich  entspricht  nur  eine  gewisse  Anzahl 
von  Stralilen  oder  Axen. 

Es  gibt  eine  Analysis  zweier  veränderliehen  Grössen,  die  sich  in  der 
Ebene,  eine  Analysis  dreier  Veränderlichen,  die  sieh  im  Räume  bildlich  dar- 
stellen lässt.  Die  Analysis  von  vier  Veränderlichen  findet  ihre  bildliche  Dar- 
stellung, wenn  wir  diesen  Veränderlichen  die  Bedeutung  von  Linien -Coor- 
dinaten  geben. 

25.  Hiermit  ist  für  die  Entwicklungen  des  vorliegenden  Bandes  die 
Gräuze  gezogen.  Alier  der  Weg  zu  neuen  Verallgemeinerungen  ist  angebahnt. 
Wir  können  zu  den  vier  unabhängigen  Coordinaten  der  geraden  Linie  noch 
eine  fünfte  hinzufügen.  Hier  begegnen  wir  wieder  coordiuirten  Beziehungen, 
dem  entsprechend,  dass  wir  die  gerade  Linie  einmal  als  Strahl,  das  andere 
Mal  als  Axe  betrachten.  Wenn  wir  in  der  ersten  Auffassung  zu  eleu  vier 
Coordinaten  einer  geraden  Linie  als  fünfte  Coordinate  ein  der  Grösse  nach 
gegebenes  Segment  nehmen ,  das  wir  auf  der  geraden  Linie  entweder  beliebig, 
oder  von   einem  gegebenen  Puncte   aus.    auftragen,    so  haben   wir   dadurch 


eiiu-Kiiilt  iMstiininl.  lluf  IQnt  CoonliiuiU'ii  sind  ilirt-  liitfiisitAt  und  «lii- vier 
Stnililt'ii-("<H)nliiiiit)'ii  der  j^'t-radcn  Linif,  iiuch  wt'Klu'r  sie  wirkt.  l)it'  8vm- 
niftrif  und  HinlarliliLMt  ilt-r  Dai-stellun^  verlani^jt,  dass  wir  auch  lücr,  statt 
der  vier  iinalihilnj,'i^en  .Stralilen-('ot)rdiiirtten,  die  fünf  Cuordinaten /•,  .v,  o.  ff.  j; 
nelinien.  zvviselien   wi-klu-n  die  Helation  hesteht,  da.s.s: 

»y  =  /•<»  ~  .so, 
uinl  die  wir  aus  den  seeli.s  l'oordinaten  der  «geraden  i^inie  dadureli  altleiten, 
dass  wir  eine  derscllicii  in  die  filnf  anderen  dividiren.  Wir  Italien  alier 
bereits  lieililuH«;  hervoriielidlien,  dass  diese  seelis  Coordiuaten  die  l'rojeetiunen 
-l'.  .1'.  Z  einer  lielieltiiren.  narh  der  <j;enulen  Linie  wirkenden  Kraft  auf  die 
t'oordinaten-Axeii  und  dii'  iloppclten  Momente  L.  M.  .V  dieser  Kraft  in  Be- 
ziehung auf  diesellit'ii  Axcn  bedeuten.  Wenn  dii-  (Jrösse  der  Kraft  gef^eben 
ist,  so  sind  diese  si-dis  (Jrussen,  zwischen  welchen  (he  Kelatiou: 

A  A-f  y  M  ^  Z  A  =  0 
fortbesteht,  als  die  sechs  (.'oordina t en  der  Ki'aft  zu  betriichti'ii.  Uie- 
.selben  L'oordiuateu ,  welche  filr  Strahleu  nur  relative  Werthe  erhalten,  be- 
kommen für  Krilfte  absolute  Wei'the.  Strahlen- Complexe  werden  dui-ch 
homogene  flleichungen ,  Krilfte -Complexe  durch  al  lücmciiie  Gleichungen 
zwischen  den  sechs  L'oordinaten  dargestellt. 

So  wie  wii"  eine  Kraft  durch  eine,  als  Strahl  betrachtete,  gerade  Linie 
und  durch  zwei  auf  ihr  liegende  Puncte  darstellen,  so  können  wir  eine  Ro- 
tation (richtiger  ausgedrückt,  die  andere  Ai-t  von  Kraft,  welche  eine  Rotation 
hervorl)ringt)  diu-ch  eine  als  Axe  betrachtete  gerade  Linie  und  durch  zwei 
durch  die  Axe  gelegte  Ebenen  darstellen.  Indem  wir  dann  Punct-Coordinaten 
mit  Plan-Coordinaten  und,  dem  entsprechend,  Stralilen-Coordinaten  mit  Axen- 
Coordinateu  vertauschen,  gehen  die  seclis  Krilfte-Coordinaten : 

A.   V.  Z.  L.  M,  N 
über  in  andere  Ausdrücke: 

iV.  ^).  3-  V.  'Uli.  l^J. 
zwischen  welchen  die  Relation: 

X  •  8  +  5)  •  an  +  3  •  9i  =  « 

besteht.  Diese  sechs  Ausdi-ücke  bestimmen  eine  Rotation  und  sind  als  die 
sechs  Coordinaten  dieser  Rotation  anzusehen.  Sie  reduciren  sich  in 
Folge  der  letzten  Bedingungs-Gleichung  auf  die  fünf  imabhängigen  Coordinaten 
derselben.  Dieselben  Coordinaten,  welche  für  Axen  mir  relative  Werthe  besitzen, 
erhalten  für  Rotationen  absolute.    Homogene  Gleichungen  zwischen  den  sechs 
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Coordinaten  einer  Rotation    stellen  Axen-Complexe,    nicht    homogene 
Gleichiuigen  zwischen  denselben  Coordinaten  Rotationen-Complexe  dar. 

Wähi-end  alier  Strahlen  n.nd  Axen  an  und  für  sich  identisch  dasselbe 
sind,  stellen  sich  Kräfte  und  Rotationen  wiederiun  coordinirt^  neben  einander, 
analog  wie  Puncte  und  Ebenen.  Das  Princip  der  Reciprocität  findet  auf 
Kräfte  und  Rotationen  dieselbe  Anwendung  als  auf  Puncte  und  Ebenen.  Aljer 
Aelinliches ,  wie  beim  üebergange  von  den  drei  Coordinaten  von  Puncten  und 
Ebenen  zu  den  vier  Coordinaten  gerader  Linien,  findet  auch  dann  Statt,  wenn 
wir  von  den  fünf  unabhängigen  Coordinaten  von  Kräften  und  Rotationen  zu 
den  sechs  unabhängen  Coordmaten  von  Dynamen  übergehen. 

Durch  den  Ausdruck  „Dynanie"  habe  ich  die  Ursache  einer  beliebigen 
Bewegung  eines  starren  Systems,  oder,  da  sich  die  Natur  dieser  Ursache, 
wie  die  Natur  einer  Kraft  überhaupt,  unserem  Erkennuugsvermögen  entzieht, 
die  Bewegung  selbst:  statt  der  Ursache  die  Wirkung,  bezeichnet.  Da  beide 
proportional  sind,  kommt  dies  in  der  mathematischen  Darstelhmg  darauf 
hinaus,  an  die  Stelle  einer  idealen  Einheit  eine  concrete  zu  setzen.  —  Be- 
liebige Ivi'äfte  und  Rotationen  lassen  sich,  wenn  sie  gleichzeitig  wdrken,  in 
unendlich  verschiedener  Weise  sowohl  auf  zwei  Kräfte  als  auf  zwei  Rotatio- 
nen zurückführen.  So  können  wir  also  eine  Dyname  in  zwiefacher  Weise 
auffassen  imd  l^estimmen:  einmal  dm-cli  zwei  Kräfte,  das  andere  Mal  dm-ch 
zwei  Rotationen,  und  dem  entsprechend  das  eine  Mal  durch  die  Coordmaten 
zweier  Kräfte,  das  andere  Mal  durch  die  Coordinaten  zweier  Rotationen 
darstellen. 

Die  sechs  Coordinaten  einer  Dyname   aber  smd   dieselljen  sechs  Grössen 

Ä,  F,  Z,  Z,  31,  N, 
oder 

1,  3),  3,  2,  «t,  91, 
welche  ims  ursprünglich  zur  Bestimmimg  von  geraden  Linien  gedient  haben, 
indem  wir  ilmen  nur  relative  Werthe  beilegten  und  zwischen  ihnen  eine 
Bedingungsgleichung  statuirten;  dann  zm-  Bestimmung  von  Kräften  und 
Rotationen,  indem  wir  ihnen,  unter  Voraassetzung  der  besclu'änlvenden  Be- 
dingungsgleichung, absolute  Werthe  gaben.  Dadurch,  dass  diese  Bedingungs- 
gleichung fortfällt,  werden  sie  die  Coordinaten  von  Dynamen.  Für  eine 
gegebene  Djnaame  erhalten  die  sechs  Coordinaten  absolute  Werthe,  und  um- 
gekehrt, wenn  wü'  diesen  Coordinaten  beliebige  Werthe  beüegen,  bestimmen 
sie  in  linearer  Weise  eine  Dyname. 


So  wif  in  »'iiicr  <,'t'rii<li'ii  Liuif  «Hl*  Ktripmiitilt  zwisilicn  I'iuul  uiul  Kliciu' 
aufgeht,  so  j^i-lit  in  inner  Dynaine  die  IJecipioeitilt  zwischen  Kraft  und  Do- 
tation auf.  In  /wiefacher  ("oonUnaten-Mestininiuni:  kömien  wir  einen  liinien- 
Couiiilex  (huvh  eine  (Jleichun«;  darstellen,  elienso  in  zwielaeher  Coordinateii- 
lJestiinnuin<j  einen  Dviianien-foniplex.  Die  Kifiensehaften  heider  ("oniplexe 
sind  in  analogem  Sinne  (hialistiseli. 

In  der  voi"stehenden  Dediution  liliri-  Coordinaten  ist  ein  Mittelglied  un- 
herüeksiehtigt  gehlielten,  lietretfend  denjenigen  Fall,  dass  die  sechs  fragliehen 
Coordinaten  der  hesiiirilnkenden  Bedingung  nicht  unterworfen  sind,  wir  den- 
.sell>en  aher  nur  relative  Werthe  heiiegen,  uad,  deni  i'utspri'chend,  an  die 
Stelle  der  allgemeinen  Gleichungen,  welehe  Dynamen-l'omplexe  dai-stellen, 
homogene  Gleichungen  treten  lassen.  l>;iiin  entschwindet  das  specifisch  Mecha- 
nische, und.  um  mich  auf  eine  kurze  .\ndeutung  zu  beschrihiken:  es  treten 
geometrische  (iehilile  auf.  welche  zu  Dvnamen  in  dei^selhen  Beziehung  stehen, 
wie  gerade  Linien  zu  Kriiften  und  Kotationen. 

In  den  Ihiiamen  Hnden  die  voi".stehenden  Betrachtungen  ihren  Abschlass. 


riiicker,  Geometrie. 


Die  Linien -Complexe  des  ersten  Grades  nnd  ihre 

Congnienzen. 


§  1- 

Die  Linien -Complexe  ersten  Grades. 

20.    Wenn  wir  für  die  allgemeine  homogene  Gleichmig  des  ersten  Grades 
zwischen  den  sechs  Strahlen -Coordinaten: 

(.i--.t'),  (//-/).   f---r').    (y -'-//--).   (.'•'z-.rz'),  (•'■//-.'V)  (1) 

die  folgenden  nehmen: 

A{x~x)  +  B{!/-y')  +  az^z)  +  fJ{i,z-y':)  +  E(xz~.vz)  +  F(,ry'-.v,j)  =  0.  (2) 
um  einen  Complex  ersten  Grades  darzustellen,  so  erhalten  wir  u;Ieichzeitig 
zur  Darstellung  desselben  Complexes  zwischen  den- Axen- Coordinaten: 

{( —  /'),  {«  —  u),  [v  —  v),  [ift/  —  ur),  [l' V  —  /v),  {/u'  —  t' u)  (3) 

die  folgende  Gleichung: 

D{f~f')  +  E{t(—v')  +  F(v—r)  +  A{iiv'—ui^  +  B{t'v—tv')  +  C{/ii'^t'ii)  =  (>.  (4) 
Um  von  einer  dieser  beiden  Gleichungen  zu  der  anderen  überzugehen,  haben 
wir  bloss  die  Punet- Coordinaten  .v,  y,  z,  .v\  //',  z'  mit  den  Plan- Coordinaten 
/,  u,  V,  t',  ri',  V  und  zugleich  ./,  B,  C  mit  /),  E,  F  gegenseitig  zu  vertauschen. 
Wenn  wir  statt  der  sechs  Coordinaten  (1)  und  (3)  liezüglich  die  fünf 
Coordinaten : 

/■,  s,  o,  (j,  rj  (5) 

und 

//.    (/ ,    X,    .T,    fJ  (6) 

nehmen,  gehen  die  Gleichungen  (2)  und  (4)  nach  der  2.  und  3.  Numiuer 
über  in: 

.//•  +  Ex  +  r  —  Da  +  Eo  +  F^   =  0,  (7) 


///'    -   Elf  -\-  /•■         .\y.  -T  II :i  -t    <  <>    =    "'.')  (X) 

_'7.  Wir  kr.niU'U  <lu'  lieideii  Uli'icbuii^'t'n  (.1)  luul  (1).  wclclie  duiLsulbL-u 
CouipK'X  dai-stflk'n,  in  li iljji-iuler  Weise  entwickeli»: 

(  ./  +  /•//  —  /;.-').»■ 

+  (  n  -/v+  />--')  y 
+  (  r  +  Ex  —  i>ii)z 

—  (./..'+  /ff/'  +  (■:')   =F=   0,  (U) 
11  ml 

(/>    +  <V—  /?/•')/ 

+  (  E  -et'  +  ■/'•')" 
-\-  {F  +  nr  —  .\u)i- 

—  (Df  +  Eh  +  />')   =   (t.  (10) 
Wfiiii  erstens  (.j'. //', :')  ein  gegebener  Pnuet  ist,  und  wir  demnach  in 

(0)  .!■', //'.  r'  als  coastant.  .i,ij,z  als  A'erilnderlich  betrachten,  so  stellt  diese 
Gleichung  eine  Ebene  dar.  den  geometrischen  < 'rt  liclicliitrir  l'nncte  solcher 
Strahlen,  welcher  durch  den  gegebenen  Punct  gehen,  mit  anderen  Worten, 
den  geometrischen  C>rt  dieser  Strahlen  selbst.  Die  Olcichung  winl  befriedigt, 
■wenn  wir  für  die  veriinderlichen  Grössen  die  Coordinaten  des  gegeltenen 
Puuctes  einsetzen:  die  l)ezügliche  Ebene  geht  durch  diesen  Punct.  Jedem 
Punete  des  Raumes  entspricht  demnach  eine  Ebene,  welche  alle  «hucli  diesen 
Punct  gehende  Linien  des  Complexes  enthält. 

"Wenn  wir  zweitens  in  (10)  l'.u\v  auf  eine  gegebene  Ebene  (/,.«',  ^'') 
beziehen  und  demnach  als  constant  Ijetrachten,  während  f,  u,  v  veränderlich 
bleiben,  so  stellt  diese  Gleichung  in  Plan -Coordinaten  einen  Punct  dar,  wel- 
cher von  den  in  der  gegebenen  Ebene  liegenden  Axen  des  Complexes  umhüllt 


*)  ■\Vü-  können  nicht  vermeiden,  in  der  analytischen  Darstellung  der  geraden  Linie  eine  der 
drei  Coordinaten  -  Axen  auszuzeichnen.  Indem  wir  die  Gleichungen  (l)  und  (2)  der  einleitenden  Be- 
trachtung zu  Grunde  legten,  haben  wir  OZ  für  diese  Axe  genommen  imd,  damit  in  Beziehung  auf 
diese  Axe  Alles  symmetrisch  werde,  in  den  beiden  Ebenen  XZ  und  FZ  von  dieser  Axe  aus  die 
Winkel  gerechnet.  Hiermit  im  Widerspruch  ist  die  Art  und  Weise,  wie  in  der  Mechanik  die  Dreliungs- 
momente  in  Beziehung  auf  die  drei  Coordinaten -Axen  genommen  werden. 

Rücksichten  auf  die  späteren  Untersuchungen  über  Mechanik  bestimmen  uns,  daran  festzuhalten, 
durch  die  drei  letzten  Coordinaten  (1)  auch  dem  Zeichen  nach  die  drei  doppelten  Momente  darzu- 
stellen. Dadurch  ^vird  die  gewünschte  Symmetrie  in  Beziehung  auf  OZ  aufgehoben.  Um  sie  aber 
in  den  analytischen  Untersuchungen  über  Complexe  wieder  herzustellen,  in  dem  Falle,  dass  wir  (7) 
und  (8)  für  die  allgemeinen  Gleichungen  nehmen,  müssen  wir  das  positive  c,  und,  dem  entsprechend, 
das  positive  y.  als  Coordinaten  l)etrachten,  die  Glieder  aber,  welche  a  und  %  in  ungeraden  Potenzen 
enthalten,  mit  dem  negativen  Zeichen  einführen.  Dem  entsprechend  kommen  in  den  beiden  Gleichun- 
gen (7)  und  (8)  Da  imd  A*  mit  dem  negativen  Zeichen  vor. 

4* 
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wird,  das  heisst,  in  welchem  diese  Axen  sich  schneiden.  In  jeder  Ebene 
liegen  also  nuendlieh  viele  Linien  des  Complexes,  welche  in  einem  Puucte 
derselben  sich  vereinigen ,  von  dem  wir  sagen ,  dass  er  der  Ebene  entspreche. 

Durch  jeden  Punct  des  Raumes  gehen  unendlich  viele  Linien 
des  Complexes,  welche  in  einer  durch  diesen  Punct  gehenden 
Ebene  liegen.  In  jeder  den  Raum  durchziehenden  Ebene  liegen 
unendlich  viele  Linien  des  Complexes,  welche  in  einem  Puncte 
der  Ebene  sich  schneiden. 

Die  beiden  Theile  des  Satzes  bedingen  einander.  Die  Beziehung  von 
Punct  und  Ebene  ist  eine  gegenseitige.  Es  gibt  für  jeden  beliebigen  Punct 
des  Raumes  eine  Ebene,  welche  die  durch  diesen  Punct  gehenden  Linien  des 
Complexes  enthält,  und,  umgekehrt,  für  diese  Ebene  ist  es  wiederum  jener 
Punct,  in  welchem  alle  Linien  des  Complexes,  welche  in  dieser  Ebene  liegen, 
sich  schneiden. 

28.  Die  einem  gegebenen  Puncte  entsprechende  Ebene  ist  bestimmt 
durch  irgend  zwei  in  dem  Puncte  sich  schneidende  Linien  des  Complexes, 
der  einer  gegebeneu  El)ene  entsprechende  Punct  diu-ch  zwei  in  der  Ebene 
liegende  Linien  des  Complexes. 

Es  seien /*  imd /*'  zwei  Puncte,  durch  welche  sich  die  gerade  Linie  (/'/^') 
legen  lässt,  //  imd //  die  beiden  diesen  Puncten  entsprechenden  Ebenen,  welche 
sich  in  einer  zweiten  geraden  Linie  {pi')  schneiden.  Dann  gehören  alle 
Linien,  die  durch  P  oder  P'  gehen  imd  die  gerade  Linie  (/'/')  schneiden, 
dem  Complexe  an.  Sclmeiden  sich  zwei  Linien,  die  durch  P  und  bezüglich 
diu-ch  P'  gehen ,  in  irgend  einem  Puncte  von  (77/) ,  so  ist  die  Ebene ,  welche 
diese  beiden  geraden  Linien  enthält,  die  ihrem  Durchschnitt spuncte  auf  (/^Z) 
entsprechende  Ebene,  und  diese  Ebene  geht  durch  (PP').  Ebenso  ist  denn 
auch  bewiesen,  dass  nicht  nur  die  den  lieiden  Puncten  P  und  P' ,  sondern 
überhaupt  die  allen  Puncten  der  geraden  Linie  (PP)  entsprechenden  Ebenen 
sich  in  der  Linie  (/>/'')  schneiden.  Wir  nennen  die  beiden  geraden  Linien 
(PP)  und  i/'p),  deren  Beziehung  zu  einander  eine  gegenseitige  ist,  zwei 
conjugirte  Polaren  in  Beziehung  auf  den  Complex. 

Jede  Linie  des  Raumes  hat  ihre  conjugirte  Polare.  Jede 
Linie  des  Raumes  kann  als  Strahl  betrachtet  werden:  wenn  die- 
selbe durch  einen  Punct  beschrieben  wird,  so  umhüllen  die  die- 
sem Puncte  entsprechenden  Ebenen  eine  Axe,  die  dem  Strahle 
conjugirt  ist.     Jede  Linie    des  Raumes   kann   als  Axe  betrachtet 
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werden:  wilhreinl  ilieselbe  von  t-iner  ^idi  ilri-licinlfn  Kltene  iiiii- 
lirtllt  wird,  ht'sclirt'iht  dtr  dieser  El)eiii.'  entsiirerhendc  riinct 
einen  Stralil.  der  der  Axc  cunjni^irt  ist.  Jede  der  zwei  con- 
jnj^irten  Linien  kann  als  Strahl    und  als  Am-   anfjesehen  werden. 

Jede  «gerade  Linie,  weltiie  zwei  oon.in<;irte  Polaren  .selinei- 
det,  ist  eine  Linie  des  Komplexes. 

Jede  Linie  des  Complexes  ist  als  zwei  zusaninienfa  11c  ii.l«- 
eonj  u<j;irte  Linien  anzusehen. 

•JM.  Kin  Coniplex  ist  dnn-h  filiil  seiner  Linii'ii  vnllUniiinicii  licsiimnii. 
Jede  der  Linien  liefert  eine  lineare  («leichnnj;;  zur  Ik'stinnnun^  der  tiinr 
nnal>liiln;.iigen  Constanten  der  all'xenieinen  Coniplex-( rleiehun','.  Vier  der  tünr 
Constanten  können  dadurch  einsetzt  werden,  dass  irj^entl  zwei  zugeordnete 
Polaren  des  Complexes  gegel)en  sind.  Weil  näinlii  h  jede  gegebene  gerade 
Linie  nur  eine  zugeordnete  hat,  die  sich  in  linearer  Weise  durch  vier  Con- 
stante  bestimmt,  sn  erhalten  wir  vier  lineare  Bedingungs-Gleiehungen  zwi- 
schen den  Cou.stauten  der  allgemeinen  Gleichung,  wenn  irgend  zwei  zuge- 
ordnete Polaren  eines  Cimiplexes  gegeben  sind.  Zwei  gegebene  zugeordnete 
Polaren  eines  Complexes  sind  also  filr  die  Bestimmung  desselben  äquivalent 
mit  vier  gegebenen  seiner  Linien,  so  dass  der  Complex  vollkommen  bestimmt 
ist,  sobald  wir,  ausser  den  beiden  zugeordneten  Polaren,  noch  irgend  eine 
Linie  desselben  kennen. 

Hiernach  ergiltt  sich  eine  einfache  ( 'onstruotion  eines  Complexes,  wenn 
irgend  füul'  seiner  Linien  gegeben  sind.  Wemi  wir  von  diesen  tüuf  Linien 
ii-gend  vier  beliebig  auswählen,  so  sind  die  beiden  geraden  Linien,  welche 
diese  vier  Linien  schneiden,  zwei  zugeordnete  Polai'en  des  Complexes,  und 
jede  neue  Linie,  welche  diese  beiden  zugeordneten  Polaren  schneidet,  ist 
eine  neue  Linie  des  Comi)lexes.  Wenn  wir  die  gegebenen  fünf  geraden 
Linien  in  anderer  Weise  zu  je  vier  combiniren,  erhalten  wir  neue  Paare 
ziigeordneter  Polaren,  imd  jedem  Paare  entsprechen  unendlich  viele  neue 
Linien  des  Complexes.  Und  so  können  wir  fortfahren,  indem  wir  die  ge- 
fimdeneu  Linien  mit  hinzuziehen,  um  neue  Combinationen  zu  je  vier 
zu  bilden.  Hierbei  dürfen  wir  nicht  übersehen,  dass  vier  reelle  gerade 
Linien  nicht  immer  von  zwei  reellen  geraden  Linien  geschnitten  werden, 
sondern  dass  diese  beiden  Linien  auch   imaginär  sein  können.*) 


*)  Drei  der  fünf  gegebenen  geraden  Linien  können  immer  als  drei  Linien  einer  der  beiden  Erzeu- 
gungen eines  Hyperboloids  angesehen  werden.    Wenn  eine  vierte  Linie  das  Hyperboloid  schneidet, 
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Wenn  ein  Complex  dm'cli  fünf  seiner  Linien  gegeben  ist,  können  wir 
für  jeden  gegebenen  Punct  die  entsprechende  Ebene,  für  jede  gegebene  Ebene 
den  entsprechenden  Pnnct  construiren.  Dnrch  je  vier  gegebene  gerade 
Linien  ist  ein  Paar  zugeordneter  Polaren  des  Complexes  Ijestimmt.  Dui'ch 
einen  gegebenen  Pnnct  lässt  sich  eine  einzige  Linie  legen,  welche  die  beiden 
Polaren  jedes  Paares  schneidet.  Die  so  bestimmten  geraden  Linien  liegen 
in  der  dem  Puncte  entsprechenden  Ebene,  welche  durch  zwei  derselben 
vollkommen  bestimmt  ist.  Eine  gegebene  Ebene  schneiden  die  beiden  Pola- 
ren jedes  Paares  in  zwei  Puncten.  Die  geraden  Linien,  welche  die  beiden 
Dm-chschnittspuncte  jedes  Paares  verbinden,  schneiden  sich  in  dem  der  Ebene 
entsprechenden  Puncte,  welcher  durch  zwei  dieser  Linien  bestimmt  ist. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  schliessen  sich  an  die  allgemeine  Theorie 
der  Reciprocität.  Die  Gleichungen  des  Complexes  (2)  imd  (4)  können 
betrachtet  werden  als  besondere  Fälle  der  allgemeinen  Gleichung  in  Punct- 
Coordinaten  .r,  y,  z,  .v'.  y .  ;',  und  in  Plan-Coordinaten  t,  u,  v.  f\  u\  v, 
durch  welche  die  Reciprocität  zweier  Systeme  überhaupt  ausgedrückt  wird. 
Wenn  diese  Gleichungen  in  Beziehung  auf  .r,  y,  z  und  .?■',  ?/',  z'  und  in 
Beziehung  aiif  /,  u,  v  und  /'  u,  v  s>'mmetrisch  sind,  so  entspricht  demsel- 
ben Punct  und  derselben  Ebene  in  jedem  der  beiden  Systeme  bezüglich 
dieselbe  Polar-Ebene  und  derselbe  Pol  in  dem  anderen  Systeme.  Das  findet 
iu  dem  Falle  der  Complex-Gleichungen  Statt.  Aber  es  kommt  die  Bedin- 
gung hinzu,  dass  der  Pol  einer  gegebenen  Ebene  in  dieser  Ebene  selbst  liege. 
Durch  diese  neue  Bedingung  wü-d  es  nicht  mehr  möglich,  Pole  und  Polar- 
Ebenen  in  gewohnter  Weise  vermittelst  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Classe 
zu  construiren.*)     Während   im  Allgememen  die  Polar-Ebene  eines  Punctes 


so  lässt  sich  durch  jeden  der  beiden  Durchschuittspuucte  eine  Linie  der  zweiten  Erzeugung  des 
Hyperboloids  legen,  welche  sämmtliche  vier  Linien  schneidet.  Wenn  die  beiden  Durchschiiittspuncte 
imaginär   sind,  sind  es  auch  die  entsprechenden  beiden  geraden  Linien. 

*)  Der  analytische  Grund  hiervon  liegt  in  dem  Folgenden.  Im  allgemeinen  Falle  ist  die  Grund- 
Gleichung  der  Reciprocität  (wir  beschränken  uns  hier  auf  den  Fall  von  Puuct-Coordinaten  und  machen 
die  Gleichungen  dm-ch  Einführung  von  t  homogen): 

iax'-\-hy'  -\-  cz'  -\-  dT')x  -{-  (bx  +  b,}/'  -\- c^z'  +  i/^t'  }  y  +  (ca;'+c,;/  +  c,,:'+ rf^r')  z 
+  {da:'+ d,y' +  ii2Z  +  d^r')z=(l 
Schreiben  wir  in  dem  ersten  Theile  dieser  Gleichung   x',  y\  z',  z    für  x,  )/,  :,  t,  so  wird  dieselbe 
eine  homogene  Function  des  zweiten  Grades: 

I7HEaa;''-f  26a;V-f  2ca;':'+  1dxz'-\-  b,y''  +  2c,y'z'+ 2  d,i/' z' +  c^z'^  +  2d.,z'z'-\-  d^z"^ 
Durch  Vermittelung  dieser  Function  können  wir   die  Keciiirocitätsgleichung   in  der    nachstehenden 
Weise  schreiben: 

dn      ,  dn       ,   dn      ,   dn 
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(lurih  tlri'i  ihn-r  Puint»',  der  Pol  finer  Elieiu«  «lurili  drei  in  dcinsellKMi  sich 
schneid»*ndt'  KIm-ih'h  ln'-itiimnt  ist,  iviclu-n  liitr  zu  dii'siT  Hcstiininunjf  Itczrtf^- 
licli  zwi'i  l'uinti'  und  /.\v«'i  EIk'IIi'u  liiii.  —  Wi-nii  fiin'  ^'i-iadc  Jiinie,  sirli 
um  fineii  tosti-u  l'unrt  divInMul,  fint-  K('«ii'lH;1tlit'  //.  Ordiuni','  l>(S(ln"t'il)t, 
uinlulllt  die  zuj^eordnete  Polaif  eine  Curvo  n.  (.'la.ssc  in  der  dem  ffstcn 
Puncte  entsprechenden,  durcl»  diesen  Punct  «^'ehendcn  KImiu'.  jtic  //  [.initMi. 
in  welchen  flie  dein  ^littelpuncte  des  Kegels  entsprn  licmlc  Khene  von  dmi- 
selben  geschnitten  wird,  sind  ziiglei«  li  dir  n  Tangenten,  welche  von  diin 
Mittelpuncte  ans,  der  gegenseitig  der  Kl)ene  entspricht,  an  die  C'nrve  in 
dieser  Ebene  sich  legen  lassen.  Da  UiTnilich  diese  Linien  dem  r(im]il('xe 
angehören,  sind  sie    ihre  eigenen  zugeordneten  Polaren. 

.'W».  "Wir  wenden  uns  zu  dem  rrin  analytischen  (lange  der  Unter- 
suchung zurüi  k. 

l>if  gewöhnlichen  Coordinaten  des  Punctes,  welcher  der  gegebenen  Ebene 
(/',  ii'.  v)  entspricht  und  in  Plan-Coordinateu  dui(  h  die  Gleichuiiu  (Pi)  dar- 
gestellt  wird,  sind: 

D+  Cu'  —  Bv' 


Dl'  -\-  Eit  +  Fv' 


-  —  _  ^  +  I^''  —J^ 

~  ~         Dt'+  F.u'  -^  Fv  • 

Wenn  die  gegebene  Eigene  parallel  mit  sich  st.'Uist  verschollen  wird,  so  be- 
schreibt der  in  derselben  liegende,  ihr  entsprechende  Punct  einen  geome- 
trischen <^rt.  Unterscheiden  wir  durch  .r«,  //n,  ^o  die  Coordinaten  des  ent- 
sprechenden Punctes  derjenigen  unter  den  parallelen  Elienen,  welche  durch 
den  Anfangspunct  der  Coordinaten  geht,  so  ergibt  sich,  indem  wir  /'.  u',  v 
gleich  -x,  setzen: 


Wenn  wir  .r',  j/,  :',  t'  als  veriimlerlich  betrachten,   stellt  die  Gleichung: 

n  —  O 

eine  Fläche  zweiter  Onlnung  dar.     In  dem  Falle,   dass  die  Complex-Gleieliung  (2)  an  die  Stelle  der 
allgemeinen  Reciprocitäts-Gleichung  tritt,  wird  die  Function  71  identisch  gleich  Xull. 

Ich  verweise,  was  die  allgemeine  Theorie  der  Reciprocität  betrifft,  auf  mein  „System  der  ana- 
lytischen Geometrie  des  Raumes,  1846"  p.  10—14.  —  Die  besondere  Art  von  Reciprocität  ist  zuerst 
von  Herrn  Möbins  im  10.  Bande  des  C'relle'schen  Journals  hervorgehoben  und  später  von  L.  J.  Mag- 
nus in  seiner  „Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes,  1837",  p. 
139 — 145  behandelt  worden. 


Q9 


.  _  Cu    —  Bv' 

■^''"'  ~~  ~  Dt'^Eu^Fv 
—  _     —  '^^'+  ^v' 

Bt' —  All' 


(12) 


und  hiernach: 


nt'-\-Eu  -\-Fv 
B 


•'     —    ■'■0    —    —    J)/'_^ß,,'_^f„'    ' 

_                        ^ 
_         F 

Wh'  ziehen  hieraus: 

ix  -  .ro)  :  {>j  -  z/")  :  (•-  -  -«)  =  U  :  E  :  F,  (14) 

wonach  der  fragliche  geometrische  Ort  die,  dm-ch  die  Doppel-Gleichung: 

^     X    y      y  n  ^      -^(1  M  r  \ 

D        —         F        ~         F  ^^'^> 

dargestellte,  gerade  Linie  ist.  Die  Richtung  dieser  geraden  Linie  ist  von  der 
Richtung  der  parallelen  Ebenen  unabhängig.  Wir  nennen  sie  einen  Durch- 
messer des  Linien-Complexes  ersten  Grades,  und  sagen,  die  paral- 
lelen Ebenen  seien  dem  Durchmesser  zugeordnet,  und  gegenseitig,  jeder 
der  parallelen  Ebenen  sei  der  Dm-chmesser  zugeordnet. 

Alle  Durchmesser  eines  Linien-Complexes  ersten  Grades 
sind  einander  parallel.  Durch  jeden  Punct  des  Raumes  geht 
ein  solcher  Durchmesser. 

31.  Unter  den  Durchmessern  des  Complexes  gibt  es  einen  einzigen, 
welcher  auf  den  ihm  zugeordneten  Ebenen  senkrecht  steht,  und  den  wh-  die 
Axe  des  Complexes  nennen  wollen.  Soll  die  doppelte  Gleichimg  (15) 
diese  Axe  darstellen,  so  kommt,  um  auszudrücken,  dass  sie  auf  den  paral- 
lelen Ebenen  (/',  u,  v)  senkrecht  steht: 

/'  :  «'  :if  =  j)  :  E  :  F, 

wonach  die  Gleichimgen  (12)  die  folgenden  Werthe  für  .ro,  ^o,  -o  gelten: 

BF—CE 


.1-0    = 


B-  -\-  E'^+F- 


CB  —  AF 

_      AE—  BB 

'"  ~  B-'-\-E--\-F-' 


-    ;3;j    — 

diese  Coorilinatenwerthe  wenlen  insbesuiulere  gleich  Xull,  iiinl  die  Axe  gelit 
diinli  den  Anfangspunet ,  wenn: 

A-.n-.r         />:/.:/•.  (ITi 

Die  auf  der  Axe  senkivthten  Elx-nen  wuUeii  wir  iEauptschnittü  des  Cn  iii- 
plexes  nennen.  Dn-  clm'clj  den  Anfangspunct  gehemle  llauptsehnitt  hat  zur 
Gleichung: 

//.,  +  A"//  +  /•'--  =  •'.  (1>) 

Wenn  /■'  Vfi--^(  liwindet ,  sind  die  l>iiivhinrssrr  dc>  t  uiuplcxes.  untcj- 
welchen  .sich  auch  die  Axe  desselben  befindel:,  der  Ebene  ,\7' parallel.  Wenn 
F  uml  ('  gleichzeitig  vei-schwinden ,  werden  .j„  und  //«  gleich  Null.  Itaiiii 
schneidet  die  Axe  des  Coniplexes  die  Coordinaten-Axe  (>Z;  filr  den  Durch- 
sehnittspunot  behält  r,,  den  obigep  Werth.  Für  die  Axe  OZ  sind  die  Coor- 
dinateu  (.r  —  .i'),  (ij  —  /),  [ijz  —  >/':),  (.v:  —  .er')  gleich  Null.  Diese  Axe 
ist  also  eine  Linie  des  Complexes,  wenn  /'  uikI  C  verschwinden,  und  zwar 
eine  solche,  die  von  der  Axe  desselben  geschnitten  wird.  Diuxh  dieselbe 
geht  der  Hauptschnitt: 

Da  +  El/  =  0. 

32.  In  gleicher  Weise  wollen  wir  die  Gleichung  (U)  behandeln,  welche 
diejenige  Ebene  darstellt,  die  alle  Linien  des  Complexes  euthiüt,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punct  (.('.  //'.  :')  gehen,  die,  mit  anderen  AVfn-tcii, 
diesem  Puncte  entspricht.  Nennen  wir  die  Coordinaten  dieser  Ebene  /,  //,  r, 
so  kommt: 

A-\-Fy'—  Ez 


t  = 


Ax'-^  By'-\-Cz  ' 


"  ~         Ax-\-ßy'  +  Cz  '  (^'^^ 


■B  —  Fx'-\-  Dz 
4x'-\-ßy-\-Cz' 

■  —  _     C^Ex  —  Dy 
'"  ~         Ax'-\-By-{-Cz'  ' 


Wenn  wir  annehmen,  dass  der  Punct  (.r',  y',  z)  auf  einer  testen,  durch 
den  Anfangspuuct  gehenden  geraden  Linie  fortrückt,  so  bleibt  das  Verhiiltniss 
der  Coordinaten  des  Punctes  .v  :  y' :  z'  constant.  Dem  auf  der  festen  Linie  un- 
endlich weit  gerückten  Puncte  entspricht  eine  bestimmte  Ebene ,  für  welche, 
wenn  wir  zur  Unterscheidimg  die  Coordinaten  derselben  durch  /n,  «o^  ^''' 
bezeichnen : 

/    _  _       ^'J  -^"^ 
"  Ax'+ßy'+Cz" 

Plüfkcr,  Gconiclric.  fS 


«n   = 


Vo   = 
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~Fx'-\-  Dz' 
Ax-\-By'-\-Cz'  '  (20) 

Ex  —  Dl/ 
Ax+By'-\-Cz'- 


Es  folgt  hieraus: 


^,  = 


Ax'  +  By'+Cz  ' 
tl  —  Un  =   —    .,j   ,     D..-   I    /^-->  (2^) 


i'o   = 


^ 


wonach : 

{t  —  /,,)  :  {u  —  '/o)  :  (i-  —  i'..)  =  Ä:  B  :  C. 

Wenn  wir  /,  u,  v  als  veränderlich  betrachten,  so  stellt  die  Dopi^el-Gleichung: 

(  —  in   ^  "  —  Wii   ^   t»  — ;;„ 

^  ^  C  v-^) 

eine  gerade  Linie  dar,  die  nmhüllt  wird  von  denjenigen  Ebenen,  welche 
den  Punctcn  einer  festen,  durch  den  Anfangspunct  gehenden  Linie  ent- 
sprechen. Da  der  Anfangspimct  der  Coordinaten  bei  der  willkürlichen  xVn- 
nahme  desselben  in  keiner  besonderen  Beziehung  zum  Complexe  steht,  ist 
in  dem  Vorstehenden  der  allgemeine  Satz  über  conjugirte  Polaren  bewiesen 
(siehe  Nr.  28). 

Die  Gleichungen  (Kl)  zeigen,  das«,  wenn  der  Pvmct  {.v,  >/',  :')  in  der 
durch  die  Gleichmig: 

A.V  -h  ßl/  +  Cz  =  0      ■  (23) 

dargestellten  Ebene  liegt,  die  Coordinaten  /',  x',  v  der  entsprechenden  Ebene 
unendlich  gross  werden,  die  Ebene  selbst  also  durch  den  Anfangspimct  geht. 
Daraus  folgt,  dass  die  Ebene  (23)  diejenige  ist,  welche  dem  Anfangspuncte 
entspricht,  imd  dass  sie  folglich  der  geometrische  Ort  für  diejenigen  Linien 
ist,  welche  solchen,  die  dmx-h  den  Anfangspunct  gehen,  conjugirt  sind. 
Linien,  die  in  der  Ebene  liegen  und  zugleich  durch  den  Anfangspunct  gehen, 
sind  ihre  eigenen  conjugirten  und  gehören  also  dem  Complexe  au. 

Betrachten  wir  unter  den  durch  den  Anfangspunct  gehendeir  geraden 
Linien  insbesondere  den  durch  diesen  Punct  gehenden  Duixhmesser  des  Com- 
plexes,  so  ist,  in  Folge  der  Doppel-Gleichung  (15)  für  jeden  Punct  {x ,  y ,  z) 
desselben : 

X  .y  -.z    =   D:  E:  F.  .  (24) 

Dann  folgt  aus  den  Gleichungen  (20): 


—       . ). )       — 

/„   =   0,       Mu  —   Ü,       /•„    =    0. 

iiii'l  ilii'  |iii|i|'.l-tili'i.  liiiiiL'  (-1).    iiiilfin  sie  sich  auf  die  r.il^iciwlt': 

/  U     V 

Ä  '°    D  ~~  ~C 

rediicirt,  giltt  fttr  die  dem  Durchmesser  conju-^irte  Pohire  die  in  der  Ebene 
(2."5)  unendlich  weit  entfernt   liegende  Linie. 

Bei  der  willki'lrlirhen  Aiuiahnn'  des  Antangspunetes  des  Coordinaten- 
Systems  ist  hienuit  ausgespruchen .  diuss  die  einem  behelligen  Durchmesser 
des  Cümi)lexes  /ugeurdnete  Linie  in  der  einem  Puncte  desselben  entsitrechen- 
den  Ebene  unendlich  weit  liegt.  Eine  gerade  Linie  aber,  welche  in  einei- 
gegebenen  Ebene  unendlich  weit  gerückt  ist,  lä,sst,  indem  sie  ilu'e  Richtung 
verloren  hat,  keine  nilhere  Bestimmung  mehr  zu  uml  lileibt  dieselbe,  wenn 
ilir  El)ene.  welche  sie  enthillt,  parallel  mit  sich  sell)st  verscho))oii  wird. 
Eine  unendlich  weit  entfernte  gerade  Linie  ist  immer  einer  gegebenen  Ebene 
parallel,  nnd  nimmt,  wenn  diese  Ebene  nm  einen  ihrer  Puncte  sich  dreht, 
in  nneniUicher  Entfernung  alle  möglichen  Lagen  au.  lu  jeder  solchen  Lage 
entspricht  ihr  ein  Durchmesser  des  Complexes.  Alle  unendlich  weit  ent- 
fernten Linien  des  Raumes  liilden  eine  unendli(  Ii  writ  entfernt  liegende 
Ebene,  deren  entsprechender  Pnnct,  weil  er  in  ihr  liegt,  selbst  nach  gege- 
bener Richtung  unendlich  weit  entfernt  ist.  Eine  Folge  davon  ist,  dass 
die  in  diesem  Puncte  convergirenden  Durchmesser  unter  einander  parallel  sind. 

Ausgezeichnet  unter  denjenigen  geraden  Liuien,  welche  durch  den 
Anfangspmict  gehen,  ist  endlich  diejenige,  welche  auf  der  dem  Anfangs- 
punet  entsprechenden  Ebene: 

A.r  +  litj  +  C2  =  0  (25) 

senkrecht  steht,  und  also  senkrecht  steht  auf  jeder  in  dieser  Ebene  liegen- 
den geraden  Linie,  d.  h.  auf  jeder  geraden  Linie,  die  einer  durch  den  An- 
fangspunct  gehenden  zugeordnet  ist,  insliesondere  auf  der  ihr  selbst  zu- 
geordneten. Die  fragliche  Linie  ist  dadiu-ch  charaktcrisirt ,  dass  für  jeden 
ihi-er  Puncte: 

x  :  y' :  c'  =  // :  B  :  C,  (26) 

wonach  /o,  wn,  *'o  die   folgenden  Werthe  erhalten: 

_  _        BF—  CE 

CD  —  AF  (27) 
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"o  A-^-\-ß''  +  C 


O/'  

AE  —  BD 

Wenn  wir  diese  Wertlie  in  die  Doppel-Gleichuug  (21)  einsetzen,  so  stellt 
diese  CTleichnng  in  der  Ebene  (23)  diejenige  gerade  Linie  dar,  welche  der 
durch  den  Anfangspunct   gehenden   (26)  zugeordnet  ist. 

Wenn  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  die  Axe  des  Complexes 
geht,  so  ist  sie  es,  die  auf  der  ihr  zugeordneten  Linie  .senkrecht  steht. 
Dann  aber  ist,  nach  (15): 

.(•'://':--'=  D\  E:F, 
mithin : 

A:B:C=D:E:F 
in  Uebei'einstimmung  mit  (17). 

38.  Aus  den  Gleichungen  (10)  ergeben  sich: 

Cu  —  Bv  +  />  =  0, 

—  Ct  +  .h>  +  /;  =  o,  (28) 
B(—  Au  +/'^=  0 

für  die  Gleichungen  der  drei  Puncte,  welche  den  Coordinaten-Ebenen  VZ, 
XZ,  XY  entsprechen,  wähi-end: 

nt^  Ell  -{-  Fv  =  0  ■  (2!)) 

denjenigen  Punct    darstellt,    welcher    der  unendlich  weit  [entfernten  Ebene 
entspricht  und  selbst  nach  gegebener  Richtmig  imendlich  weit  liegt. 
Aus  den  Gleichungen  (9)  ergeben  sich: 

FI/-E-  +  A=^0, 

—  F.V  +  Dz  +  B  =  0,  (30): 
E.V  —  Dy  +  C  =  0 

für  die  Gleichungen  der  drei  Ebenen,  welche  den  Puneten  entsprechen,, 
die  nach  den  Eichtungen  der  drei  Coordinaten-Asen  OX,  OF,  OZunendlick 
weit  liegen,  während,  was  bereits  bemerkt  (23): 

Ax  -[-  By  +  Cz  =  0 
die  dem  Anfangspunct   entsprechende  Ebene  darstellt. 

.34.  Aus  den  drei  Gleichimgen  (9)  und  den  drei  Gleichungen  (10)  erhal- 
ten wir  übereinstinxmend ,  wenn  (x,  y,  z)  ein  Punct,  {(,  u,  v)  eine  Ebene  ist, 
die  in  Beziehung  auf  den  Complex  sich  gegenseitig  entsprechen,  die  Bedin- 
gungs-Gleichung : 

{Ax  +  By  -{-  Cz)  (Dl  +  En  +  Fv)  +  {AD  +  BE  +  CF)  =  0.  (31) 

Die  vorstehende  Gleichung  scliliesst  als  einen  speciellen  FaU  ein,  dass:- 
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.//?  4-  //A'+  r/'=  (».  (32) 

Diesem    spfriflli-u    Falle    fiitspricht     eiin'     Piirticularisition    des    C'flfniiilcxcs 

3ä.  Die  beiden  allgemeinen  Hleithnngen: 
./(.>.  -.t-')  +  B(iJ-y)  +  C{z-z)  +  Dir-'-'J')  +  ^•(•t-'=  -  •«-')  +  F{.ry-xy)  =  0, 
/> (/  —  0  +  ^''("  —  «')  -I-  F{v  —  O  +  -•/  (««''  —  «'<•)  +  /? (/'"  —  /"')  +  C(fu  —  Cii)  =  0, 
welche  in  der  doppelten  Coonlinaten-Bestininuing  die  Coniiilexe  ersten  <!ra- 
des  dai-stellen,  vereinfachen  sich,  wenn  wir  eine  der  drei  rechtwinkligen 
Coordinaten-Axen  mit  der  Axe  des  Coniplexes  zusammenlallen  lassen,  wo- 
nach die  beiden  anderen  in  einem  Hauptschnitte  dcsscHien  licgm.  Wahlen 
wir  i'Qr  die  mit  der  A\c  des  ("omplcxes  zusaiumenlallende  l'()(jrdinaten-Axe, 
nach  einander,  <tZ.  o}.  o.\\  so  nehmen  durch  das  bezügliche  Ver- 
schwinden von: 

./.  /.'  inid    /).  E. 
.\.  ('  mi.l   II.   /•'. 
n.C  und   /:",   /■ 
die  vorstehenden    licideu  Gleichungen  folgende  lurnien  an: 

(.r/-  x'y)  +  /■  (.-  -  2')  =  0,  (v-  V)  +  h  {hi  -  t'n)  =  0, 

(x'z  —  xz)  +  /■  (y  —  /)  =  0,  (33)     (ii  —  u)  +  k  {l'v  —  (v)  =  0,  (34) 

{x,j  -  xy)  +  /•  (.r  -  X)  =  0 ,  (/-/')  +  /■  (hv  -  uv)  =  fl. 

Unter  dieser  Fonn  enthalten  sie  nur  noch  eine  einzige  Constante  (/),  und 
diese  ist  dieselbe  in  allen  Gleichungen.  Dieses  ist  von  Vorne  herein 
ersichtlich.  Denn  einmal  ilndert  sich  dieser  Werth  nicht,  wenn  vAx  von 
einer  der  beiden  Gleichungen  in  derselben  Zeile  zu  der  andern  über- 
gehen. Es  folgt  dies  aus  der  doppelten  Bestimnning  der  geraden  Linie  ver- 
mittelst Punct-  und  Plan-Coordinaten,  wonach  z.  B. 

xy — x'y  V — v' 


z  —  z  tu  —  l  tl 

Aber  auch  beim  Uebergange  von  einer  der  drei  unter  einander  stehenden 
Gleichungen  des  Complexes  zu  einer  anderen  bleibt  der  Werth  der  Constanten 
k  unverändert.     Die  Ausdi-ücke: 

xy  —  x'y         x'z  —  xi'         yz'  —  y'z  " 
z  —  z'    '        y  —  y      '       x  —  x 
z.  B.  haljen,  wenn  sie   auf  eine  l)eliel«ge  Linie  des  Complexes  bezogen  wer- 
den, eine  absolute  geometrische  Bedeutung,  vemiittelt  durch  das  jedesmalige 
Coordinaten-System ,    aber    unabhängig    von    demselben.      Beim    Uebergange 


oc> 


8     — 

von  dem  einen  Coordinaten-Systeme  zum  andern  gehen  die  vorstehenden 
drei  Ausdrücke  durch  die  entsprechende  Coordinaten-Vertauschung  in  ein- 
ander über;  al^er  ilu-e  geometrische  Bedeutung,  was  dieselbe  immer  sein 
mag,  ändert  sich  nicht  und  folglich  ändert  sich  auch  /■  nicht. 

Wir  wollen  die  Grösse  k,  welche  die  Länge  einer  Linie  darstellt,  den 
Parameter  des  Complexes  neimen.  Der  Complex  ist,  wenn  wir  von  seiner 
Lage  im  Raimie  absehen,  diu'cli  seinen  Parameter  volllvommen  bestimmt. 

36.  Die  allgemeine  Gleichung  eines  Linien-Complexes  des  ersten  Grades 
enthält  in  jeder  der  lieiden  Coordiuaten-Bestimmungen  fünf  von  einander 
imabhängige  Constanten.  Die  Gleichimgen  (33)  und  (34)  haben  niu-  noch 
eine  einzige  Constante  behalten.  Die  Anzahl  der  Coustanten  hat  sich 
also  um  vier  reducirt.  Aber  da  wir  zur  Bestimmung  eines  neuen  Coordi- 
naten-Systems  über  sechs  Constanten  verfügen  können,  so  ist  das  den  letz- 
ten Gleichungen  zu  Grimde  liegende  Coordinaten-System  nur  unvollkommen 
l^estimmt.  Wir  können  noch  über  zwei  Constanten  der  Lage  verfügen, 
ohne  dass  diese  Gleichungen  irgendwie  sich  ändern.  Wir  werden  dies  in 
der  folgenden  Nummer  l^estätigt  finden. 

37.  Die  erste  der  drei  Gleichungen  (33) 

(•'y--<'/)  +  ^(---')  =  0, 
die  wir  willkürlich  auswählen,  ändert  sich  nicht,  wenn  der  Anfangspunct 
der  Coordinaten  auf  OZ,  der  Axe  des  Complexes,  beliebig  fortrückt.  Die- 
selbe Gleichung  bleibt  auch  dann  uugeändert,  wenn  sich  das  Coordinaten- 
System  beliebig  um  OZ  dreht.  Denn  einerseits  bleibt  dann  r  und  z'  unver- 
ändert und  andererseits  behält  auch  .ry'  —  x'i/  seinen  Werth.  Dieser  Aus- 
druck stellt  nämlich  die  Projection  auf  A'J'  der  doppelten  Fläche  desjenigen 
Dreiecks  dar,  welches  den  Anfangspunct  der  Coordhiaten  und  die  beiden 
Puncto  {x,  ij ,  z)  und  (.(■',  y ,  z),  durch  welche  die  Linien  des  Complexes  be- 
stimmt werden,  zu  seinen  drei  Winkelpuncten  hat,  und  diese  Projection 
ändert  sich  nicht,  wenn  der  Complex  um  seine  Axe  OZ  gedi-eht  wird.  So- 
mit bleiben  die  Gleichungen  (33),  und  folglich  auch  die  Gleichungen  (34) 
uugeändert  dieselben,  wie  auch  der  Anfangspunct  auf  der  Axe  des  Com- 
plexes fortrücken  und  das  Coordinaten-System  sich  um  diese  Axe  drehen 
mag.     Oder,  mit.  andern  Worten: 

Ein  Linien-Complex  ersten  Grades  bleibt  unverändert,  so- 
wohl wenn  derselbe  parallel  mit  seiner  Axe  verschoben,  als 
auch  wenn  er  um  dieselbe  sedreht  wird. 
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Alle  Linien  de«  C'oinplexes  in  der  nrsprilnfilichen  La^^e  kommen  naeli 
der  Vei-s(liitlnui:_'   uiul    Krt'hun^  mit   anderen  Linien  desselben  zur  Deekunj^. 

:iX.  Wir  küuncn  dunli  Aenderun<i  iles  Coordinaten-Systenis  die  alljre- 
meinen  ('omiilex-<!Ifi(liun<,'fn  (2),  (4)  schrittweise  in  die  seehs  (ileiehnn;;en 
(3;i),  (34)  nnit'onni-n.  Du  die  einzige  Constante,  welulie  in  diesen  (Jlei- 
ehungen  vorkommt,  denselben  Wertli  (/)  hat,  so  handelt  es  sieh  hei  diesen 
ümf'onnnn<ren  mir  um  die  Bestimmung  von  /•.  inid  es  ist  genflgi-iid.  in 
einem  einzigen  Falle  die  Transformation  dunhzuiühreii.  Wrmi  wir  statt 
der  fileiehungen  (2),   (4)  der  Kili-ze  wegen  die  Uleiehuugen : 

.//  -f  ffs  +  C  —  />o-  +  Ä'o  +  F}j  =  U,  (7) 

/^  -^   ^y  +  f—  ■i'i  +  ^-T  +  C'r.i  =  0  (8) 

zu  Gnmde  legen,  nehmen  die  Gleichimgen  (33)  und  (34)  die  folgende  Fonii  an: 

(>  +  /-.v  =  0,  (3.-.)  n+l=0,  (3fi) 

-a  +  Ar  =  0,  —■'C+''  =0. 

"Wir  beschränken  ims  darauf,   aus  der  Gleichung  (7)  die  ei*ste  der  (rleicluiii- 

geu  (35)  abzuleiten. 

Wenn  wir  das   ursprüngliche  Coordinaten-System,  auf  welches  die  (ilei- 

chimg  (7)  bezogen  ist,  parallel  mit  sich  selbst  verschieben,   und  die  Coordi- 

naten  des  neuen   Anfangspmictes  .t-»,  y",  z"  sind,   so  geht  unter  Anwendung 

der  Vei-wandlimgsfonneln  (37)  der   12.  Nummer  diese  Gleichung  über  in  die 

folgende : 

(./  +  Fl/"  —  Ez")  >■'  +  {B  —  F.v'>  +  /):")  s  +  (C  +  Ex"  —  Di/") 

—  Da  +  Eo  +  /•'»/  =  0.  (;i7) 

Wenn  insbesondere: 

^     _     j/|     _     2" 

D  ~  1:  ~  f' 
s(j  wird  durch  die  Verschiebung  des  Coordinaten-Systems  die  Form  der 
xu'sprünglichen  Gleichung  nicht  geändert.  Der  Complex  bleibt  also  derselbe, 
wenn  er  verschoben  wird  parallel  mit  der  Richtung  derjenigen  geraden 
Linie,  welche  durch  die  letzte  Gleichung  dargestellt  wii'd,  wenn  wir  in  ihr 
.r",  y",  r"  als  veränderlich  betrachteii  —  d.  h.  parallel  mit  der  Durchmesser- 
Richtimg  (vergl.  (15)). 

Wii"  erhalten   für  die   Cosinus  der  Winkel,   welche   diese  Durchmesser- 
Richtung  mit  den  di-ei  Coordinaten-Axen  OX,  OV,  OZ  bildet: 
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D  E_ ^ 

Wir  wollen  das  ursprüngliche  Coordinaten- System  um  OZ  durch  einen 
Winkel  «  in  dem  Nr.  13,  festgestellten  Simie  drehen.  Dann  verwandelt  sich 
die  allgemeine  Gleichung  (7)  tnach  den  Verwandluugsformeln  (40)  der  13.  Num- 
mer in  die  folgende: 

{Ä  cos  a  -^  B  sin  cc)  r   +  (—  A  sin  c.  +  B  cos  <x)  s   -\-  C 

—  {D  cos  «  +  ^sin  «)  ö'  +  {—D  sin  «  +  ^ cos  a)  q  +  Fif  =  0.      (38) 

Wir  wollen  «  so  bestimmen,  dass: 

—  Z>  sin  «  +  ^  cos  «  =  0,  •  (39) 

wonach 

cos^'«  =  ^^^.  (40) 

Dann  können  wir,  unter  Fortlassung  der  Accente,  die  Gleichung  des  Com- 
plexes  in  folgender  Weise  schreiben: 

A'r  +  B's  +  C  —  D's  +  /",^  =  0,  (41) 

eine  Gleichung,  die,  weil  q  fehlt,  den  bezüglichen  Complex  als  einen  solchen 
charakterisirt,  dessen  Dm-chmesser  der  Ebene  XZ  parallel  sind.  Während 
C  und  F'  die  früheren  Werthe  C  und  F  l^ehalten,  kommt: 

,J'=(.J/)       ArBE)^, 

B'  =  {-AE-^  BE)  -"|-,  (42) 

r,i  ,    r^  ,  T^  COS    ß 

D  =  (/>-'         +     A'-'j  -^, 

und  hieraus: 

ÄD'  =  AD  +  BE, 

/>'.  =     D^^^E-K  ^^^^ 

Nach  vollbrachter  erster  Drehung  des  Coordinatensystems  wollen  wii- 
dasselbe  um  OY  durch  einen  Winkel  y  drehen,  der,  wie  in  der  13.  Nr.  von 
OZ  nach  0 X  gerechnet  werden  mag.  Dann  geben  die  Verwandlungsformeln 
(43)  der  1.'5.  Nummer  für  die  Gleichung  des  Complexes: 

{Ä  cos  Y—.C  sin  y)  r  +  B' s  +  {Ä  sin  y  +  C  cos  j') 

—  {D'  cos  ;'  —  /''sin  ;')  ö  +  (—  Z>'sinj'  +  F'cosy)y'  =  0.  (44) 
Damit  die  neue  Axe  OZ  mit  dem  durch  den  Anfangspunct  laufenden  Durch- 
messer des  Complexes  zusammenfalle,  muss  aus  der  Gleichung  (44)  a'  aias- 
fallen.     Dem  entsprechend  setzen  wir: 
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D'  cos  ;'  —  /•"  >iii  ;•  =  <».  (4.-,) 

Wiuiaih 

^■fs^?'  =  ü-i^fi '  (ii;) 

Dann  können  wir.  ikr  Kürze  wegen,  die  Conii»le.\-(ileielinng  (44)    folgemler- 
niassen  silneil>en: 

.]",•  4-  /r.v  +  r"  +  /•%/  =  0.  (47) 

Waluvnd   Ä"  den   Iraheren  \\'ei-tli   /?'  lieliillt,   kommt: 

./"  =  ,/•/■•• -r-//,^^/-, 


und  hieraus: 


F 


r         AD'  +  C/" 


^"  ^"  +  ^'^  (49) 

—     1,1  j^  E^ -\- P- 
Vei'schiel)en  wir  endlich  die  Coordiuateu - Axeu   iiarallel   mit   sich  selbst, 
wie  in  der  12.  Nummer,  so  winl  die  Gleichung  (47): 

{Ä-  +  F'>f)  >■'  +  (B"  -  F'x')  s  +  r  +  /"',/  =  0,  (50) 

mid  rediicirt  sicli.   wenn   wii- 


A"  „         B 

r  =  — 

nehmen,  auf 


r=--p-'  ■^■'  =  -r  (51) 


n  +  f<  =  0,  (52) 

indem  wir  der  Kürze  wegen: 

/.  ^    AD  +  BE+CF 

'•  ^     2)2  _|_  ^2  _(_  pi  yoö) 

setzen.  Dann  ist  der  Complex  auf  seine  Axe  als  Coordiuateu -Axe  OZ  be- 
zogen, während  die  ))eideu  anderen,  auf  einander  und  iiuf  (>Z  senkrechteu 
Coordiuateu -Axeu  OX  und  OV  nach  übrigens  lielieljiger  liichtung  in  einem 
beliebigeu  Puucte  von  OZ  sich  sehueideu. 

39.    Wir  erhalten  unmittelbar  die  Deutuug  der  Gleichuugsform : 
7;  +  Ä-  =  0 .  [xy  -  .v'ij)  +  /■  (--  -  z)  =  0. 

Denken  wir  uns  eine  Kraft  von  belielüger  Intensität,  welche  nach  der  Eich- 
tung  irgend  einer  Linie  des  Complexes  wirkt,   so  können  wir  den  Ausdruck 

Plückor,  Geomelrie.  G 


—     42  — 

{xi/  —  x !/)  als  das  doijpelte  Moment  dieser  Kraft  in  Beziehung  auf  die  Axe 
des  Coniplexes  und  (c  —  z')  als  die  Proportion  der  Kraft  auf  diese  Axe  be- 
trachten.    Also : 

Wenn  nach  den  Linien  eines  linearen  Coniplexes  beliebige 
Kräfte  wirken,  so  ist  das  Verhältniss  der  Projeetion  dieser 
Kräfte  auf  die  Axe  des  Coniplexes  zu  dem  Momente  dieser  Kraft 
in  Beziehung  auf  dieselbe  Axe  constant  und  dem  Parameter  des 
Coniplexes  gleich*). 

Wenn  wir  insbesondere  für  die  beiden  Puncte  {x,  y ,  z)  und  {x ,  y ,  z), 
durch  welche  die  Linien  des  Complexes  bestimmt  werden,  die  beiden  Puncte 
A  und  B  nehmen,  in  welchen  die  Coordinaten- Ebenen  von  ihr  geschnitten 
werden,  so  verschwinden  die  Werthe  von  x  und  y .     Dann  kommt: 

xy  =  K(z-z),  (54) 


Figur  2. 

also  mit  Beziehung  auf  die  Figur  (Fig.  2, 


Figur  3. 


o):**) 


OHOJ 


EG 


(55) 


was  eine  mmiittelbare  Folge   aus  dem  vorstehenden  Satze  ist,   wie  es   auch 


*)  Dieser  Satz  wird,  bei  der  späteren  Ausführung  des  mechanischen  Theils,  in  seinem  natürlichen 
Zusammenhange  mit  anderen  auftreten. 

**)  Es  bietet  für  unsere  Zwecke  diejenige  Projectionsweise  einen  besonderen  Vortheil,  in  welcher 
die  auf  einander  senkrechten  drei  Coordinaten -Axen  OZ,  OV,  OX  in  dei'selben  Ebene  so  dargestellt 
werden,  dass  etwa  OZ  und  OX  ihre  natürliche  Lage  behalten,  die  positive  Erstreckung  von  Ol'  aber 
mit  der  negativen  Erstreckung  von  OX  zusammenfällt. 


4:5 


—  »;  =(tj 


uninittt'Unir  aus  der  ('nustantenl>i.'stiinimui;4  iler  jjeradt'ii  Liiiif  luljft  ( viTj,'leiilK* 
ilir   ll.Nummt'n.     Wir  crluilti'U  f'iTr  ji-ilf  lieliel)!},'«'  I.iiiic  iles  Cuiniilfxes: 

j.^,-    ()  II  r>AA\v^  \ /i  }  i>  II  \'n\jLnll  K' =  —OK'  =  k.     (..7) 

Es  ist  liierl»t'i  J  l\  sL-nkivcht  auf  '/ /•'  iukI  II  I\'  ^L-iikitrlit  aul'  Eh  <,a'Z(»j.'<'n. 
In  tlem  Falle  der  ei-steii  Figur  ist  k  positiv,  in  dem  Falle  der  zweiten  Figur 
/•  negativ. 

Wir  haben  nacli  der  el>en  angezogenen  Nummer  ( 1 1 . ).  wi-im  wir  uii>  der 
Axen-L'oordinaten  einer  geraden  Linie  statt  ihrer  Strahlen -Coordinaten  be- 
dienen, uml  denmaoh  die  Gleiclmngen: 


1 


C.J   = 

zu  (i runde  legen: 
_  J^  _        OFOJ 
o 
1  ODOH 


0, 


[y  —  r)  +  k\hi'  —  I'  II)  =  0 


^^  ^     =  OF  tang  A  (tZ  =  —  OF-  taug  0  FK '  =  -  O  /r '  =  /.-,  ( ,5«) 


Ol-: 


=  —Oh-  taug  n  OZ  --  n  I).  tang  0  D  K  =  OK  =  I;.      (5!)) 


Es  ist  hierbei  /Vi"  senkrecht  auf  OA  mid  DK  senkrecht  auf  OB  gezogen. 

Auch    die    folgende  Constructio«    verdient    noch    angeführt    zn    werden 
(Figiu-  4,   ')). 


>:j 


sM 


/     lo 


r.-    X 


^--^i 


Figur  4.  Figur  5. 

Wir  können  durch  JJEm\(\.F(j,  die  Projectioueu  einer  gegebenen  geraden 
Linie  des  Complexes.  in  einziger  Weise  ein  Sj'stem  zweier  unter  sieh  paral- 
leler Ebenen  legen:  E D F'  nud  Gf/F,  welche  auf  den  Coordinaten -Axen 
«>Z.  or.  oX  bezüglich  in  den  Puncten  /:'  und  G.  D  und  />'.  /•"  lunl  /'  ein- 
scluieideu.     Dann  erhalten  wir: 


Et;  =  " 


/>/>'  = -f. 


FF 


1 

s 


ß.: 
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und  lüevaus: 

DD'-F'F 

Um  diesen  Ausdrucli  zu  construiren,  legeu  wir  durch  tr'  eine  mit  AT  paral- 
lele Ebene,  welche  DE  in  A  und  F' E  in  M  sehneidet.     Dann  ist: 

DU.F'F         AG.  GM         .,  ,-         ,  ,,-.., 

Y(r---T(^  =  '-''-'''  ^*^i> 

wenn  K  in  dem  Dreiecke  AM E  derjenige  Punct  ist,-  in  welchem  die  von 
den  drei  Winkelpuncten  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten  gefällten  Perpen- 
dikel sich  schneiden.  In  der  ersten  der  beiden  Figuren  ist  k  positiv,  in  der 
zweiten  negativ. 

40.  Weil,  wenn  die  Axe  des  Complexes  gegeben  ist  und  als  eine  der 
drei  Coordinaten-Axen  genommen  wird,  die  Gleichung  desselben  nur  eine 
einzige  Constante  enthält,  so  ist  auch,  wenn  zugleich  mit  der  Axe  eine  ein- 
zige gerade  Linie  des  Complexes  gegeben  ist,  dieser  Complex  vollkommen 
bestimmt.  So  wie  in  den  letzten  Entwickeluugen  die  Constante  k  bestimmt 
worden  ist,  sobald  eine  Linie  des  Complexes  gegeben  war,  so  können  auch 
imigekehrt,  wenn  k  gegeben  ist,  alle  Linien  des  Complexes  constniirt  werden.' 
Wir  können  die  Linie,  welche  wir  bestimmen  wollen,  von  vorneherein  dreien 
linearen  Bedingimgen  unterwerfen,  imd  begegnen  so  einer  Reihe  von  Auf- 
gaben, die  ich  hier  nicht  weiter,  berühre. 

41.  Nehmen  wir  wieder: 

{XU  -xy)^  k{z-z)  =  0  (33) 

für  die  Gleichung  des  Complexes;  so  ist,  wenn  wir  x,  >j,  z  als  veränderlich 
betrachten, 

ij'  •  X  ~  X  .  y  +  /• .  r  —  /.•  •  c'  =  0  (62) 

die  Gleichung  der  Ebene ,  welche  ii'gend  einem  Puncte  (x,  y ,  z)  entspricht. 
Nennen  wir  den  Winkel,  welchen  diese  Eigene  mit  der  Axe  des  Comi^lexes 
bildet,  X,  so  ist: 

^'>'=    y.^^J^K^'  (63) 

folglich : 

^'/"  +  -^-'=t4^A-  (Ö4) 

Die  Deutung  der  vorstehenden  Gleichungen   gibt  die  folgenden  geome- 
trischen Beziehungen. 

Wenn  irgend  ein  Punct /^gegeben  ist,  so  geht  ■<lie  demselben 


zufjeorilnotr  El)t'n('  iliiitli  ilii'jt'iiifre  fieradi-  liiiiic,  wi-lrln-  iliiit  li 
iIl'U  I'uiU't  senk  icilit  /iir  Ax«-  tli's  Com  plexos  «^»'/.(jj^cii  wriili-ii 
kiiiin.  Die  ziigeurdnetfii  KI)eiUMi  aller  I'uncte,  welche  f^leiclieii 
Altstaml  vdii  der  Axe  iles  Coniplexes  li:il>rn.  Iiildeii  mit  dieser 
Axe  jileiciic  Winkel.  Wilhreiul  der  l'iiiict,  iiiii  die  Axe  sich  dre- 
hend, einen  Kreis  beschreibt,  umhilllt  die  /n-reorilnete  J']bene 
einen  liotationsketjel,  vvelcluT  Wi'iijcn  iLC<'ii  l'und  zum  .Mittcl- 
pnncte  hat,  in  welchem  die  Ebene  des  Kreises  die  Axe  sclimidct. 
Wenn  die  I'nncte  des  Kreises,  parallel  mit  "der  Axe  fortrilcki-nd , 
Dnrclimesser  beschreiben,  so  verschiebt  sicli  der  K'e^'el  ]iarallcl 
mit  sich  selbst,  so  dass  sein  ilittelpnnct  immer  aul'  iler  Axe 
bleibt.  Solche  Dnrchmesser,.  welche  fjleichen  Abstand  von  dfr 
Axe  des  Complexes  haben,  bilden  mit  ihren  zugeordneten  Ebenen 
gleiche  Winkel. 

iL'.  Wenn  wir  die  von  einem  gegebenen  Puncte  /'  senkrecht  ikh  li  de)- 
Axe  gezogene  gerade  Linie  als  Axe  OA' nehmen,  versclnxinden  die  Coordinaten- 
Werthe  :'  und  //.     Dann  wird  die  Gleichung  der  zugeordneten  Rlienc: 

x'//  =  hz.  ((;.")) 

Für  die  Puncte  derjenigen  geraden  Linie,  in  weldier  diese  die  Ebene  i' Z 
schneidet,  ist: 

—  =  tangA  =  — '  (Uli) 

für  die  Linie,  welche  senkrecht  darauf  steht,  und  ilurch  den  Antangspunct  geht: 

■'  =  —   ,-   oder   -   = ,•  (r,7) 

Wenn  /•  gegeben  ist,  können  wir  hiernach  sogleich  die  einem  belieljigen 
Puncte  P  zugeordnete  Ebene  l)estimmen,  und  umgekehrt,  wenn  irgend  ein 
Punct  und  seine  zugeordnete  Ebeiae  gegeben  sind,  den  Parameter  des  Coni- 
plexes, /•. 

Es  sei  in  der  oben  gewählten  Projeetiohsweise  in  dem  auf '■>A' angenom- 
menen Pimcte  P  ein  Pei'pendilvel  PK  auf  diese  Axe  emchtet,  und  gleich  /• 
genommen.  Dann  ist  diejenige  Linie  OZ,  welche  senkrecht  auf '>/i'  dunli  <> 
gezogen  ist,  die  Durchschnittslinie  der  dem  Puncte  P  entsprechenden  Ebene 
mit  der  Coordiuateu-Ebeue  VZ.  Damit  ist  die  Ebene  sell)st  gefunden.  Ebenso 
ergibt  sich,  wenn  die  Ebene  Z f> .1' und /■  gegeben  sind,  umnittell)ar  der  dieser 
Ebene  zugeordnete  Punct  P. 
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Wenn  der  Punct  /•*  sich  von  der  Axe  entfernt,  nimmt  tang  1  im  Ver- 
hältnisse der  Entfernung  ab. 

Das  Vorstehende  erleichtert  die  Anschauung  eines  Complexes.  Alle  Linien, 
welche  diuxh  den  beliebigen  Punct  P  gehen  und  die  Linie  OL  schneiden, 
gehören  dem  Complexe  an ,  und  thun  es  dann  noch ,  wenn  der  Punct  P  und 
die  Linie  OL  parallel  mit  der  Axe  verschoben  werden,  auch  dann  noch, 
wenn  der  Pmict  mit  OL  um  die  Axe  sich  dreht.  Dem  Kreise,  welchen  der 
Punct  bei  dieser  Umdrehung  beschreibt,  entspricht  ein  Umdrehungs  -  Kegel, 
dessen  Axe  durch  den  Mittelpunct  des  Kreises  geht  und  auf  der  Ebene  des- 
selben senkrecht  steht:  so,  dass  jede  Linie  des  Complexes,  welche  durch 
einen  Punct  des  Kreises  geht,  diesen  Kegel  berührt.  Bei  der  Umkehrung 
dieses  Satzes  ist  zu  l^erücksichtigen,  dass  in  Gemässheit  der  Gleichungen  (63) 
(64)  derselbe  Kegel  demsellien  Kreise  in  zwei  verschiedenen  Complexeu  ent- 
spricht, deren  Parameter  gleiche  absolute  Werthe,  aber  entgegengesetztes  Vor- 
zeichen haben.  Von  den  beiden  Tangentialebenen,  welche  von  einem  Pmicte 
des  Kreises  aus  au  den  Kegel  sich  legen  lassen,  ist,  wenn  das  Zeichen  des 
Parameters  k  gegeben  ist,  nur  diejenige  zu  nehmen,  deren  Durchschnitts- 
linie  mit  der  i'Z- Ebene  mit  der  Axe   des  Complexes   einen  Winkel   Inldet, 

dessen  trigonometrische  Tangente  (66)   gleich  -| — -y  ist.    Dass  der  dem  Kreise 

entsprechende  Kegel,  wenn  der  Kreis  parallel  mit  sich  selbst  nach  der  Axe 
OZ  fortrückend  einen  Rotationscylinder  lieschreibt,  in  gleicher  Weise  parallel 
mit  sich  selbst  fortrückt,  wurde  schon  in  der  vorigen  Nummer  gesagt. 

43.  Die  Linien  des  Eaumes  ordnen  sieh  mit  Bezug  auf  einen  gegebenen 
Complex  paarweise  zusammen,  so  dass  jede  Linie  ihre  zugeordnete  hat  und 
die  Beziehung  irgend  zweier  zugeordneter  Linien  zu  einander  eine  gegen- 
seitige ist,  welche  durch  den  Complex  in  linearer  Weise  vermittelt  wird. 
Wir  wollen  bei  den  Erörterungen  hierüber  wiederum  die  einfachste  Gleichung 
des  Complexes: 

{xy-xy)-\-k{z-z)  =  0, 
wobei  die  Axe  des  Complexes  als  Axe  OZ  genommen  ist,   zu  Grunde  legen. 

Es  seien  (x ,  y ,  z)  und  (.i",  //",  z")  irgend  zwei  Puncte  im  Räume ,  die 
gerade  Linie,  welche  sie  verbindet,  eine  von  zwei  conjugirten  Polaren.  Die 
Gleichungen  dieser  geraden  Linie  sind: 

Z  —Z  )  X  =  {x  —x)z  —  {x  z    —xz ),  . 

(-  —  -  jy  =  (y  — // )  -  —  (/y  -  —y- )' 
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uiul  ilnv  fünf  Stmhlen-Oxjnliiiiiten,  die  wir  .lunli  /•.,,  .v„,  p„.  *;„,  »/■>  "»ter- 
«cheitlen  wolk-n : 

X  —X  _  y  —y 

/•„  =  -Y^—:-^  *■"  —  j^3"j"' 

xz"-x"z'  ijz"-y"z'  ,.,,, 

o„  =  —      ;,._,"'  ""  =  "~      z'-V'~' 

.c'y"  — .r"y' 
V"  =       ^•_,-     ■ 

Die  zweiten  der  l)ei<len  /,u<,'eordneten  Polaren  können  wir  als  den  Duroh- 
sclmitt  derjenij^en  beiden  Ebenen  construiren,  welche  »len  beiden  Pnncteu 
{.r.f/'.z')  nnd  (.»".//",;").  ilie  auf  der  ei-sten  liegen,  entsprechen  und  die  die 
folgenden  sind: 

i/'.i  —  .vy  -\-  kz  —  /;z    =  (I,  ^-,,^ 

y".i—.v"y  4-  kz  —  kz"  =  d. 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen   ergibt   sich  na(  li  successiver  Elimination  vnii 
//  und  .)■: 

U'!/"  - .r'!/').r  +  /" [-  {x  - x")  z  +  {.r  z"  -  x"z)\  =  0,  , -  ^  ^ 

{.r>j"  —  .v";/')ij  +  k[—itj—y")z  +  (ij  z"  — .y"-')]  =  0. 

und   hiernach    für    die  vier   ersten   der   fünf  Coordinaten   der   zweiten  Linie, 
die  wir  zur  Unterscheidung  mit  /•",  s»,  q*>,  ö'>,  rj",  bezeichnen  wollen: 
.       x  —  x"  ^  ,        !/'  — !/" 

xy   —X  y  xy   —X  y 

Aus    der    Zusammenstellung    der    vorstehenden    vier    Gleichungen    mit    den 

Gleichungen  (69)   ergibt  sich   eine  Reihe  von  Relationen  zwischen  den  fünf 

Coordinaten  der  beiden  conjugirten  Polaren: 

_  &^ 

„() ' 

(73) 
Zii  =  II  ^  =  k^ 

V  s"  '  6  6"' 

ferner: 

'JL  —  ':!  iüL  —  iü 

(74) 


Po 

P" 

öo 

6» 

'•<) 

r"' 

•S, 

s*" 

'■„ 

r" 

Po 

p" 

•s 

s"' 

öo 

6"' 

'"» 

/•" 

*0 

s" 

n» 

k  ' 

1?.. 

k  ' 

Po 

P" 

<?,, 

6" 

»Jo 

k' 

'^o 

k  ■ 

r  berücksichtigen. 

dass 

7/0    = 

rO0O- 

-s'>qo. 
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folgt: 

rinif  =  /'-'■  (75) 

Wir  können  die  .sänimtlicheu  Relationen  in  die  folgenden  Gleichungen  zu- 
sammenfassen : 

!J'  =  3'  =  '^1  =  *'"  =  ''"  =  ^-  (in 

,.u  ;,.«  p»  ö»  /,■  ^^"  l'O) 

In  diesen  Gleichungen  ist  zugleich  die  reeiproke  Beziehung  der  beiden  zu- 
geordneten Linien  zu  einander  aiisgesprochen.  Um  von  der  zweiten  der  liei- 
den  conjugirteu  Polaren  zu  der  ersten  zurückzugehen,  erhalten  wir: 

r;'   _  ^  ^  =  ^ 

r/'  k  '  if  k' 

p"  _  p,^  <^_!1  =  ^ 

Wenn  wir  berücksichtigen,  dass  irgend  zwei  auf  einander  senkrechte 
Ebenen,  welche  dmxh  die  Axe  OZ  gehen,  zu  Coordinateu- Ebenen  XZ,  YZ 
genommen  werden  können,  ohne  dass  die  Gleichung  des  Complexes  irgendwie 
sieh  ändert,  so  entnehmen  wir  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (73),  dass 
jede  durch  die  Axe  des  Complexes  gelegte  Ebene  von  je  zwei  zugeordneten 
Linien  so  geschnitten  wird,  dass  die  lieiden  Durchschnittspuncte  auf  einer 
geraden  Linie  liegen,  welche  a,uf  der  Axe  senkrecht  steht. 

Das  Quadrat  des  Abstaudes  desjenigen  Punetes,  in  welchem  die  eine  der 
beiden  zugeordneten  geraden  Linien  die  durch  irgend  einen  Wertli  von  ; 
liestimmte  auf  der  Axe  OZ  senkrechte  Ebene  schneidet,  ist: 

Der  Werth  von  r,  für  welchen  dieser  Abstand  ein  Mininnun  Avird.  ist: 

Wenn  wir,  wodurch  die  Gleichung  des  Complexes  nicht  geändert  wird,  die 
Eltene  XV  durch  den  kürzesten  Abstand  legen,  so  erhalten  wir  die  Be- 
diugungsgleichung : 

Soo-f,  +  ;-op:i  =  0,  (79) 

und  der  kürzeste  Abstand  selbst  wird: 

(Th-  +  9o-. 
Die  Bedingungsgleichimg  (7i))    liringt    für    die  andere  conjugirte   Polare    die 
entsprechende : 

mit  sich. 


4!» 

l)ii'  krtr/esten  Alistilntlf  irgend  zwi-iiM-  zugcordiu'ter  ruliinii 
voll  <Ut  Axi'  ili's  CompIi'Xfs  licgi-n  in  «UtscI  licn  anf  dicscT  Axi- 
senkreeliten  Kl)i'ni',  und  fall«'ii  in  >lif<i-r  El»t'nt.'  in  dcrsellu'n  •.'«'- 
rudt'n  Linie  zusuninien. 

l>tr  letzte  Tlu'il  dieses  Satzes  folgt  nnniittelliar  aus  dein  vorlicrgelienden 
Satze.  l)er  directe  Beweis  liegt  darin,  dass,  wenn  wir  die  Axe ''/?"  mit  dem 
kilr/esten  Abstände  der  einen  zugeordneten  Linie  zusammen  fallen  lassen.  ff„ 
vei-si.hwindet ,  was  mit  sieh  l)ringt,  dass  auch  n"  versflnvindet  (74).  In  F(»lge 
der  (ileichung  (7!»)  verschwindet  alsdann  r„  mid  also,  nach  (74).  auch  r.  Da 
die  Gleichung  (80)  hiernach  hefHedigt  wird,  ist  der  Beweis  geführt. 

Die  kürzesten  Abstände  sen)st  sind  y„  und  q' .     Es  ist: 

>/.,    =    —  ScQn   =    —    =    —    — .  (j^l) 

44.  Es  gibt  unendlich  viele  C'omi)lexe,  welche  eine  gegebene  gerade 
Linie  zm-  Axe  hal)en.  Jeder  dei'selben  ist  durch  eine  seiner  Linien  vollkom- 
men bestimmt.  Jede  von  zwei  conjugii-ten  Linien  bestiiiirat  also  einen  Com- 
plex.  der  die  Axe  des  gegebenen  auch  zu  der  seiuigen  liat,  auf  welchem  sie 
selbst  liegt.  Der  Parameter  des  gegebenen  Complexes  ist  mittlere  Proportionale 
zwischen  den  beiden  Parametern  der  beiden  neuen  C'omplexe.  Alle  Linien 
eines  desselben  ha)>en  solche  Linien  zu  conjugirten,  die  auf  dem  anderen 
liegen.  Wir  können  die  beiden  Complexe  zwei  Polar-Complexe  in  Bezug 
auf  den  gegebenen  nennen. 

Das  Vorstehende  liefert  in  der  von  uns  gebrauchten  Darstelluugsweise 
eine  Beihe  einfacher  Constmctionen.     Wenn  der  Complex 

^4-^  =  0 
gegeben  ist,  können  wir  für  jede  gegebene  gerade  Linie  die  zugeordnete 
constnxiren ,  und,  wenn  die  Axe  des  Complexes  und  ein  S^ystem  von  zwei 
conjugirten  Polaren  gegeben  ist,  welches  die  Bedingungen  erfüllt,  die  es  nach 
der  vorigen  Nummer  bei  gegebener  Comi^lex-Axe  zu  liefriedigeu  hat,  den 
Complex  vollständig  bestimmen. 

Es  seien  /)„E  und  KJi  die  Projectionen  einer  gegeljenen  geraden  Linie 
auf  rZ  und  A'Z  (Fig.  (i).  Dann  wissen  wir,  wenn  OZ  die  Axe  des  Comjjlexes 
ist,  dass  die  entsprechenden  Projectionen  der  conjugirten  geraden  Linie  eben- 
falls durch  E  und  0  gehen,  und  es  bleibt,  zur  Bestimmung  dieser  geraden 
Linie,  nm-  nocli  ülirig.  die  beiden  Puncte  />"  und  F"  zu  suchen,  in  welchen 
ihre  beiden  Projectionen  0/' und  OA' schneiden.    Wir  wollen  noch  in  analoger 

riücker,  Gennielrie.  i 
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Weise,  wie  friiher,  die 
Puncte,  in  welchen  die 
.gegebene  gerade  Linie  die 
Coordinaten  -  Ebenen  Y  Z 
nnd  XZ  trifft,  durch  -lo 
und  Bq  und  deren  Projectio- 
nen  auf  OY ,  bezüglich  OX 
durch  /,,  und  H,y  bezeich- 
nen. Es  sei  endlich  der 
Complex  -  Parameter  k  = 
OK  =  —  Oh". 

Man  fälle  in  der  Figur 
von  K'  ein  Peri3endü?:el  auf 

HnE,    von  K  auf  JoG.      Das    erste   Perj^endikel    schneidet   OY  in  />»,    das 

zweite  OX  in  /''". 

Man  ziehe   durch  K  imd  K'   zwei   gerade   Linien  nach  J„   und  Jf»    und 

fälle  auf  diese  l^eiden  Linien  l^ezüglich  von  G  luid  E  zwei  Perpendikel.    Diese 

beiden  Perpendikel  schneiden  OX  und  OY  in  F"  xmd  D°. 

Die  beiden  vorstehenden   Constructionen    knüpfen    sich    immittelbar   an 

die  Gleiclumgen  (74). 

Es  ist  einerseits  in  Gemässheit  der  Constniction  [§  \.  (34)]: 


Pifjur  6. 


k^ 


=  —  OK  ■  taug  A„OJ„^OK  tang  0 KF'  =  OF",     (82) 


a" 


k""" 


tang  J,i  0  Z 
n,        i^B;öZ-~''^'"-^-''''SßoO//o=  OK'taugOK'/Jo^OBo.    (83) 
luid  andererseits  [§  1.  (33)]: 


tang  F'>GO  = 


tung  D^FO 


n»       OH, 


OG' 

OD" 
OE' 


(84) 
(85) 


Aus  den  vorstehenden  Constructionen  können  wir  andere  sogleich  ab- 
leiten, welche  statt  der  Projectionen  der  zu  bestimmenden  geraden  Linie 
unmittelbar  die  Pimcte  geben,  in  welchen  sie  die  Coordinaten-Ebenen  schneidet. 

Ebenso  erhalten  wir,  weim  die  beiden  zugeordneten  Polaren  gegeben 
sind,  unmittelbar  den  Complex-Parameter  k  =  OK  ^=  — OK'.*  Es  sind  K  und 
K'  die  Kreuzungspuncte  der  Perpendikel,    welche  in  den  Dreiecken  J^GF'^ 


.■)! 

und  U»E !)•'  von  tleii  Wiiikelpuiuton  aiil  'lic  geyenftlH-r  lu'^'ciKk'ii  Seiten  ge- 
tilllt   wiTtk'U  kniuicn. 

hie  l'iirameter  iler  lieiilen  l'uiuniMii)ilc.\e,  ilie  wir  diuvli  /.„  uml  /" 
untei-scheiilen  wollen,  erfjjt'l)eu  sich  unmittelliar  nach  der  fnllieren  Nummer. 
Mau  falle  dunh  A,  und  //■  l'erpt'ndikel  auf  0//„  uu(W>//",  wekli<'''Z  in  l\  . 
und   A"  .selmeidcu.     Dann  ist  (Nr.  .'!li): 

/■„  =  0A'„,  k'  =  Oh',  (.S(J) 

■woImm  : 

oA„  •  Olv  =  (ih-.  (S7) 

4.").  Wenn  der  Parametei*  des  Couiplexes  /■  ver.scliwindet,  so  parti- 
ciüarisirt  sich  der  Cuniplex.     Die  Gleichung  desselben: 

■'•/-•'•'//  =  <>  (88) 

zeigt,  da.S3  alle  Linien  des  L'omplexes  seine  Axe  schneiden.  Die  allgemeine 
geometrische  Definition  eines  l'omplexes  ersten  Grades,  dass  dm'ch  jeden  Punct 
des  luiumes  unendlich  viele  Linien  desselben  gehen,  die  alle  in  denselben 
Ebene  liegen,  und  dass,  entsprechend,  jede  deu  Eaum  durchziehende  Ebene 
unendlich  viele  Linien  desselben  enthält,  welche  in  demselben  Puucte  sich 
schneiden,  behillt,  auch  nach  der  Particularisation,  ilire  Geltung.  Nur  schnei- 
den .sich  die  Ebenen,  welche  beliel)igen  Puncten  zugeordnet  sind,  alle  in 
der  Axe  des  Comi)lexes,  so  ^vie  die  Puncte,  welche  beliebigen  Ebenen  zu- 
geordnet sind,  alle  auf  dieser  Axe  liegen.  Alle  Durchmesser  des  Cornplexes 
fallen  in  seiner  Axe  ziLsammen.  Jeder  beliebigen  geraden  Linie  ist  die  Axe 
zugeordnet. 

Wenn  wir  den  Complex  diu'ch  die  allgemeine  Gleichung: 
Ar  +  Bs-\-C—  D0+E0+  Fri  =  0 
darstellen,    so  erhalten   wir,    um  auszudrücken,    dass  er    in  der  fraglichen 
Weise  sich  pai-ticularisirt  (vergl.  auch  Nr.  34),  die  Gleichung: 

AD  +  ßE+CF==0%  (89) 


*)  Wir  sehen  hier  vou  dem  Falle  ab,  tlass  B,  E  und  /'  gleichzeitig  verschwinden  und  soinit: 

_  AD  +  BE+  CF 
'  —      D^+  £?+  F^ 
unendlich  gioss  wii-d.     Der  Grund  dazu  ist  der  folgende.    Ein  Complex  mit  unendlich  gosseui  Para- 
meter, für  dessen  Gleichung  wir  die  folgende  nehmen  wollen: 

(xy  —x'y)-^- k(z  —  z')  =  0, 
enthält  nur  diejenigen  Linien,  welche  der  Ebene  XY  parallel  sind  oder  die  unendlich  weit  liegen. 
Die  vorstehende  Gleichung  wird  nämlich  nur  befriedigt,  wenn  man  entweder  hat: 

z-='  =  0, 
oder 

7* 
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Zur  Bestimmung  derjenigen  Linien  des  Comjilexes,  welche  durch  irgend  einen 
gegebenen  Punct  (.v,  y,  z)  gehen,  können  wir  zwischen  der  allgemeinen 
G-leichung  des  Complexes  und  den  Gleichungen: 

.1-  =  /•-  +  ?. 

y   =    .y2  -f  G, 

rij  —  sx  =  tj, 
welche  ausdrücken ,  dass  der  gegebene  Punct  auf  der  geraden  Linie  (r,  s.  q,  o,  t]) 
liegt,  Q,  G  und  >;  eliminiren.     In  der  resultirenden  Gleichimg: 

{A  +  Fy  —  Ez)r  +  (B  —  F.v  +  Dz)s  +  {C  +  Ex  —  Dy)  =  0  (90) 

l)estimmen  /•  imd  s  die  Richtung  der  Eliene,  welche  dem  Pimcte  (.r,  y,  z) 
zugeordnet  ist.     Wenn  die  drei  Gleichungen: 

Ä  +  Fy-Ez  =  0, 

B  —  Fx  +  Dz  =  0,  (91) 

C+  Ex—  Dy  =^  0 
gleichzeitig  befriedigt  werden,  was  die  Bedingiingsgleichung  (89)  voraussetzt, 
so  wird  die  Richtung  der  zugeordneten  Ebene  unbestimmt.  Dann  ist  der 
Punct  {x,  y,  z)  auf  einer  geraden  Linie  angenommen  worden,  deren  drei 
Projeetionen,  wenn  wir  x,  y,  z  als  veränderlich  betrachten,  dm-ch  die  di'ei 
letzten  Gleichungen  dargestellt  werden.  Diese  gerade  Linie  ist  die  Axe  des 
Complexes. 

Ohne  die  beschränkende  Bedingungsgleichmig  (89)  stellen  die  vorstehen- 
den cbei  Gleichmigen  einzeln  genommen  diejenigen  Ebenen  dar,  welche 
Puncten  entsprechen,  die  nach  der  Richtung  der  Coordinaten-Axen  OX,  OF,  OZ 
unendlich  weit  liegen. 

Auf  ähnliche  Weise  stellen  die  drei  Gleichungen: 

I)  +  Cii  —  Bv  =  0, 

E—  et  +  Av  =0,  (92) 

F+  Bf  —  Au  =  0 


XU  —  X  n 

\  _   ,     =oo. 

Für  einen  solchen  Complex  fällt  also  der  Begriff  der  Axe  als  einer  vollständig  bestimmten  geraden 
Linie  fort,  indem  jede  zu  OZ  parallele  Linie  auf  diesen  Namen  mit  gleichem  Rechte  Anspruch  macht. 
Denselben  Complex  können  wir  aber  auch  betrachten  als  einen  Complex  der  besonderen  Art, 
dessen  Parameter  gleich  Null  und  dessen  Axe  in  der  Ebene  XV  unendlich  weit  liegt.  Darin  liegt 
die  Berechtigung,  sobald  die  Bedingung: 

AD-^BE-\-CF=i) 
erfüllt  ist,    allgemein  von  einem  Complexe  besonderer  Art,    dessen   Parameter  gleich  Null  ist,    zu 
sprechen  (vergl.  Crleichung  (91)  des  Textes). 


.V? 

in  «It'ii  rtiordiiKiteu-ElM'nfii  VZ  \  '/. .  \)  y\v  riimtc  «lar,  wt-lihc  diesen 
Klieiien  /uj^'eonlnet  sind.  Diese  drei  <»leii.lnin<,'en  liestelien  jileiilizeitij»,  weini 
die  Ik'dinfiunfzs^'leichnn;^'  (SK)  lietriedijrt  wird.  Dann  liej^'eii  die  <lrei  I'inute 
in  fieruder  Linie  nnd  sind  iliejeni^reii ,  in  welrlien  die  drei  t 'i(i)i-dinateii-I\lienen 
von  der  Axe  des  Cuinplexes  geseluiitteii   werden. 

Die  IJedin^'unffs^leiclmnf;  (Hij)  besteht  nnj^eilnderl ,  ui-nn  wir  den  Cuniitle.x 
als  einen  Axen-Coniplex  betrachten  und  dem  entsjH-eciiend  dinrli  die  (Ueichnn^r: 

Dl,  4-  Ay  -(-/'_  ./x  +  //.T  +  6'oj  =  (I 
daiNtellen.    Aber  es  ist  /n   lienierken,  dass  diese  (ileiehunji  in  ileni  Itesonderen 
Falle,  den  wir  betrachten,  dann  illusorisch  wird,    wenn  wir,    wie  wir  es  in 
dem  Falle  von  Strahlen -('«lordinaten    «jtethan    hallen,   die  Axe  des  Complexes 
zu  einer  der  drei  Cotirdinaten-Axen  nehmen. 

Wir  können  die  liedin^mn<,'sgleichung  (89)  dadurch  befriedigen,  dass  wir 
von  den  Coastanten  der  allgemeinen  Complex-Gleichung  drei  gleich  Null  setzen, 
und  erhalten  vier  wesentlich  vei*schiedene  Frdle.  wenn  wir  iiarh  einander  filr 
die  verschwindenden  Constanten: 

D,  E,  F,  .1.  B,  C,  C,  I),  /■:.  .1.   />'.   /•'. 

walilen.  Diesen  vier  Fidlen  entsprechen  die  folgenden  Gleichungen  in  Strahlen- 
imd  Axen-Coordinaten: 

—  .ly.  +  ßjt  +  Cco  =  ü,  /  (^') 

_/>^+  A>  +  />  =  (),  I 
Dp+Eq  +    /'=(»,) 

Cm  +  Dp  +  Eq  =  0,  i  ^ 

Li  dem  Falle  der  Gleichungen  (03)  liegt  die  Axe  des  Complexes,  auf  dei- 
alle  Linien  sich  schneiden,  miemllich  vpeit;  sie  ist,  wie  alle  Linien  des  Com- 
plexes, der  dm-ch  die  Gleichung: 

.1.1  +  B{/  +  Cz  =  0  (97) 

dargestellten  Ebene  parallel  [vergl.  die  Note  zu  ('S9)]. 

Li  dem  Falle  der  Gleichmigen  (94)  steht  die  Axe  des  Complexes  im 
Anfangspuncte  auf  der  durch  die  Gleichung: 

D.V  +  Ey  +  Fz=  ()  (98) 

dargestellten  Ebene  senki-echt. 
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In  dem  Falle  der  Gleichuugeu  (95)  ist  die  Axe  des  Complexes  der  Coor- 
dinaten-Axe  0  Z  parallel  und  schneidet  die  Ebene  XV  in  einem  Puncte,  der 
in  dieser  Ebene  durch  die  Gleichimg: 

Bt  —  Au^  Fv  =  Q  (99) 

dargestellt  wird. 

In  dem  Falle  der  Gleichungen  (96)  endlich  liegt  die  fragliche  Axe  in  der 
Ebene  XY  und  wii'd  in  dieser  Eigene  dm-ch  die  Gleichung: 

C+Ex  —  Di/  =  0  (100) 

dargestellt. 

46.  Wir  haben  im  Vorstehenden,  indem  wir  die  Axe  eines  Complexes 
zu  einer  der  drei  Coordiuaten-Axen  OZ,  OF,  OX  genommen,  die  Gleichung 
desselljen  auf  die  folgenden  einfachen  Formen  ziu-ückgeführt : 

7j  +  A-  =  0,  Q  -\-  A-s  =^  0,  6  —  Ar  =  0, 

in  welchen  k  den  Parameter  des  Complexes  bedeutet.  Der  Anfangspunct  kann 
hierbei  auf  der  Axe  des  Complexes  eine  beliebige  Lage  ha1>en  und  die  Ijeiden 
üljrigen  Coordinaten-Axen,  imter  der  Bedingung,  dass  sie  auf  einander  und 
auf  der  Axe  des  Complexes  senla-echt  bleilien,  l^eliebig  angenommen  werden. 
Wir  woUen  nunmehr  statt  der  Axe  einen  beliebigen  der  ihr  parallelen  Durch- 
messer des  Comjilexes  zur  Axe  OZ  nehmen.  Unbeschadet  der  Allgemeinheit 
können  wh'  die  Eigene  FZ  durch  den  Diu'chmesser  und  die  Axe  legen.  Den 
Abstand  des  Durchmessers  von  der  Axe  wollen  wir  diu'ch  >/>  bezeichnen. 
Dann  wird,  indem  wir  (Nr.  14) 

?;  mit  t]  +  //"  •  ;• 
vertauschen,  dersellje  Complex,  welcher  früher  dm-ch  die  Gleichmig: 

,;  4-  A-  =  0 
dargestellt  wurde,  numnehr  diu'ch  die  Gleichimg: 

n  +  ifr  +  k  =  0  (101) 

dargestellt.  Wenn  wir  hiernach,  während  die  Axen  ^> Z  und  0 JT  unverändert 
bleiben,  die  Axe  OX  in  der  Ebene  XZ  so  di-ehen,  dass  sie,  nach  der 
Drehung,  mit  OZ  einen  Winkel  d  l)ildet,  so  geben  die  Verwandlungsformeln 
(42)  der  13.  Nummer,  indem  wir  in  denselben  y  =  d,  /  =  0  schreiljen,  für 

r     imd     y] 
die  folgenden  Ausdrücke: 

r  sin  6  7]  sin  d 

r  cos  d  "4-  I  '  r  cos  d  +  1 

Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung  des  Complexes  ein,  so  kommt: 


.). ) 

»^  sind -f  y"'' •'*>»'*  4- /'■('■«•<»>"'  -f  1)        <'.  (Hi_>| 

Es  bedeutet  ö    tue  Neigiuig  der  Khem-  .\  !'   itv^ivu   die  Axe  OZ.   .\\>n  ^re^ieii 

die  IhinliniesseiTithtun^  des  Coinplexes.  Bestimmen  wir  dii'  Neiffinifi  dunli 
die  (ileicliiuifr: 

1/"  sin  A  +  /-cos  f)  =  (».  (in;;) 
so  vereinl'iicht  sich  die  Gleielmn}^  des  Complexes  in  die  folgende: 

'        sin  o 
oder 

»/  +  /•■'  =  ".  (l"-">) 

indem   wir 

sin  o  ' 

setzen.  Wir  haben  die  C'onstante  A-  den  Parameter  des  Coraijlexes  genannt, 
wir  können  sie  aucli  den  Parameter  der  Axe  des  Complexes  nennen  inid  in 
diesem  Sinne  überhaupt  von  dem  Pai-ameter  eines  beliebigen  Durchmessers 
sprechen  und  /.'  insbesondere  als  den  Parameter  des  als  Axe  (fZ  genommenen 
Durclunessers  bezeichnen.  Unter  nllcn  Dm-chmosscrn  eines  Coinjili'xcs  hat 
die  Axe  den  kleinsten  Parameter. 

Indem  wir  den  Complex  durch  die  vorstehende  (Jleichuug  darstellen, 
beziehen  wir  ihn  auf  einen  beliebigen  seiner  Durchmesser  als  Axe  OZ  und 
nehmen  eine  beliebige  zugeordnete  Ebene  dieses  Durchmessers  zm-  Eliene  A'V. 
Die  beiden  Axen  OÄ'  und  OT  in  dieser  Ebene  sind  auf  einander  senkrecht 
geblieben,  \\m\  OV  ist  die  Projection  des  Durchmessers  auf  die  ihm  zu- 
geordnete Ebene. 

Um  also  von  dem  belieljigen  Durchmesser  zur  Axe  zurückzugehen, 
brauchen  wir  blos  diesen  Durclmiesser  nach  derjenigen  Linie  innerhalb  der 
conjugii-ten  Ebene ,  die  auf  dem  Diu'chmesser  senkrecht  steht ,  zu  verschieben, 
und  zwar  um  ein  Stück: 

—  i/>  =  k'  cos  6. 

Die  Gleichung  des  Complexes,  die  wir  auch  unter  der  Form: 

(xi/-xy)-^U(z-z)  =  0  (107) 

schreiben  können,  bleibt  unverändert  dieselbe,  wenn  wir  innerhalb  der  Ebene 
XY  die  rechtwinkligen  Coordinaten-Axen  beliebig  ch-ehen.  Drehen  wir  sie 
aber  von  einander  una1)hängig  so,  dass  sie  nach  der  Drehung  einen  Winkel  f 
mit  einander  machpn,  so  haben  wir: 


—     56 

(•'■/  —  •'■>)  i^i"t^  '; 

mit 

{.ry  —  ,vy)  sin  6  und  »;  sin  e 
zu  vertauschen.    Die  Form  der  Complexgleichung  bleilit  also  auch  dann  noch 
dieselbe: 

n  +  '>"  =  0>  (1<^8) 

wobei  wir: 

J^  =    .     ^' .    ^  =  k"  (109) 

siu  £         sm  £  siu  0 

setzen.  Das  ist  die  Gleichimg  des  Complexes,  wenn  wir  einen  l^elieliigen 
Durclunesser,  der  mit  seiner  zugeordneten  Ebene  einen  Winkel  d  liildet,  als 
Axe  0  Z  nehmen  und  in  der  zugeordneten  Eigene  zwei  lieliebige  Axen  OX 
und  0  V  wählen ,  die  den  Winl^el  6  einschliessen. 

Wir  erhalten  die  entsprechenden  Grleichungsformen : 

g+    ■    l'.       =  0.  G—   .    f".       =  0,  (110) 

^         sm  0  sin  £  ■  sm  0  sm  £  '  ^        ' 

wenn  wir  statt  OZ  nach  einander  OX  und  OY  mit  der  Axe  des  Complexes 

zusammenfallen  lassen. 

47.  Wir  halben  l)isher  in  der  Diseussion  der  Complexe  noch  unerörtert 
gelassen,  Avelchen  Einfluss  das  Zeichen  des  Parameters  auf  die  Natur  der- 
sell:)en  hat.  Dem  doppelten  Zeichen  dieses  Werthes  entsprechend  erhalten 
wü'  zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  von  Complexen  ersten 
Grades. 

Wenn  wü*  irgend  eine  gerade  Linie,  die  wh*  unter  den  Lhaien  eines 
Comjjlexes  auswälilen ,  parallel  mit  der  Axe  des  Complexes  beliebig  verschieben 
und  um  diese  Axe  beliebig  drehen,  so  fällt  sie  in  allen  ilu'en  neuen  Lagen 
mit  andern  Linien  des  Complexes  zusammen.  Sie  berülu't  hierbei  fortwährend 
einen  Rotationscylinder ,  dessen  Axe  die  Axe  des  Complexes  ist,  und  dessen 
Kreisschnitte  die  kürzeste  Entfernung  der  geraden  Linie  von  der  Axe  des 
Complexes  zum  Radius  haben.  Die  den  Cylinder  berührende  gerade  Linie 
kann  sich  in  Ueliereinstimmung  mit  dem  Gesagten  um  den  Cylinder  so  h^- 
wegen,  dass  sie  eine  Curve  umliüllt.  Diese  Curve  ist  dann  eine  auf 
dem  Cylinder  liegende  Schraubenlinie.  Wenn  wir  die  Schraubenlinie 
lim  die  Höhe  eines  Schraubenganges  aiaf  dem  Cylinder  verschieben,  gelten 
die  Tangenten  der  Schraulienlinie  in  den  verschiedenen  Lagen  dieser  letzteren 
sämmtliche  Complexlinien ,  welche  den  Cylinder  l^erühren. 
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Es  sei 

»/  -f-  /        (/•<;  —  SQ)  +  /•  =  () 
die  ( Jlficliiiiiu'  <1»'>  Cumpit'xcs. 

//-'  +  •»■■  =  fi'  (111) 

die  Gli'iclmn«^  eines  Uotation.scylimler.s,  der  die  Axe  des  (.'uniplexes  zu  der 
seinifjeii.  und  dessen  iireisfßnnige  Hitsis  /{  zum  Radius  iiat.  Dann  ist  eine 
gerade  Linie,  deren  drei  Coordinaten: 

/•  =  (>,  ,,  =  /{,  ,r  =  0  (112) 

sind,  eine  Tangente  des  Cylinders.  Um  auszudrücken,  dass  sie  dem  Com] »lex 
angehört,  erhalten  wir: 

ns  =  A.  (li;j) 

Die  gemde  Linie  liegt  in  einer  der  Coordinateu-Eljeiir  }  Z  parallelen  Ebene. 
Wenn  ihre  Projeetiun  auf  J  Z  mit  oZ  r'mm  Winkel  /  bildet,  der  eine  posi- 
tive trigontnuetrische  Tangente  hat,  so  ist  sie  die  Tangente  einer  dem  Cy- 
linder  aufgeschriebenen,  rechtsgewuudenen  Sehraulienlinie.  Dann  ist.  in 
Folge  der  letzten  Gleichung: 

Jts  =  Riaug).  =  /.,  (114) 

der  Parameter  des  Complexes,  /-,  positiv.  Wenn  umgekehrt  tang  ;. 
negativ  ist,  ist  die  gerade  Linie  Taugente  einer  demselben  Cyliuder  auf- 
geschriebeuen  links  gewundenen  Schraubenlinie,  imd  dann  ist  der  Para- 
meter des  Complexes,  /•,  negativ.  Aus  der  letzten  CTleichung  folgt 
aber,  wenn  wir  in  ihr  für  Ji  beliebige  positive  Werthe  setzen,  dass  alle 
Linien  eines  Complexes  Tangenten  rechtsgewundener  Schrauljenlinien  sind, 
wenn  eine  Linie  desselben  eine  rechtsgewundeue  Schraubenlinie  l)erührt.  so 
wie,  dass  alle  Linien  eines  Complexes  Tangenten  linksgeAUindener  Sclu-aul:)en- 
linien  sind,  wenn  eine  Linie  desselben  eine  linksgewundene  Schraubenlinie 
berührt.  Wii-  haben  also  zwei  wesentlich  verschiedene  Alten  der  Complexe 
ersten  Grades,  die  wii*  als  rechtsgewundene  und  linksgewundene 
Complexe  unterscheiden  wollen. 

Wir  können  eihien  Complex  ersten  Grades  auffassen  als  die 
Gesammtheit  der  Tangenten  von  Schraubenlinien,  welche  Ro- 
tatiouscvlindern  aufgeschrieben  sind,  deren  Axeu  mit  der  Axe 
des  Complexes  zusammenfallen  und  deren  Kreisschnitte  Radien 
haben,  welche  von  0  bis  oo  wachsen.  Für  denselben  Complex 
sind  alle  Schraubenlinien  gleich  gewiindeu. 

Die  Höhe  der  Schrauljengänge,  /i,  ist  für  jeden  Cylinder  durch  die  Gleichung: 

Plücker,  Geomelrie.  3 
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h  =  ^  (115) 

bestimmt.  Eliminiren  wir  X  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  vorhei-gehen- 
den,  so  kommt: 

h-k  =  2jrÄä,  (IIG) 

das  heisst:  für  jeden  Cylinder  ist  das  Product  der  Höhe  des 
Schraubenganges  in  den  Parameter  des  Compleses  der  doppel- 
ten Fläche  seiner  Kreisschnitte  gleich. 

48.    Wenn  wir  einen  Complex  durch  die  allgemeine  Gleichung: 

Ar  +  B n  ^  C  —  D G  -^  E Q  -]-  F  ==  0 

darstellen,  so  haben  wir  für  den  Parameter  desselben: 

,  _  AD  -\-  BE-\-  CF 
1^  —       jyl  j^  gl  _|_  pl 

Der  Complex  ist  also  ein  rechtsgewundener,  wenn: 

AD  -\-  BE  +  CF>  0,  (117) 

er  ist  ein  links  gewunden  er,  wenn: 

AD  -^  BE  -{-  CF  <Q.  (118) 

Dem  Uebergangsfalle 

AD  +  BE  +  CF  =  0  (119) 

entspricht,  dass  die  Axe  des  Complexes  von  allen  Linien  desselben 
geschnitten  wird  (vergl.  Nr.  45.). 

In  zwei  conjugirten  Complexeu  sind  die  Werthe  der  Constanten  k  gleich, 
al^er  von  entgegengesetztem  Zeichen.  Die  Schraubenlinien  beider  Complexe 
sind  entgegengesetzt  gewunden.  Wir  können  von  zwei  conjugirten  Complexeu, 
um  der  Anschauung  zu  Hülfe  zu  kommen,  jeden  als  das  Spiegelbild  des 
anderen  betrachten ,  woljei  wir  uns  die  Ebene  des  Spiegels  senkrecht  auf  der 
gemeinsamen  Axe  der  Complexe  denken. 

In  jedem  Puncte  des  Raumes  schneiden  sich  zwei  den  beiden  conjugirten 
Complexeu  angehörige,  demselben  Cylinder  aufgeschriebene,  entgegengesetzt 
gewundene  Schraubenlinien.  Die  Tangenten  der  beiden  Schraubenlinien  in 
diesem  Puncte  sind  dm-ch  denselben  gehende  Linien  der  beiden  Complexe. 
Der  Winkel,  den  sie  mit  einander  bilden,  ist  2(*  —  X).     Es  ist  aber: 

tang(3r— A)  =  y,  (120) 

mithin  die  Tangente  des  Winkels,  unter  welchem  die  Linien  der  beiden 
Complexe  sich  schneiden: 
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taii',' L'I.T  — A)  =  -^^-^  ,lj|, 

Dieser  DiUThschnittswinki'l    iiiiiiiiit    mit   «ifin  Alistiintlc   ili-s  l'uncti-s    vun  «li-r 
Axi'  «k'.s  C'oiiiploxi's  zu.     Er  geht,   wtiiii 

/  =  H. 
durch  einen  rechten  Winkel  hin<lurch,   uml  winl.   unni  II  tlann  It-rntT  nnili 
wächst,  immer  j^-usser,  für  //  =  oc  der  (IriUize  .t  sirh  iinniilierml. 

L)urch  jeden  gej,'el)enen  Punct  geht  nur  eine  ein/.i>ie  Si  ln-aulicnlinii-  eines 
C'omplexes.  Die  Tangente  dieser  Schraubenlinie  in  dein  gege))enen  Pimcte 
ist  eine  Linie  des  C'omplexes  niwl  liegt  demnach  in  der  clii-seni  Puucte  ent- 
sj^rechenden  Eigene.  Durch  eine  zweite,  durch  den  gegelienen  Punct  gehende, 
dem  Complex  angehörige  gerade  Linie  ist  diese  Ebene  vollkonnnen  bestinnnt. 
Eine  solche  finden  wir  in  der  consecutiven  Tangente  dersellien  Sclmiuben- 
linie.  Die  Ebene,  welche  die  beiden  Tangenten  enthält,  ist  die  Osculations- 
Ebene  der  Schraid)enlinie  in  dem  gegebeneu  Puncte. 

l»if  Osculations-Ebene  einer  Complex-Schraubenlinie  in 
einem  ihrer  Puncte  ist  die  diesem  Puncte  entsprechende  Ebene. 

Die  Bestätigung  dieses  Satzes  finden  wir  darin,  dass  beide  Ebenen 
einerseits  diu'ch  die  Taugente  der  Schraubenlinie  in  dem  gegebenen  Puncte, 
andererseits  dm-ch  dasjenige  Peii^eudikel ,  welches  von  diesem  Puucte  aus- 
auf  die  Axe  gefilllt  werden  kann,  gehen. 

Wenn  ein  Punct  auf  einer  von  zwei  zugeordneten  Polaren  fortrückt, 
so  entsi^richt  demsellien  in  jeder  Lage  eine  Sehraul^enlinie  und  eine  Oscula- 
tions-Ebene derselben,  die  fortwährend  durch  die  andere  Polare  geht.  Ist 
die  gerade  Linie  die  Seite  eines  Cyliuders,  dem  Schraubenlinien  des  C'om- 
plexes aufgesehi-ieben  sind,  mit  andern  Worten,  ein  Durchmesser  des  C'om- 
plexes, so  werden  die  entsj)rechenden  Osculations-Ebenen  unter  sich  parallel 
und  sind  dem  Durehmesser  zugeordnete  Ebenen,  in  welchen  die  dem  Durch- 
messer zugeordnete  Polare  unendlich  weit  liegt.*). 

49.  Ich  schliesse  diese  Untersuchungen  über  C'oniplexe  ersten  Grades 
mit  einigen  allgemeinen  Bemerkungen. 

So  wae  wir  aus  geraden  Linien  Polygone  bilden  können,  deren  Winkol- 


*)  Wir  haben  die  C'onstauteu  in  der  allgemeinen  Gleichung  eines  Coniplexes  und  demnach 
auch  k  immer  reell  genommen.  Wenn  wir  aber  mehrere  C'oniplexe  zusammeus-tellen,  verlangt  die 
Allgemeinheit  der  T'iiti'r^nrlinn'j;.  dass  wir  auch  Complexe  mit  imaginären  Constanten  Viorück- 
sichtigeu. 
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pimcte  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen,  und  köiperliche  Ecken,  deren  Ebe- 
nen durch  einen  gegebenen  Punct  gehen,  so  können  wir  auch  aus  Linien 
eines  Complexes  ersten  Grades  gleichzeitig  räiuiiliche  Polygone  rnid  Polyeder 
bilden,  welche  sich  entsprechen.  Die  Seiten  des  räimilichen  Polygons  sind 
Kanten  des  Polyeders.  In  den  Winkelpuncten  des  Polygons  sclmeiden  sich 
zwei  auf  einander  folgende  Seiten  desselben,  die  Ebene,  welche  diu'ch  zwei 
solche  Seiten  geht,  ist  die  in  dem  Complexe  dem  Winkelpunete  entspre- 
chende Ebene  und  eine  Fläche  des  Polyeders.  Die  gegenseitigen  Beziehungen 
zwischen  Polygon  und  Polyeder  sind  die  bereits  in  der  Note  ziu-  29.  Nummer 
besprochenen. 

Wir  wollen  ein  räumliches  Polygon,  dessen  Seiten  Linien  des  Complexes 
sind,  ein  Complex-Polygon,  das  entsprechende  Polyeder  ein  Complex- 
Polyeder  nennen. 

Um  ein  Complex-Polygon  zu  beschreiben,  nehmen  wir  eine  Linie  des 
Complexes  und  auf  ihr  einen  ersten  Winkelpunct  des  Polygons  an.  Wie  in 
der  Eliene  durch  einen  Punct  imendlich  viele  Linien  der  Ebene  gehen,  so 
gehen  auch  im  Complexe  durch  einen  Punct  unendlich  viele  Linien  des 
Comj)lexes.  Auf  einer  durch  den  ersten  Winkelpunct  des  Polygons  gehenden 
Complex-Linie  nelmaen  wir  den  zweiten  Winkelpunct,  auf  einer  dm-ch  diesen 
gehendenden  ComjDlexlinie  den  ch'itten  an  und  so  fort.  Um  das  Polygon  zu 
schliessen,  legen  wir  durch  den  zuletzt  Ijestimmten  Punct  die  diesem  Puncte 
in  dem  Complexe  entsprechende  Ebene.  Dieselbe  schneidet  die  erste  Complex- 
Linie  in  einem  Puncte.  Die  Linie,  welche  beide  Puncte  verbindet,  ist  eine 
Linie  des  Complexes  und  scliliesst  das  Polygon.  Ein  Complex-Polyeder  kön- 
nen wir  aus  dem  entsprechenden  Complex-Polygon  ableiten,  oder  auch,  in 
analoger  Weise  wie  dieses,  direct  construiren.  Zu  diesem  Ende  betrach- 
ten wir  eine  gegebene  Complex-Linie  als  Kante  des  Polyeders  und  legen 
durch  diese  Kante  die  erste  Fläche  desselben,  durch  eine  beliebige  Comjjlex- 
Linie  in  dieser  Eigene  legen  wir  die  zweite  Fläche,  durch  eine  belieinge 
Complex-Linie  in  der  letzteren  die  dritte,  und  so  fort.  In  der  zuletzt 
bestimmten  Polyederfläche  bestimmen  wir  den ,  im  Complexe ,  derselben  ent- 
sprechenden Punct.  Diejenige  Ebene,  welche  durch  diesen  Punct  und  die 
erste  Complex-Lmie  geht,  scMiesst  das  Polyeder. 

Die  Seiten  eines  Complex-Polygons  sind  gleich  orientirt  —  das  heisst, 
sie  sind  Taugenten  gleichgewimdener  Scln-aubenlinien  und  das  hat  eine 
characteristische  Aufeinanderfolge  der  Eckpuncte   desselben   zur  Folge.     Die 
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Fliltlieii  eines  C'oniplex-rulyeilei-s,  ilunli  zwei  orientirte  Kiinteii  ilessell)eii 
fieheiiil,  siiul  i»  <,'leiiliein  Sinne  «iedrelit.  Polyjione  und  l'nlyeder  können 
wir,  je  niK-hdeni  sie  redit.s-  oder  Iinks<.'ewundenen  Coniplexen  an^/ehören, 
für  sieh  selbst  iils  rechts-  oder  Hnks<j;ewuudene  be/.eiihnen.  i>as  S|iii';,'i'lliild 
—  wir  bedienen  luis  der  l'nlheren  Anschiiuungswei.se  und  nehmen  wiederum 
die  spiegehide  FhUhe  aut  iler  Complex-Axe  senkrecht  —  eines  Comph'X- 
Polygons  oder  Complex-Polyedei"s  gehört  dem  eonjugirten  ('omph-Xf  an  uiiil 
ist  entgegengesetzt  gewunden. 

ö(\  Durch  eine  in  der  Kliene  cnntinuirlicli  sich  Itewogende  gerade  Tiinie 
wird  eine  ebene  Cnrve  umhilllt,  durch  eine  gerade  Linie,  welche  um  einen 
ihrer  l'uucte  sich  dreht,  eine  Kegelflilclie  Itesdu'ielien.  Durch  eine  conti- 
nuirlicli  sich  bewegende  gerade  Linie,  die  in  allen  ihren  Lagen  einem  gege- 
benen Complexe  angehcirt .  wird  eine  räuniliclic  CuiTe  umhüllt,  wilhrend  von 
dersellten  gleidizeitig  eine  AbwickelnngsHiWlie  beschrieben  wird.  Jene 
bezeichnen  wir  als  eine  Curve,  diese  als  eine  Abwicklungsflilche  des 
Complexes  ersten  Grades. 

Wir  können  jeder  gegebenen  Flüche  unendlich  viele  Cui-ven  in  einem 
gegebenen  Complexe  aufschreiben.  Durch  jeden  gegebenen  i'unct  iler 
gegebenen  Flüche  geht  eine  solche  Complex-CuiTe.  Die  Tangente  der  Complex- 
Cui-ve  in  diesem  Puncte  ist  diejenige  gerade  Linie,  in  welcher  die  in  dem 
Complexe  dem  gegelieuen  Puncte  entsprechende  Ebene  und  die  Tangential- 
Ebeue  der  Fläche  in  diesem  Puncte  sich   schneiden.*) 

Es  gibt,  um  in  einem  Worte  Alles  zusammenzufassen,  wie  es  eine 
Geometrie  der  Ebene  gibt,  auch  eine  Geometrie  der  Complexe 
ersten  Grades, 


*)  Um  die  allgemeinen  Eetraehtungeu  des  Textes  dnrdi  ein  einfaches  Beispiel  zu  veranschau- 
lichen, wollen  wir  als  01>erfliUhe  eine  Kugel  nehmen,  deren  Mittelpunct  in  die  Axe  des  Complexes 
fallt,  und  deren  Radius  R  ein  beliebiger  ist.  Die  dieser  Kugel  aufgeschriebenen  C'omplex-Curven 
bilden  ein  System  von  Loxodromcn.  welche  die  Meridiane  der  Kugel  unter  einem  Winkel  l  schnei- 
den, der  durch  tlie  Gleichung: 


tang  ^  =  -f^ 


gegeben  ist. 
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Die  Congruenzen  zweier  linearer  Complexe. 

51.  Die  zusammenfallenden  Linien  zweier  Linien-Complexe  des  ersten 
Grades  bUden  eine  Linien-Congruenz.  Wir  kömien  die  Linien  einer 
Congruenz  als  Strahlen  und  als  Axen  betrachten  und,  dem  entsprechend,  die 
Cougruenz  in  zwiefacher  Weise  darstellen,  einmal  durch  das  Sj^stem  zweier 
Gleichungen  in  Strahlen -Coordinaten: 

a  =  Ar^BsArC  —  DG  +  Eq  +  Ftj   =  0,   ] 
ß'  =  Ä'r  +  B's  +  C  —  Da  +  E' q  +  F' ri  ^^  0,   j  ^^^ 

das  andere  Mal  durch  das  System  zweier  Gleichungen  in  Axen-Coordinaten : 
i>  =  Dp  +  Eq  +  F  —  Ak  +  Bn  -{-  Cn  =  0,    \ 
(l>'  =  B'p  +  E'q  +  F'  —  A'k  -{-  B' n  -^  C u  =  0.    /  ^'^^ 

52.  In  jedem  der  beiden  Comi^lexe,  dm-ch  welche  die  Congruenz  be- 
stünmt  wird,  gehen  durch  einen  gegebenen  Punct  unendlich  viele  Linien, 
die  in  der  dem  Puncte  entsprechenden  Ebene  liegen.  Die  Dm-chschnittslinie 
der  beiden  dem  gegebenen  Puncte  entsprechenden  Ebenen  ist  die  einzige 
Linie,  welche  durch  diesen  Punct  geht  und  l^eiden  Complexen  zugleich,  also 
der  Congi-uenz  angehört.  Dm-ch  jeden  Punct  des  Kaumes  geht  eine  ein- 
zige gerade  Linie,  von  der  wir  sagen,  dass  sie,  in  der  Congruenz,  dem 
Puncte  entspreche. 

In  jedem  der  lieideu  Complexe  liegen  innerhalb  einer  gegebenen  Ebene 
unendlich  viele  Linien,  die  in  dem  der  Ebene  entsprechenden  Puncte  sich 
schneiden.  Diejenige  gerade  Linie,  welche  in  der  gegebenen  Ebene  die  bei- 
den entsprechenden  Puncte  verliindet,  ist  die  einzige,  welche  in  dieser  Eljene 
liegt  und  Ijeiden  Complexen  zugleich,  also  der  CongTueuz  angehört.  In  jeder 
den  Kaiun  durchziehenden  Ebene  liegt  eine  einzige  gerade  Linie,  von 
der  wir  sagen,  dass  sie,  in  der  Congruenz,  der  Ebene  entspreche. 

Die  l)eiden  vorstehenden  Relationen,  von  welchen  eine  die  nothweudige 
Folge  der  anderen  ist,  können  wir  als  die  geometrische  Definition 
einer  Cougruenz  linearer  Complexe  ansehen. 

53.  Bei  der  Bestimmung  einer  Congruenz  können  wir  die  beiden  ge- 
gebenen Comj^lexe: 

i2  =  0,  p:  =  0, 

durch  irgend    zwei   andere    ersetzen,    welche,    bei    beliebiger    Annahme   des 
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nnitestimmteu  Coet'ficü'iitt'ii  ii .  iliinli  ilif  ful^emlt'  GltMcluinjj; 

ii  -■  II  n'      <•  (.i) 

tlaigt'stt'Ut  wenit'ii,  iiuil  »Ifti-leii  ilal)t'i  auch  '/»  uinl  '/»'  an  tlic  .Sti-llc  vun  il 
tmil /i' si'tztni.  Wir  sacri^n,  dass  all<^  ('<>m])li'Xt',  wcklif  <lnnl)  die  vorstchcnilf 
«tlt'ithung  ilargfstellt  werden,  und  vt)n  wcklieu  Je  zwei  die  l'onjfnienz  Im-- 
stirainen.  eine  zweifjliedri<;e  Gruppe  linearer  Coniplexe  Itilden. 

.■|4.    ^^'ir  erhalten  iiacli  der  ^1.  Nummer  für  ilir  durch  den  Anlan^isiiunet 
der  Coordinaten  gehenden  llauptsehnitte  der  Complexe  (3)  die  Ctleichung: 

Da  +  Et/  +  Fz  +  ui/J'.v  +  E'i/  +  /"--)  =  U,  (4) 

und  diese  Gleichung  wiid  für  beliebige  AVerthe  von  ii  i)efriedigt,  wenn 
gleichzeitig: 

/J.v  +  /i'//  +  /':    ==  I», 

//.»■  +  /^.i  +/"--  =  0.  ^^) 

Da  der  Anfaugspimct  der  Coordinaten  von  vornherein  \villlvürlich  angenommen 
ist,  so  ist  hiermit  ausgesprochen,  dass  in  allen  Coni])]exen  einer  zweigliedrigen 
Gnippe,  welchen  die  Congiiienz  angehört,  die  diuxh  irgend  einen  gegebenen 
Punct  gehenden  Hauptschnitte  in  derselljen  geraden  Linie  sich  schneiden. 
Daraus  ergibt  sich,  weil  die  1  )uriliniesser  eines  C'omplexes  auf  den  Haupt- 
schuitten  dessell)en  seulirecht  stehen,  der  folgende  Satz: 

Die  Durchmesser  aller  Complexe  einer  zweigliedrigen  Gruppe 
sind  derselben  Ebene  parallel. 

55.    Zur  Bestimmimg  der  Richtungen  der  Durclmaesser  erhalten  wir  die 
folgende  Doppelgleichung : 

L  +  iiD'  E  +  tiE'         F  +  ^lF''  ^^^ 

imd,  wenn  wir  die  Richtimgs  -  Constanten  /•  imd  s  einfüliren: 

'   -  F+^F"  '  -  F+aF'  ^'^ 

Eliniinireu  wir  zwischen  diesen  Gleichungen  ii,  so  finden  wir: 

{E'F—  EF')r  —  (D'F~  DF')s  +  {D'E—  DE')  =  0.  (8) 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Richtung  der  Ebene  bestimmt,  welcher  die 
Dmx'hmesser  aller  Complexe  parallel  sind.    Indem  wh-  für  /•  und  s  einsetzen 

—  und  —>  erhalten  wir  die  Gleichung: 

z  : 

{E'F—  EF')x  —  {D'  F—  DF'))j  +  {DE  —  DE')z  =  (i,  (9) 

welche    m.   gewöhnlichen    Punct -Coordinaten    die    durch    den    Anfangspuuet 
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gehende  Eigene  von  der  bestimmten  Richtnng  darstellt,  und  hiernach  zur 
Bestimmung  der  auf  dieser  Ebene  senkrechten  Richtung  die  Doi^pelgieichmig : 

EF—EF'  ^  ~  D'F-DF'  ^  DE-  DE''  ^^'^^ 

Wenn  wir  der  Axe  OZ  diese  Richtung  geben,  so  verschwinden  F  und  F'  und 
in  den  Complex  -  Gleichungen  (1)  wird: 

il  =  Ar  +  Bs  +  C  —  Dg  +  Eq  =  0, 
£i'  =  Ar  +  B's  +  C  —  D'g  +  E'q  =  0. 

Dann  sind  die  Dm-climesser  sämmtlicher  Comi^lexe  der  Gruppe  (3)  der  Ebene 
XY  parallel. 

5G.    Wenn  eine  der  folgenden  ch-ei  Bedingungs- Gleichungen: 
D'E—DE'  =  (),  D'F—DF'  =  (),  E' F  —  E  F' =  Q       (12) 

besteht,  so  liegt  die  gerade  Linie,  in  der  die  din-ch  den  Anfangspunct  gehen- 
den Hauptschnitte  aller  Complexe  der  Gruppe  sich  schneiden,  bezüglich  in 
einer  der  drei  Coordinaten- Ebenen  XF,  XZ,  FZ.  Die  Durchmesser  sämmt- 
licher Complexe  sind  dann  einer  Ebene  parallel,  welche  bezüglich  durch  OZ, 
OF,  OX  geht.  Werden  die  drei  Bedingungsgleichungen  (12)  gleichzeitig  be- 
friedigt, so  löst  sich  der  Widerspruch,  dass  eine  Ebene  gleichzeitig  den  drei 
Coordinaten -Axen  parallel  wird,  dadiux-h,  dass  jede  Bestimmung  über  diese 
Ebene  fortfällt.  Dann  befindet  sich  unter  den  Complexen  der  Gruppe  (3) 
einer,  entsprechend: 

f  —      ])'  —      E  ^      r' 

für  dessen  Gleichung  wir  die  folgende  nehmen  können: 

{ÄD  —  AD')r  +  {BD  —  BD')s  +  {CD  —  CD')  =  0.  (13) 

Alle  Linien  dieses  Complexes  sind  der  durch  die  Gleichung: 

{ÄD  —  AD').v  +  (B'D  —  BD')y  +  {CD  —  CD):  =  0  (14) 

dargestellten  Ebene  paraUel.  Die  CongTuenz  ist  in  diesem  Falle  dadurch 
particulariskt ,  dass  ihre  Linien,  weil  sie  sämmtlich  auch  diesem  Complexe 
angehören,  der  eben  bestimmten  Ebene  parallel  sind.  Dabei  werden 
die  Axen  sämmtlicher  Complexe  der  zweigliedi-igen  Gruppe  einander  parallel, 
wie  aus  der  Doppelgleichung  (10)  zu  ersehen  ist.  Wir  wollen  solch  eine 
Congruenz  als  eine  parabolische  bezeichnen.  Von  den  folgenden  Betrach- 
tungen schliessen  wir  sie  aus  imd  unterwerfen  sie  später  (Nr.  75)  einer  be- 
sonderen Discussion. 


Dieser  Fall  tritt  iii.sl)er«)iuU'i\'  auch  dann  i-in.  wenn  /•' nml  /■"  veivchwin- 
flen,  nml  rtlierdies: 

//  /:  -  in:  =-  ().  n.')) 

T)?.  Wenn  wir  dm  Antanjispiuitt  der  (.'(X)rdinuten  in  ir^^eiid  einen  I'nnct 
(.!■"',  y")  verlej^en,  sd  wird  das  constaute  Glied  in  der  (Ueiehung  der  Coini»lex- 
gi-uppe  (3): 

{c  --  K.v  —  Ulf)  +  ii(("  +  !•:' X'  ~  it'ir). 

Dieses  Glied  lilllt  al.su  aus,    wenn  der  neue  Anfangspunct   in  di  r  Kbene  .\  1' 
auf  der  dureh  die  (Jleiehnng: 

(T  +  /:'.»•  —  Dt/)  +  {((^"  +  /i"'-  —  /yy)  =  n  (KJ) 

dargestellten  geraden  Linie  angenommen  wird.    Nehmen  wir  für  diesen  Puuct 
den  Durchschnitt  der  beiden  geraden  Linien: 

C  -t-  Ex  -  Du  =  o,    [  ,^ 

C+F/x-D'y  =0,   J 
so  vei-schwindet  aus  der  Gleichung  aller  Complexe  der  Grappe  das  constante 
Glied.     Dann  kommt : 

Si'z^  Ar  4-  Bs  —  f/o  +  A"p  =  0.    i 
^Vir  haben  iilierhaupt    für   die  allgemeine  Gleichung  deijeuigen  Ebenen, 
welche  in  den  verschiedenen  Com pl exen   der  Gruppe  (3)   dem  Anfangspuucte 
entsprechen  CSi:  32.): 

Ax  +  Bf/  +  C:  +  u{.i\r  +  B'i/  +  C :)  =  0.  (19) 

und  diese  Gleichung  wird,  unabhängig  von  dem  jedesmaligen  Werthe  von  i<, 
befriedigt,  wenn  gleichzeitig: 

A.V  +  By+  Cz   =0,   I  ^20) 

Äx  +  B'y  +  C:'z  =  0.    ) 
Alle  dem  Anfangspuncte  entsprechenden  Ebenen  schneiden  sich  also  auf  der 
durch  die  beiden  Gleichungen  dargestellten   geraden  Linie,    und  da  der  Aji- 
fangspimct  von  vorneherein  willkürlich   angenommen  ist,    gelangen   wir   zu 
dem  folgenden  Satze: 

In  den  Complexen  einer  zweigliedrigen  Gruppe  entsprechen 
einem  gegebenen  Puncte  Ebenen,  welche  in  derselben  Linie 
sich  schneiden. 

Dieser  Satz  ist  unmittelbar  durch  die  Zusammenstellung  der  52.  und 
53.  Nimimer  gegeben. 

Wenn  C  und  C"  verschwinden,   schneiden  sieh  die  Ebenen,    welche  in 

Plückcr,  Geomelrie.  «7 
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den  verschiedenen  Complexen  der  zweigliedrigen  Gruppe  dem  Anfaugspnncte 
entsprechen,  anf  der  Axe  OZ. 

58.  Wenn  gleichzeitig  FmiAF',  f  und  C  verschwinden,  ward  OZ  eine 
gemeinschaftliche  Linie  aller  Complexe  und  also  eine  Linie  der  Congruenz, 
welche  von  den  Axen  aller  Complexe  geschnitten  wird  (vergl.  Nr.  31.). 

In  jeder  Congruenz  gibt  es,  im  Allgemeinen,  eine  einzige 
lind  vollkommen  bestimmte  gerade  Linie,  welche  von  den  Axen 
sämmtlicher  Complexe  der  zweigliedrigen  Griippe,  durch  welche 
die  Congruenz  bestimmt  ist,  geschnitten  wird. 

Diese  gerade  Linie,  welche  zur  Cougrueuz  eine  ausschliessliche  Beziehung 
hat,  wollen  wir  die  Axe  der  Congruenz  nennen.  Indem  wir  die  Functions- 
Bestimmung  der  Gleichungen  (18)  zu  Grimde  legen,  nehmen  wir  die  Axe 
der  Congi'uenz  zur  Axe  OZ. 

Wenn  die  Bedingungs-Gleichung 

D'E—DE'  =  0 
besteht,  kann  die  Congruenz  im  Allgemeinen  nicht  mehr  dmx-h  das  System 
der  beiden  Gleiclmngen  (18)  dargestellt  werden.  Einmal  können  F  und  F' 
nicht  ausfallen.  Denn  die  durch  den  Anfangspunct  gehenden  Hauptschnitte 
aller  Complexe  der  zweigliediigen  Gruppe  schneiden  sich,  wenn  die  obige 
Bedingamgs  -  Gleichimg  befriedig-t  vdrd,  auf  einer  in  der  Coordinaten- Ebene 
liegenden  geraden  Linie,  deren  Gleichung  die  folgende  ist: 

,     Dx  ,    D'x         ,. 

Die  Durchmesser  und  insbesondere  die  Axen  aller  Complexe  der  Gruppe  sind 
nach  der  54.  Nummer  einer  Ebene  parallel,  welche  auf  dieser  Linie  senk- 
recht steht.  Hiernach  kann  die  Ebene  A'F  den  Durchmessern,  im  Allgemeinen, 
nicht  parallel  sein,  und  daher  die  Unmöglichkeit  des  Verschwindens  von  F 
und  F'.     Erst  wenn 

B   _    E    _  J^ 

H  ~  1^  ~  ir  ' 

das  heisst ,  in  dem  Falle  der  parabolischen  Congruenz ,  tritt  diese  Möglichkeit 
dadm-ch  wieder  ein,  dass  die  Gleichungen  (5)  identisch  werden  und,  dem 
entsprechend,  alle  durch  den  Anfangspunct  gehenden  HauiJtsehnitte  in  der- 
selben Ebene  zusammenfallen.  Alle  Compl'ex-Axen  stehen  dann  senkrecht 
auf  dieser  Ebene  und  sind  demnach,  in  Uebereinstimmimg  mit  der  56.  Num- 
mer, unter  einander  parallel.    Es  braucht  also  nur,  damit /'^  imd /"  ausfallen, 
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die  ElH'iie  .VF  so  ^enoiniiK'n  zu  wcnlL-n.   thiss  sie  selbst  luil   tlt-r  rra<_'lirlifii 

Ebene  senkrecht  stellt,  mler  was  dasselbe  heisst,  die  Axe '>Z  niiiss  in  die«.»-!- 

Ebene  liejien,  kann  aber  in  derselben  jede  lielielüf^e  Hichtnn}.'  haben. 

Aber  aiu.h  ('  nnd  ("  können,  wenn  die  ul)i;^e  lk'diii;4unj,'s-(ileiehnn^  lie- 

steht,    im   All<;enieinen    nicht    gleichzeitig    ausfallen.      Dann    wird    nilnilich 

innerhalb  .VI'  die  Verlegung   des  Anfangspunctes  der  Coordinaten,    wfHlurch 

dieses  Ausfallen  bedingt  wird,  illusorisch  und  zwar  iladurcii.  dass  die  beiden 

geniilen   Linien    (17),    in   deren  Durchschnitt   der   neue   Anfangspunct    liegt, 

parallel    werden.      (Hs   kommen   hierliei   die  Werthe   von   /•'  und   /•"   nicht    in 

Betracht.)     Nur  wenn  gleichzeitig 

c    _  iJ  _  /: 
/;'  ~  jj  ~  A"  ' 

mid  in  Folge  davon  ilie  lioiden  geraden  Linien  (17)  in  eine  einzige  znsanunen- 
fallen,  können  T  und  ("  wiederum  durch  Verlegung  des  Anfangspunctes  fort- 
geschafft werden,  imd  zwar  können  wir  zu  diesem  Ende  jeden  beliebigen 
Punct  der  geraden  Linie 


o 
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zum  neuen  Anfangspimcte  der  Coordinaten  nehmen.  Wir  werden  dem  Falle. 
dass  die  beiden  geraden  Linien  (17)  in  eine  einzige  zusammenfallen,  später 
(Nr.  75)  begegnen  und  dann  sehen,  dass  dieses  Zusammenfallen  in  einer 
besonderen  Lage  der  Congiiienz  gegen  das  Coordinaten-System  seineu  Grund  hat. 
59.    AVenu  eine  einzelne  der  drei  Bedingungen : 

./'/?  —  Ali'  =  0,       A'C—  AC  =  0,       BC—  B("  =  0  (21) 

lielriedigt  wird,  so  liegt  diejenige  gerade  Linie,  in  welcher  alle  dem  Anfangs- 
pimcte entsprechende  Ebenen  sich  schneiden,  bezüglich  in  den  Coordinaten- 
Ebenen  XV,  XZ.  Y Z.  Wenn  gleichzeitig  zwei  dieser  Gleichungen  und,  in 
Folge  davon,  alle  drei  befriedigt  werden,  so  gilit  es  unter  den  Complexen 
der  Grui^pe  (8),  entsprechend: 

ABC 
>"  =  -  A^  ~  B-  "=  ~   (?' 
einen,   dessen  Linien  sich  särmntlich   auf  seiner  Axe   schneiden,   nnd  diese 
Axe  geht  diu-ch  den  Anfangspunct.   Für  die  Gleichung  desselben  können  wir 
_  (.]'  T)  _  A  />')  G  +  {Ä  E  —  A  E')  Q  +  {A'  F  —  A  F)  jy  =  0  (22) 

nehmen.  Diesen  Bedingimgen  wird  entsprochen,  wenn  C  und  C  verschwinden 
nnd  gleichzeitig: 

.!'/>—  AD'  =  0.  (23) 

9* 
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Dann  liegt  die  Axe  des  Complexes,  welche  durch  den  Anfangspunct  geht,  in 
der  Ebene  YZ. 

Wenn  zugleich  C  und  C\  F  und  F'  verschwinden  und  zugleich  die 
Bedingung  (23)  erfüllt  wird,  fällt  die  Axe  des  Complexes  mit  der  Coordinaten- 
Axe  0  F  zusammen.  Die  Diseussion  dieser  Fälle  wird  ihre  Erledigung  sjjäter 
(in  Nr.  76.)  finden. 

60.  Die  Complexe  iß  und  iä'  sind  irgend  zwei,  welche  wir  beliebig  axis 
der  Complex- Gruppe  (3)  genommen  haben.  Unter  den  unendlich  vielen 
Complexen  der  Gruppe  befinden  sich  aber  im  Allgemeinen  solche,  die  von 
einer  Constanten  weniger  abhängen  und  deren  sämmtliche  Linien  die  Axe 
schneiden  (vergl.  Nr.  45.).  Bei  der  Bestimmung  dieser  Complexe  wollen  wir 
die  Functions-Bestimmimg  (18)  zu  Gnmde  legen,  was,  nach  dem  Vorstehen- 
den, mit  Ausnahme  des  Falles,  dass  die  Bedingungsgleichungen  (12)  zu- 
gleich bestehen ,  immer  gestattet  ist.  Dann  schneiden  alle  Axen  der  Com- 
plexe, die  nunmehr  durch  die  Gleichung: 

{A?-  -J^Bs  —  Do  +  Eq)  +  {«  {Ar  +  B' s  —  D' g  +  E' o)  =  0         (24) 
dargestellt  werden ,  0  Z  unter  rechtem  Winkel. 

Wenn  der  einem  beliebigen  Werthe  von  [i  entsprechende  ComjDlex  von 
der  bezeichneten  Art  ist,  erhalten  wir  nach  der  45.  Nummer  für  die  Glei- 
chungen der  drei  Projeetionen  seiner  Axe  die  folgenden: 

(J    -  Ez)^  ^i{Ä   -  i5",-)  =  0,  (25) 

{B    +  Dz)  -f-  f,  {B'   +   D-z)  =  0,  (26) 

(Ex-  I),j)  +  f,  {E'x-  D',j)  =  0.        .  (27) 

Tu  einem  solchen  Complexe  ist  die  einem  Puncte  des  Kaumes  entsprechende 
Ebene  diejenige,  welche  dmx-h  den  Punct  und  die  Axe  des  Complexes,  in 
die  alle  Dm-chmesser  desselben  zusammenfallen  (Nr.  45),  sich  legen  lässt. 
Die  Gleichung  der  dem  Anfangspuncte  entsprechenden  Ebene  ist  bei  unserer 
Annahme  der  Coordinaten-Axen  die  folgende: 

{Ax  +  By)  +  (,  [A'x  +  Fy)  =  0.  (28) 

Tn  dieser  Ebene  liegt  also  die  Axe  des  Complexes. 

Wenn  wir  durch  {x ,  y,  z]  irgend  einen  Punct  der  Axe  eines  der  zu 
bestimmenden  Complexe,  die  wir  auch  dadurch  definiren  können,  dass  ihre 
Parameter  gleich  Null  sind,  ausdräcken,  so  bestehen  zwischen  diesen  Coordi- 
naten  gleichzeitig  die  vorstehenden  vier  Gleichungen.  Eliminiren  wir  Z 
zwischen  (25)  und  (26),  so  erhalten  wir: 

(J  +  ^iÄ){D  +  (,/>')  +  {B  +  ^iB'){E  +  ^lE)  =  0.  (29) 
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Dieselbe  Gleitluiiij,'  hJlttt-ii  wir  iluivli   Kliniination  vnn    '\    /wisrluMi   (27) 

iiiiil  |2S)  erluiltt'ii.     Sie  tlnlckt  aus,   dass  der  Paiaiurtcr  des  ('(unplexes  ver- 
schwindet (Nr,  ."SS.).     Wir  liiltten  si»-  von  vnnieherein  aufstellen  können. 

C.  1.    Die  letzte  Uleichun«,'  wird,   wenn  wir  entwiikeln; 
[A //+  ß'  f-:')u-  +  [{.f  /)  +  A  //)  +  [/f  /■:+  /J  /f')]u  -\-  {.I  /f  +/■/{)  =  i).     CJO) 
Bezeiehnen    wir   die    heideu    Wurzeln    dieser  (ileiiliniiLr   durch    ;/"  und   i/„,    so 
kumnit: 

!•  +  .""  = Äff+D'ir  '  ^••" 

I^A-JJ  -  AI/)  +  (B'E  -  Be)Y  -  4  (.-!'  B-J  K    K'  F.        ü  A", 

ui  -  ,,„)*  = [^/y-f  f:«-7 —  ^''-^ 

Es  gibt  also  in  «Icr  ('(uiiiiJfx.Ln'uppe: 

il  +  fji2'  =  0 
zwei  Coniplexe  von  dtn-  besonderen  Ai't,  dass  in  jedem  dersell)en  die  Linien 
auf  einer  festen  Linie,  der  Axe,  sieh  schneiden.  Je  nachdem  die  beiden 
Werthe  von  ii"  imd  ji,,  reell  oder  imaginär  sind,  sind  es  auch  die  beiden 
Complexe  und  ihre  Axen.  Wir  wollen  die  Axen  der  so  bestimmten  beiden 
Complexe  die  In'idcn  Directricen  der  Congrueiiz   unmcn. 

Alle  Linien  einer  Congruenz  schneidrii  dif  Directricen  der- 
selben. 

02.  Nach  dem  in  der  vorigen  Nunnner  gewonnenen  Resultate  können 
wir  uunmelu'  eine  Congraenz  dadurch  geometrisch  detinireu,  da-ss  sie  die 
Gesammtheit  aller  Linien  ist,  welche  zwei  gegebene  feste  gerade  Linien 
schneiden.  Die  gerade  Linie,  welche  in  der  Congruenz  einem  gegebenen 
Puncte  entspricht,  ist  hiernach  diejenige,  welche  durch  den  gegebenen 
Punet  geht  und  die  beiden  Directricen  schneidet,  die  gerade  Linie,  welche 
einer  gegebenen  Ebene  entspricht,  diejenige,  welche  in  der  gegebenen 
Ebene  die  Durchschuittspimete  derselben  mit  den  beiden  Directricen  ver- 
bindet. 

G3.    AVemi  wir  zwischen  den  beiden  Gleichimgen  (25)  und  (2G)  u  ejinii- 

niren,  so  kommt: 

A  —  Ez  B  -\-  Dz  ,oi,x 

Ä  -  E'z  =  B~:^ü^^  ^^-"^ 

und,  wenn  wii-  entwickeln: 

(DE  —  D E)  -J  +  {(ÄD  —  A //)  +  {B'E—  B E')] z  +  {AB  —  A B')  =  0.     (34) 
Dm-ch   die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung   sind   die  Ebenen  bestimmt,   in 
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welchen   die  Directriceu  der  Congrueuz  liegen,    und  somit  die   Puucte,    in 

welchen  OZ  von  den  beiden  Directriceu  geschnitten  wird. 

Wenn  wir  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (27)  uud  (28)  \i  eliminii-en, 

so  kommt: 

Ex  —  Dy    _    Ax^By 

Ex  —  h'y  Äx^By  ^^^' 

Die  beiden  Werthe,  welche  diese  Gleichung  für  ^  gibt,  sind  die  trigono- 
metrischen Tangenten  derjenigen  Winkel,  welche  die  lieiden  Directriceu  der 
CongTuenz  iu  den  eben  bestimmten  Eigenen  mit  der  Eichtung  von  OX  machen. 
Setzen  wir: 

—  =  taug  ■9', 

X  ^ 

indem  wir  diesen  Wiulvel  %  nennen,  so  ergilit  sich,  iudem  wii'  entwickeln; 
{BD—BD) tang-^ i^+ [( J'i>— -i/>')  —  {B'E—BE'j\ taug#  —  {ÄE—AE')  =  0.  (36) 

64.  Dm-ch  das  Zusammeufallen  der  geraden  Linie,  welche  die  beiden  Direc- 
triceu der  durch  (3)  iDestimmten  CongTuenz  rechtwinklig  schneidet,  mit  der  Coor- 
dinaten-Axe  OZ  haben  die  Gleichungen  der  beiden  Complexe  ß  und  ii',  die  wir 
beliebig  aus  der  zweigliedi'igeu  Gruppe  ausgewälilt,  die  folgende  Form  erhalten: 

Ar  +  Bs  -  na  +  Eq  =  0,  | 

Ar  +  Bs  —  D'a  +  ^>  =  0.    j  ^     ' 

^Vir  können  noch  neue  Constante  aus  dem  System  der  beiden  Gleichungen 
fortschaÖen. 

Derjenige  Puuct,  welcher  auf  der  Axe  OZ  in  der  Mitte  zwischen  den 
beiden  Directriceu  liegt,  soll  der  Mittel  puuct  der  Congrueuz,  der  halbe 
Abstand  der  beiden  Directriceu  von  einander  die  Constante  derselben 
heissen.  Legen  wir  dann  die  Ebene  XF  durch  den  Mittelpunct  der  Con- 
grueuz, so  gibt  die  Gleichung  (34): 

{ÄD  —  AD)  +  [B'E  —  BE')  =  0,  (38) 

und  hiernach,  wenn  wir  die  Constante  der  Cougruenz  mit  z/  bezeichnen: 

//  Ü'E  -DE'  ^      ' 

Weil  der  FaU 

DE—  DE'  =  0 

von    der  Discussion    einstweilen   ausgeschlossen   ist,    erhält  J   iuuner   einen 

endlichen  Werth. 

Die   Richtung  der  lieideu  Coordiuaten-Axen   ist  bisher   unl)estimmt   ge- 

lilieben.     Bestimmen  wir  noch  nachträglich  diese  Richtung  so,   dass  sie  den 
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AV'inki'l  hall>iren,  wvlclicn  dii'  l{i»litun;:('H  «K-r  lu'itU'U  Din-ctrici'H  mit  v'm- 
iiiuler  l)iklt'U  —  was  auf  /wii'tiuln'  Wi-is»'  )^«*silu'lifii  kann  —  so  j.'ili(  iVw 
(llfichunt:  {'M>): 

(./  //       .//>)       (/»•■/•-■       />'/:')    =-11.  (40) 

und  iilr  ilif  tii'joiioim'tnsclu'n  Tan>,'(>nt«'n  di-r  Winkel,  wi'IcIh'  ilit-  Hulitnu'.'cn 
dex*  beiden  Directrieen  mit  (f.V  liilden: 

'"'■""-  +  /^:-,;;;  •  '•"' 

Wenn  wir  ilen  Axrn  O .\  und  O )'  die  eben  bezeielniete  liicIitmiLC  fiihcn 
und  •gleichzeitig  den  Anfangspunot  im  Mittelpuncte  der  Congruenz  annelnneii, 
bestehen  die  beiden  Bedingimgsgleiehungeu  (y^)  und  (4(t)  zugleich  und  können 
dann  durch  die  folgenden  lieiden  einsetzt  werden: 

ÄD  —  Aß'  =  0,  (4i>) 

/TE    -  /?r  =  0.  (4;}) 

Die  beiden  Cuurdinaten-Axen  in  der  so  bestinuuten  Lage  wollen  wir  die 
beiden  Nebenaxen  der  Couf^n-uenz  nennen.  Sie  liegen  in  der  Central- 
ebene  der  Congnienz  und  liall)iren  die  Winkel,  wcKlir  die  Ijeiden  Projectio- 
nen  der  Directrieen  auf  diese  Ebene  mit  einander  biltlen. 

65.    Bei  dieser  Coordinatenbestimmung  ergibt  sich: 


J 
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_  7/     -''  ^'  =        j/       ^^  ,  (44) 

Eine  Congiiienz  ist  diu'ch  ihi-e  beiden  Dii-ectricen  in  linearer  Weise  bestimmt, 
und  hängt  somit  von  acht  von  einander  imabhängigen  Constanten  ab.  Von 
diesen  finden  sich  sechs  in  der  Annahme  des  Ooordinateu-Systems  wäeder, 
welches  dadmx-h ,  .  dass  wii-  die  Hauptaxe  und  die  beiden  Nebenaxen  der 
Congi-uenz  zu  Coordiuaten-Axen  nehmen,  vollkonmien  bestimmt  ist.  Die  zur 
weiteren  Bestimmimg  der  Congi'uenz  dienenden  beiden  Complexe  (37)  hangen 
noch  von  sechs  unabhängigen  Constanten,  die  in  ilu-en  Gleichungen  auftreten, 
al).  Die  Anzahl  derselben  reducirt  sich  in  Gemässheit  der  beiden  Bedingvmgs- 
gleiclumgen  (42)  und  (43)  auf  vier.  Unter  diesen  vier  Constanten  sind  noch 
zw^ei  überzähhge,  was  seine  Erkläning  darin  findet,  dass  wir  unter  den  Com- 
plexen  der  zweigliecMgen  Gruppe: 

P.  +  u£i'  =  0 
nicht  zwei   ausgezeichnete,    sondern  zwei   willkürliche,    entsprechend  n  =  0 
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imd  ft  ^  oo,  ii  und  £i',  zur  Bestimmung  der  Congruenz  ausgewählt  haben. 
Zwei  ausgezeichnete  Complexe  der  Gruppe  sind  aber  diejenigen  lieiden,  welche 
die  beiden  Directricen  zu  Axen  haben,  das  heisst,  deren  Parameter  gleich 
Null  ist.  Nehmen  wir  diese  beiden  Complexe  für  £i  und  Sl',  so  ergeben  sich 
die  l)eiden  neuen  Bedingungs-flleichungen: 

AD   +   BE  =  0,  (46) 

ÄD'  +   BE'  =  0.  (47) 

Dann    bleiben   also   zur  Bestimmung  der  Congruenz   neben  den   sechs  Con- 

stauten  der  Lage   noch   zwei  Coustante  übrig.     Die  Anzahl  der  Constanten 

ist  auf  die  noth wendige,  auf  acht,  reducii't. 

66.  Die  oben  entwickelten  Ausdrücke  (31)  und  (32)  werden  in  der  neuen 
Coordinaten-Bestimmung : 

,"  +  ,.  ^  -  2.  J^Xb^-  (^^) 

(,,»  _  ,,„Y-  -  -  4       {■^'B-AB')[ÜE-DE'\ 

U«         f/oj    —     .    4.  [AD'+B'E'f  ^^^' 

Die  beiden  Wurzeln  ft"  mid  \in  sind  reell,  wenn: 

{AB  —  AB')  {D'E  —  nE')<0,  (50) 

und  imaginär,  wenn 

{y\'B  _  AB')  {D'E  —  DE')  >  0.  (51) 

Der  vorstehende  Ausdruck  lässt  sich  in  Gemiissheit  der  Bedingungs-Gleiehungen 
(42)  und  (43)  unter  der  folgenden  Form  schreiben: 


AB'  D'E' 


B^  _  A 
B'         Ä 


AB  DE  [f  - 


Die  Realität  der  Iteiden  Wurzeln  hängt  also  davon  ab,  ob  die  Produete 
Ä B' D' E'  und  AB  DE,  welche  miter  einander  im  Zeichen  übereinstimmen, 
negativ  oder  positiv  sind.  Im  ersten  Falle  sind  (i"  und  iin  reell,  und  mit 
ihnen,  in  Gemässheit  von  (44)  und  (45),  auch  J  und  die  beiden  Werthe 
von  taug  %;  im  zweiten  Falle  sind  <("  und  d,,,  A  und  die  beiden  Werthe  von 
fang  %  gleichzeitig  imaginär. 

67.    Die  beiden  Werthe  von   ;«"  und   f«,,  werden   einander  gleich,   wenn 
eine  der  lieiden  Bedingungs-Gleichungen: 

AB  —  AB'  =  {),  DE  —  DE'  =  0  (52) 

befriedigt  wird.  In  diesem  Falle  aber  ergibt  sich  im  Allgemeinen  unter 
Berücksichtigung  der  Gleichungen  (42)  und  (43), 

A  —  A  —  JL  —  JL 

Ä   ~'    B'  ~   D'  ~    E  '  \ 
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Dann  sind  ilii*  l)t.MiIen  Coniplrxi'  Si  uml  .'2'  ilcr  /.wci^'lictlrigen  (inippi'  nn<l 
in  Folge  davon  alle  ("omplexe  iliesei'  Gruppe  ülentiscli  ilieselben.  I»if  l!i- 
stinunnnji  iler  ('on>n*ui'nz  winl  illnwn-iscli. 

Dadurch  werden  .<elifinliare  Widt-rsprikhe  gelöst. 

<is.  Es  fjjilit  al)er  auch  liesondere  Falle,  wo  die  lileiehungsrornicn  (LS) 
ihre  Hedeutunfr  hehalten,  obgleich  die  l)eiden  Werthe  u"  und  ;t„  einander 
gleich  werden.  Im  Allgemeinen  hedingen  die  beiden  (Jleichungen  (4"i)  und 
(4.'i)  in  Verl)indung  mit  einer  der  beiden  (rleichungen  ("».■{)  die  zweite  der 
letztgenannten  (deichungen.     J^ind  aber  etwa 

./  und     r 
gleich  2sull,    so  findet  dies  nicht   mehr  statt;    «laiiii    halieii   wir  c-   mit    rjuiT 
wirklichen  Congi'uenz  zu  thun.  die  von  besonderer  Art  ist. 

lii  diesem  Falle  verschwinden  nilmlich  nach  (44)  nml  (45)  sowohl  J, 
als  tang  »^.  Es  fallen  also  die  beiden  Directricen  der  Cougruenz 
in  eine  gerade  Linie  zusammen.  In  Uebereinstimmung  hiennit  ver- 
schwindet in  dem  Werthe  (4!t)  für  (;<"  —  ji,,)-  der  ZiVhlei-.  widirend  <ler  Nenner 
einen  endlichen  Werth  l)ehillt. 

Wir  können  in  imserem  Falle  für  die  (xleichimg  der  zweigliedrigen 
Gruppe  (37),  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (43): 

/?'  /;  —  ß/<:=  0 , 

die  folgende  nehmen: 

(/?.v  +  Aq)  —  /J(J  +  u  [(/?.v  +  A'o)  —  /)'a]  =  0  (53) 

imd  aus  dersellten  als  ausgezeichnete  Complexe  die  folgenden  beiden  aus- 
wälüen,  deren  Gleichungen  sind: 

ßs  +  Eq  =  0,  (?  =  (), 

und  diese  Gleichungen  in  homogenen  Coordinaten  aucli  in  folgender  Weise 
schreiben : 

f^  \<J  —  y'»  -r  /^'  (■'•';  —  ■■>:-')  =  0,  !/•:  ~  !/':  =  0.  (54) 

Der  erste  der  lieiden  voi-stehenden  Complexe  hat  die  Coordinaten- Axe  OF 
zu   seiner  Axe.     Sein  Parameter  ist  ~w.     Der  zweite  Cornj^lex    ist   von  der 

besonderen  Ai-t,  dass  sein  Parameter  gleich  Null  ist.  Seine  Axe,  die  sonach 
von  allen  seinen  Linien  geschnitten  wird,  fällt  in  die  Coordinaten- Axe  OX. 
In  Uebereinstimmung  mit  (44)  und  (45)  wird  also  OX  Directrix  der  Con- 
giiienz. 

Während  eine  Congi'uenz  im  Allgemeinen  durch  ihre  lieiden  Directricen 

Pliicker,  Geometrie.  lü 
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vollkommen  bestimmt  ist,  muss,  in  dem  speciellen  Falle,  class  die  beiden 
Directricen  in  eine  gerade  Linie  zusammenfallen ,  ausser  dieser  geraden  Linie 
noch  ein  neuer  Complex  der  die  Congruenz  bestimmenden  zweigliedrigen 
Gruppe  gegeben  sein.''') 

Li  dem  Complexe,  dessen  Gleichung  die  folgende  ist: 
B{y-y')  +  E{xz-.vz)  =  0, 
entspricht  irgend  einem  Puncte  der  Coordinaten-Axe  OX  die  Ebene: 

By  +  Exz  =  0, 
wobei  .r'  den  Abstand  des  Punctes  von  dem  Anfangspuncte  bezeichnet.     Für 
irgend    einen   anderen   Complex    der    zweigliedrigen   Gruppe   (53)   finden   wir* 
dieselbe  Ebene,  weil  für  alle  auf  OX  liegende  Puncte  /und  z  verschwin- 
den.    Diese  Ebene  geht  diu'ch  OX.     Sonach  scliliessen  wir: 

Fallen  in  einer  Congruenz  die  beiden  Directricen  in  eine 
gerade  Linie  zusammen,  so  ist  diese  Linie  selbst  eine  gemein- 
schaftliche Linie  aller  Complexe,  das  heisst,  eine  Linie  der 
Congruenz. 

Wir  erhalten  also  eine  Congruenz  der  fraglichen  Ai-t,  wenn  wir  in 
einem  Complexe  alle  diejenigen  Linien  nehmen,  die  eine  feste  Linie  desselben 
sehneiden.  Wenn  ein  Punct  aiif  einer  Linie  eines  Complexes  fortrückt,  so 
dreht  sich  die  ihm  entsprechende  Ebene  lun  dieselbe  (Nr.  28).  Es  gehen 
also  durch  jeden  Punct  derjenigen  geraden  Linie,  in  welche  die  beiden  Di- 
rectricen zusammenfallen,  unendlich  viele  Linien  der  Congruenz,  die  sämmt- 
lich  einer  Ebene  angehören,  die  ihrerseits  durch  diese  gerade  Linie  geht. 
Eückt  der  Punct  auf  einer  geraden  Linie  fort,  so  dreht  sich  die  Ebene  um 
dieselbe.  Die  Beziehung  zwischen  Punct  und  Ebene  ist  eine  vollkommen 
gegenseitige. 

Lidem  wir  weiter  i)articularisiren,  sei 

A,  Ä,  B  und  B' 
gleich  Null.     Dann  verschwindet  nach   (44)   z/,   während  taug  ^^  nach  (45) 
unter  der  Form   "/o  auftritt  und,   weil   zwischen  den  verschwindenden  Coef- 


*)  Der  Grund  davon  liegt  darin,  dass  eine  gerade  Linie  vier  Constanten  repräsentirt ,  während 
eine  Congruenz,  die,  wie  die  vorliegende,  durch  eine  Bedingung  particularisirt  ist,  von  sieben  ab- 
hängt. Die  drei  noch  übrigen  Constanten  finden  wir  in  dem  zweiten  gegebenen  Complex,  der  darum 
nur  von  drei  willkürlichen  Constanten  abhängt,  weil  er  au  die  zwei  Bedingungen  geknüpft  ist,  dass 
seine  Axe  die  gerade  Linie,  in  welche  die  beiden  Directricen  der  Congruenz  zusammenfallen,  schneidet, 
und  zwar  senkrecht  schneidet. 
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firienten  kt-iiu'  lU'hitüm  In.'stfht.  uiilu'stimiut  winl.  I>iiinit  in  L't'lMTfinstiiii- 
iiiim*i  nehmten  in  ilciii  Ausilnuko  (4Ii)  tilr  (;i"  —  u„y  ZAiilcr  uiid  Nfiim-r 
7,u<ilei<h  ilfii   WVrtli   Null  au. 

Kine  jede  liiiiif.  welche  in  <ler  Counliniiten-Eltene  .\  I  «IuimIi 
iliii   Anfanfispuuet  j,'eht,  ist  ein«-  IHreetrix  der  Con^rueii/. 

Kür  die  (JleiclMui^'  ilt-r  die  Conj,Tueii/  l)estinunenden  zwi'ijilicdrifien  (iruiipe 
nehmen  wir  die  tiil'^Tudc.  in  ilrr  nur  von  einander  alplinMiriL'c  ('nffficii-utcn 
vorkommen : 

—  f)(i  +  /-Jq  +  11  (--    //«/  +  A"o)  =  (>.  (55) 

Insbesondere  können  wir  ans  dieser  (irnitiie  die  folgemlen  heiden  l'omplexe 
answilhlen : 

9  =  0,  o-  =  0, 

die.  in  homogenen  Coordinateu  ausgedi'ückt ,  die  nachstehenden  (ileichnnpen 
haben : 

:r'z  —  .)•:'  =  0,  //:'  —  ifz  =  0.  (50) 

Danach  nmfasst  die  l'ungiuienz  einniiil  alle  Linien,  die  in  dci-  ( 'oordinaten- 
Ebene  XY  liegen,   sodann   alle  Linien,   die  durch  den  Anfaugspmict  gehen. 

Eine  jede  Linie  iler  Congrnenz  schneidet  silmmtliche  Direc- 
trioen  derselben.  Die  Directriceu  sind  selbst  Linien  der  Con- 
grnenz. 

Durch  einen  gegebenen  Pnnct  geht  im  Allgemeinen  eine  einzige  Linie 
der  fraglichen  Congitienz:  die  Verl)indungslinie  desselljeu  mit  dem  Anfangs- 
pnncte.  Ijiegt  insbesondere  der  gegebene  Pnnct  in  XY ,  so  gehen  durch 
denselben  unendlich  viele  Linien  der  Congruenz,  welche  sämmtlich  der  ge- 
nannten Coordinaten-Ebene  angehören.  Rückt  der  in  der  Ebene  XY  ange- 
nommene Punct  insbesondere  in  den  Anfangspmict ,  so  gehört  jede  durch 
denselben  gehende  gerade  Linie  der  Congi'uenz  an. 

Andererseits  liegt,  im  Allgemeinen,  in  jeder  gegebenen  Ebene  eine 
Linie  der  Congi-nenz:  die  Durchschnittslinie  derselben  mit  der  Coordinaten- 
Ebene  XY.  Geht  insbesondere  die  gegebene  Ebene  dui'ch  den  Anfangspunct, 
so  liegen  in  derselben  unendlich  viele  Linien  der  Congi-uenz,  welche  sämmt- 
lich dm-eh  den  genannten  Punct  laufen.  Fällt  die  durch  den  Anfangspunct 
gelegte  Ebene  insbesondere  mit  der  Coordinaten-Ebene  XY  zusammen,  so 
gehöi-t  jede  in  derselben  liegende  gerade  Linie  der  Congi-uenz  an. 

69.    Wir  haben    im  Vorstehenden    die  Hauptaxe  einer  Congraenz  und 

10* 


Eq  =  0,    I  _ 
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die  lieideu  Nebenaxen  derselben  zu  Coordinaten-Axen  genommen  und  hier- 
nach die  CongTuenz  dnrch  die  folgenden  beiden  Complex-Gleichnngen : 

ß  =  Ar  -^  Bs  —  De  +  Eq  =  0, 

£1'  =  Ar  +  B's  —  D'o 

imter  der  Voraussetzung,  dass: 

Ä  D  —  AD'  =  0,  (42) 

B'E  —  BE'  =  0,  (43) 

dargestellt  und  zm-  geometrischen  Bestmimung  der  (Jongruenz  erhalten: 

tang-  »=  —  -g^  •  (4o) 

Die  letzten  beiden  Gleichmigen  lassen  unentschieden,  ob  diejenige  Directrix 
der  Congruenz,  welcher  +  tang  #■  entspricht,  die  Hauptaxe  derselben  in 
einem  Puncte  schneidet,  für  welchen  2  =  +  z/  oder  z  =  —  z/  ist,  wonach 
die  andere  Directrix,  welcher  —  tang  »t  entspricht,  die  Axe  l:)ezüglich  in  dem 
Puncte  schneidet,  dessen  r  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat.  Hiermit  in 
Uebereinstimmimg ,  gelangen  wir  zu  denselben  Gleichungen  (44)  mad  (45), 
wenn  wir  in  den  Gleichungen  (37)  gleichzeitig  das  Vorzeichen  von  A  und  B 
und  von  Ä  mid  B' ,  oder,  was  dasselbe  heisst,  gleichzeitig  das  Vorzeichen 
und  B  und  E  und  von  />'  und  E'  ändern.  Indem  wir  die  dieser  Vertau- 
schmig  entsprechenden  Complexe  durch  die  Symbole  ßj  und  £i\  bezeichnen, 
treten  die  folgenden  Gleichungen: 

ßi  =  Ar  +  ^.v  +  Dg  —  Eq  =  0,   1 

Si\  =  Ar  +  B's  +  T)'a  —  E'q=  ^     ]  ^'^^' 

an  die  Stelle  der  früheren.  Die  beiden  Congruenzen,  welche  durch  die 
beiden  Gleichungen-Paare  (37)  und  (57)  dargestellt  werden,  haben  denselben 
Mittelpuuct  und  dieselbe  Centralebene ,  senkrecht  auf  dieser  dieselbe  Haupt- 
axe und  in  derselljen  dieselben  beiden  Nebenaxen.  Auch  der  Abstand  der 
iDeiden  Dkectricen  von  einander  und  die  Winkel,  welche  ihre  Richtungen 
mit  einander  bilden,  sind  in  beiden  Congruenzen  gleich.  Die  Beziehung 
der  beiden  Congruenzen  zu  einander  ist  eine  gegenseitige:  es  ist,  wenn  wir 
die  frühere  Anschauung  einer  Spiegelung  wieder  zu  Hülfe  nehmen  und  als 
spiegelnde  Fläche  die  Ebene  XY  (oder  statt  derselben  eine  andere  Coordi- 
naten- Ebene)  betrachten,    die   eine  derselben    das   Spiegelbild    der    anderen. 


i  i 

Zwfi  ('oii^aiifnzeii.    wt-lch«.'  in  tlieser  I5o/i»'liunj.'   zu   ciiiiiiKlci-   stehon.    wullfii 
wir  zwei  couju;,'irte  Conp-uenzen  nt'Uiu'ii. 

7ti.  Wir  halifii  im  Vorsti-hcndcu  na(li<,'i'\vii'Sfii,  dass  eine  Conaviimy. 
gleidizfiti^  silinintlicheu  Cuin|)lt.'.\t'U  einer  zweifilitMlriji^en  (irnppr  un^ieliurt, 
nntl  dcxss  nnter  diesen  Coniplexen  sich  im  All^'emi-inen  zwei  von  der  l>e.son- 
deren  Art  l)etinden,  deren  Paiunieter  gleich  Null  sind.  Die  Axe  jedes  der 
beiden  (.Komplexe  wird  von  sämmtlichen  Linien  dessellien  geschnitten,  woraus 
folgt,  dass  alle  Linien  der  Conginienz ,  weil  sie  auch  diesen  beiden  (^'ömplexen 
angehören  müssen,  die  beiden  Axen  dei-sellien  schneiden.  Dem  entsjn-echend 
haben  wir  diese  Axen  als  die  beiden  Directricen  einer  L'ougruenz  deliniit. 
Wh'  können  alier  auch  die  beiden  Directricen  unter  einem  anderen  Gesichts- 
puncte  auffa.ssen. 

71.  Eine  Congiuenz  ist  dadurch  liestimmt,  dass  iliir  Linien  gleich- 
zeitig zweien  beliebig  aus  einer  zweigliedrigen  Complex-druppe  genommenen 
(Komplexen  angehören.     Die  Complexe  werden  durch  die  (Jleichuiig: 

Si  +  (iSi'  =  0 
dargestellt,  wenn  wir  in  dieselbe  für  jt  nach  einander  zwei  beliebige  Werthe 
setzen.    Dadurch  reducu-t  sich  al)er  die  Anzahl  (U'V  unabhiiugigen  Coastauten 
jeder  dieser  Gleichimgen  um  eine  Einheit.     Die  Anzahl  der  Constanten,  von 
welchen  die  Congiiienz  abhängt,  betrügt  hieniach: 

2  (5-1)  =  8, 
die  Summe  der  Constanten  zweier  Complexe,  deren  Constauton  sich  von  fünf 
auf  vier  reducirt  haben.  Wenn  eine  der  Congnienz  angehörige  Linie  gegeben 
ist,  so  erhalten  ^vir  eine  lineare  Bedingungsgleichmig  zwischen  den  vier  Con- 
stauten  jedes  der  beiden  Complexe,  durch  welche  die  Cougi'uenz  gegeben  ist. 
Vier  gegebene  gerade  Linien  der  Congi-uenz  sind  zur  Bestimmung  der  beiden 
Complexe  imd  mithin  der  Congi-uenz  nothwendig  mid  hinreichend.  Durch 
vier  gegebene  gerade  Linien  der  Congiaienz  sind  zwei  der  Congiiienz  nicht 
angehörige  gerade  Linien,  welche  die  vier  gegebenen  scliueiden,  bestimmt. 
Diese  Linien  hängen  von  acht  Constanten  ab;  sie  bestimmen  gegenseitig  die 
vier  gegebenen  Linien  und  alle  Linien  der  Congiaienz. 

Je  vier  Linien  eines  Complexes  bestimmen  eine  Congruenz,  die  dem 
Complexe  angehört.  Ist  die  Congi-uenz  durch  vier  ihrer  Linien  gegeben, 
so  ist  dmx-h  jede  fünfte  Linie  ein  Complex  bestimmt,  welchem  die  Con- 
gruenz augehört.  Die  beiden  Linien,  Avelche  die  vier  gegebenen  Linien 
schneiden ,    sind    einerseits   die    beiden  Directricen  der  Congruenz,    anderer- 
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seits  zwei  zugeordnete  Polaren  jedes  Complexes,  dem  die  Congruenz  an- 
gehört. 

Je  zwei  zugeordnete  Polaren  eines  gegebenen  Complexes 
sind  die  beiden  Directrieen  einer  dem  Comj)lex  angehörigen 
Congruenz. 

Die  beiden  Directrieen  einer  gegebenen  Congruenz  sind 
zwei  zugeordnete  Polaren  jedes  Complexes,  dem  die  Congruenz 
angehört. 

Fallen  die  beiden  Directrieen  in  eine  gerade  Linie  zusam- 
men, so  ist  diese  gemeinschaftliche  Linie  aller  Complexe,  also 
selbst  eine  Linie  der  Congruenz  (vergl,  Nr.  68.). 

72.  Im  Allgemeinen  geht  durch  einen  gegebenen  Punet  nur  eine  ein- 
zige Linie  einer  gegebenen  Congruenz,  so  wie  in  jeder  Ebene  nur  eine  ein- 
zige Linie  derselben  liegt.  Wir  können  die  beiden  Directrieen  als  den  Ort 
solcher  Puucte  betrachten,  durch  welche  unendlich  viele  Linien  der  Con- 
gi'uenz  gehen,  so  wie  andererseits  als  den  von  solchen  Ebenen  umhüllten 
Ort,  in  welchem  xmendlich  viele  Linien  der  Congruenz  liegen.  Wenn  nämlich 
ein  Pimct  auf  einer  von  zwei  zugeordneten  Polaren  eines  Complexes  der 
zweigliedrigen  Gruppe  angenommen  wird,  so  ist  diejenige  Ebene,  welche 
durch  den  Punct  und  die  andere  Polare  geht,  die  in  dem  Complexe  dem 
Puucte  entsijrechende  Ebene.  Wenn  also  die  beiden  zugeordneten  Polaren 
allen  Complexen  einer  zweigliedrigen  Gruppe  gleichzeitig  angehören,  ent- 
spricht jedem  Puucte  einer  der  beiden  gemeinschaftlichen  Polaren  in  allen 
Complexen  der  Gruppe  dieselbe  Ebene,  welche  dadurch  bestimmt  ist,  dass 
sie  dm-ch  die  andere  Polare  geht.  Die  Beziehung  der  beiden  Polaren  zu  den 
Complexen  der  Gruppe  ist  eine  durchaus  gegenseitige.  Wir-  können  auch, 
mngekehrt,  von  einer  Ebene,  welche  durch  eine  der  beiden  Polaren  gelegt 
ist,  ausgehen;  dami  ist,  in  allen  Complexen  der  zweigliedrigen  Gruppe,  der 
dieser  Ebene  entsprechende  Punct  derselbe  und  zwar  der  Durchschnitt  dieser 
Ebene  mit  der  anderen  Polaren.  Während  also  in  einer  Congruenz  einem 
gegebenen  Puncto  im  Allgemeinen  eine  gerade  Linie  entspricht,  entspricht 
demselben,  wenn  er  insbesondere  auf  einer  der  beiden  Directrieen  angenom- 
men wii'd,  eine  Eljene,  die  durch  die  andere  Directrix  geht,  sowie  jeder 
Ebene,  der  im  Allgemeinen  eine  einzige  gerade  Lüiie  entspricht,  dann, 
wenn  sie  durch  eine  der  beiden  Dii-ectricen  geht,  ein  Punct  entspricht, 
welcher  auf  der  anderen  Directrix  liegt. 


T.J.  Die  voi-sti'lieiuU;  DL-tinitioii  >\vv  Directrkeii  krunicii  wir  soiiiuii  in 
rulj^fiuler  Weise  uniscinvilien.  Sie  sind  der  j^coinetrisclif  Ort  solciier  I'umte, 
ileneu  in  den  verschiedenen  Coniplexen  der  l)eznglielien  zweij^diedriu'eii  <!rii|)pe 
diesell)e  Ebene  ents|)riclit,  oder  iincli  als  den  von  soldien  i-^lienen  nni- 
hüllten  Ort.  denen  in  den  verschiedenen  Comph'xen  derselbe  l'nnct  ent- 
spricht. Hieniii  knilptt  sich  uiniiittelluir  eine  nene  analytische  üestinunun^ 
der  i)eiden  Directricen  einer  Cougi'uenz,  sei  es,  da.ss  wir  vi»n  Slrahlen- 
C'oordinateu ,  sei  es,   dass  wir  vnii  Axcn-Ciionlinaten  (iebrauch  machen. 

AVir  wollen,  wie  früher  {'.'>): 

il  +  itSi'  =  U 
für  die  Gleichung  der  Coinploxj^nippe  nehmen,    indem    wir    in    ;iil;_r(iiicinster 
Weise 

Si        Ar  +  /y.v  +  C  —  Da  +  IJ<)  +  />/, 

/>'  —  ./'/•  +  //',v  +  c  —  D'ii  +  i:',j  +  r>, 

setzen.  Dann  ist  die  (ileichung  derjenigen  Ebene,  welche  in  irgend  einem 
durch  eine  belieliige  Annahme  des  unbestimmten  Coeffioienten  l)ezeichneteii 
Complexe  der  Gnippc  einem  gegebenen  Puncte  .r,  ij ,  z  entspricht,  die  fol- 
gende (Nr.  27) : 

(./+  /y-/-^-').r  +  (Ä-/y +  />-')//  +  {C+Ex-f}>/')z  -  [Ax+By-^Cz) 

=  0.  (.-,S) 

Diese  tUeiclumg  wird  innner,  w'elches  auch  der  AVcrth  von  u  sein  mag,  be- 
friedigt, wemi  gleichzeitig: 

{A+Fy-Ez)x+{B-Fx+Dz)y+{C+Ex'-/)i/')z-{A.x+B,j+Cz)  =  0,    (ä:i) 
{Ä+Fy-E'z)x+{/i'-I''-r+fy'-)y+{C'+E'x-D'y)z-{A'x+B'y'+C'z) 

=  0.  (60) 

Die  beiden,  durch  diese  Gleichimg  dargestellten  Ebenen  entsprechen  in  den 
Complexen  ii  imd  il'  dem  gegebenen  Puncte;  sie  htiben  mit  den,  in  allen 
verschiedenen  Complexen  der  Gi'Ui:)pe,  demsellien  Puncte  entsprechenden  Ebenen 
eine  gemeinschaftliche  Durchschnittslinie.  Wenn  insbesondere  die  beiden 
Ebenen  (59)  imd  (60)  zusammenfallen,  so  fallen  mit  ihnen  alle  entsprechen- 
den Ebenen  (58)  zusammen.  Damit  dies  stattfinde,  müssen  die  beiden  letz- 
ten Gleichungen  identisch  werden,  was  unmittelbar  die  folgenden  sechs 
Relationen  liefert: 
A-{-Fy'  —  Ez  D  —  Fx'-\-Bz  C-\-Ex—Dy'  Ax +By' -{-Cz 


A-\-F-ij-Ez'         ß'-F'x'  +  Ifz  C  +  E'x'-D'y  Äx'-\- B'y'^C  z 


(Gl) 


(62) 
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Die  Puncte  {-f',  >/',  -},  welche  dxircli  (61)  bestimmt  sind,  liegen  auf  den  l:)ei- 
den  Directricen  der  CongTuenz.  Wir  wollen  ihre  Coordinaten  als  veränderlich 
betrachten  und  dem  entsprechend  fortan  die  denselben  beigefügten  Accente 
fortlassen. 

74.  Um  die  Gleichungen  (61)  geometrisch  zu  deuten,  wollen  wir  die- 
jenigen Ebenen,  welche  in  den  beiden  Complexen  Si  und  Si'  l^ezüglich  den 
Axen  OA',  OF,  (>Z  zugeordnet  sind,  das  heisst  mit  anderen  Worten,  Puneteu 
entsprechen ,  welche  auf  diesen  Axen  iinendlich  weit  liegen ,  durch  P  und  /■*', 
Q  und  ()',  R  und  R'  rmd  diejenigen  Ebenen,  welche  in  den  lieiden  Com- 
j)lexen  dem  Anfangspuncte  entsprechen,  durch  S  und  S  bezeichnen.  Dann 
sind  die  Gleichungen  dieser  Ebenen: 

A   +  Fy  —  Ez=p  =  0,  Ä   +.  F'y  —  E'z=p'  =  Q, 

B  —  F.v  +  Dz  =  q  =  0,  B'  —  F'x  +  Dz  =  q'  =  0, 

('   +  Eiv       Dl/  =  ;•  =  0,  r'  +  E'x  —  D' y  eee  /  =  0, 

A.r  +  By  +  Cz^s  =  0,  Ä.v  +  B'y  +  C  z  =  /  =  0. 

Zwischen  den  linearen  Functionen  p,  q,  r,  s  und  //,  q,  r\  s  bestehen  die 
folgenden  beiden  identischen  Gleichungen: 

p.x  ^  qy  +  rz  =s,    1 
p  -r  +  q  y  +  r  z  ~s.    ] 
Gegenseitig  ist  diu-ch  diese  beiden  identischen  Gieichimgen  die  besondere  Form 
der  acht  linearen  Functionen  bestimmt. 

Die  geraden  Linien  PP',  Q  Q',  RR\  SS'  sind  solche  vier  gerade  Linien, 
welche  in  der  Congruenz  denjenigen  vier  Functen  entsprechen,  welche,  in 
Beziehung  auf  das  gewählte  Coordinaten -System,  eine  ausgezeichnete  Lage 
halben,  nämlich  den  drei  Functen,  welche  nach  der  Richtung  der  drei  Coor- 
dinaten-Axen  unendlich  weit  liegen,  und  dem  Anfangspuncte.  Die  vier  Linien 
gehören  der  Congruenz  an.  Die  Ijeiden  Directricen  der  Congruenz  sind  so- 
nach dadurch  vollkommen  bestimmt,  dass  sie  diese  vier  geraden  Linien 
schneiden.  Je  nachdem  diejenige  Linienfläche,  welche  irgend  drei  der  vier 
geraden  Linien  PP',  00',  RR',  SS'  zu  Linien  einer  ihrer  Erzeugungen  hat, 
von  der  vierten  dieser  Linien  geschnitten  wird  oder  nicht,  sind  die  lieiden 
Directricen  reell  oder  imaginär. 

Die  viertheilige  Gleichimg  (61)  wird  nach  Einführung  der  acht  Symbole: 

^  =  ^  =  4  =  ^.  (64) 

p  q  r  s  ^      ' 


Sie  erjfibt  siel»  in  i'ol^i'  der  l>ei<K'n  idontisi-lii'n  (»U'irliuilirtii  (dJi  niiuiitteiliiir 
aus  der  dreitheiligen  Gleicliunji: 

;/    ~    ,,■     ~    ;•'    ■  (''••» 

Diese  GleiclniiiL:  ist  also  zur  Hestiinimui;,'  der  liridru  I  linv  t  limi  liiureiciifud. 
Sie  löst  sich  in  die  folgenden  drei  (ileichungen  auf: 

/' '/'       /'' '/  • 

l>r    ==  ///•,  (GG) 

weicht'  drei  LinienHilclifn  zweiter  Ordnung  ilarstellen.  die  »hmh  die  heitlen 
Dii'ectrieeu  gehen.  In  Folge  der  viertheiligen  Gleichung  (G4)  konimeu  zu 
diesen  drei  Linienflilchen  noch  drei  neue,  durch  die  Gleichungen: 

ps'  =  i>'s, 

qs  =  f/s, 

rs'  =  r's 

dargestellte  Liuiciifliicheu  hinzu,  welche  ehenlUli.s  die  licidcu  l)irc-ctricen  ent- 
halten. Auf  diese  Weise  sind  die  beiden  Directricen  dadurch  bestimmt,  da.ss 
aiif  ihnen  irgend  zwei  der  sechs  llypciliulnide  (GG)  und  ((IT)  sich  schneiden.*) 


(07) 


*)  E8  verdient  besonders  bervorgehoben  zu  werden,  dass  die  viertheilige  Gleichung  (64)  das 
System  zweier  reellen  oder  imaginären  geraden  Linien  darstellt,  ganz  in  derselben  Weise, 
wie  die  dreitbeilige  Gleichung: 

•■c  —  Xq  __  y  —  I/o   _  I  — Zq 
a  b  c 

eine  einzige  gerade  Linie  darstellt.  Die  vorstehende  Gleichung  enthält  noch  fünf  unabhängige  Con- 
stante,  worunter  eine  überzählige,  welche  darauf  kommt,  dass  (x^,  ya,  :ji  ein  willkürlicher  Punct  der 
dargestellten  geraden  Linie  ist.  Die  Gleichung  (04)  enthält,  bei  der  gemachten  Functions-Bestimmung, 
zehn  unabhängige  Constante,  darunter  zwei  überzählige,  die  dadurch  bedingt  sind,  dass  die  beiden 
Complexe  S.  und  ß'  durch  irgend  zwei  andere  der  zweigliedrigen  Gruppe: 

a  4-  ft  a'  =  0 

ersetzt  werden  können. 

Es  scheint  angemessen,  dieses  Resultat  auch  direct  abzuleiten. 
Die  Gleichung  (65)  wird  befriedigt,  wenn  gleichzeitig  den  drei  Gleichungen: 

p  =  Ip, 
q  =  i?'. 
)•  =  Xt  , 
welche,  entwickelt,  in  die  folgenden  übergehen: 

{A-XÄ)-\-{F—l.r)y  —  {E-XE')z  =  0,     \ 

(B  —  lB')—{F—XF').v+(D  +  XD')z  =  (),      l  (68) 

(C —  XC)  +{E  —  XE')s:—  (D  +  XD'}y  =  0,     I 
Genüge  geschieht.     Diejenigen  Puncte,  welche  zugleich  in  den  durch  diese  Gleichungen  dargestellten 
Ebenen  liegen,  gehören  dem  Ort  an,  der  durch  die  Gleichung  iG5)  dargestellt  wird.     Aber  für  einen 
gegebenen  Werth  von  X  widersprechen  sich  im  Allgemeinen  die  vorstehenden  drei  Gleichungen.    Dieser 
Widerspruch  wird  nur  dadurch  gehoben,  dass  ,r,  y,  z  unendlich  gross   werden   und  also  der  bezüg- 

Plücker,  Geomciric.  11 


—     82     — 
Wenn  insbesondere  6' und  7^,  C"  imd  F'  gleich  Null  werden,   so  gibt  die 


liehe  Pimct  unendlich  weit  rückt.  Dann  aber  ist  es  nicht  gestattet,  aus  den  vorstehenden  drei 
Gleichungen  die  vierte: 

s  =  i.s' 
abzuleiten. 

Wenn  insbesondere  aber: 

(A  —  lA')  {D  —  ID')  +  (B  —  XB')  iE  —  XE')-\-(C—XC')  (F—  XF')  =  0,  (69) 

so  ist  eine  der  drei  fraglichen  Gleichungen  eine  algebraische  Folge  der  beiden  anderen:  es  schneiden 
sich  die  drei  bezüglichen  Ebenen  in  einer  geraden  Linie.  Da  die  letzte  Gleichung  im  Allgemeinen 
zwei  Werthe  von  X  gibt,  so  gibt  es  auch  zwei  solcher  geraden  Linien.  Die  Puncte  dieser  beiden 
geraden  Linien  sind  die  einzigen  im  Endlichen  liegenden  Puncte,  deren  Coordinaten  die  Gleichung  (65) 
und  damit  (64)  befriedigen.  Durch  die  Gleichling  (64)  werden  also  zwei  gerade  Linien, 
die  beiden  Directricen,  dargestellt. 

Wh-  wollen,  um  noch  einige  Erläuterungen  hinzuzufügen,  von  dem  Satze  ausgehen,  dass  zwei 
Linienflächen  zweiter  Ordnung  und  Classe,  welche  durch  zwei  gerade  Linien  gehen, 
sich  ausserdem  noch  in  zwei  anderen  geraden  Linien  schneiden.  Dieser  Satz  behält  seine 
Bedeutung  auch  dann,  weim  eine  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  in  einer  gegebeneu  Ebene 
unendlich  weit  liegt.  Die  Flächen  sind  dann  nicht  mehr  zwei  einschalige  Hyperboloide,  sondern 
zwei  hyperbolische  Piiraboloide ,  deren  Linien  einer  Erzeugung  der  gegebenen  Ebene  parallel  sind. 
Wenn  also  die  sechs  Flächen  (6G)  und  (67)  zwei  feste  gerade  Linien  zu  Linien  einer  ihrer  beiden  Er- 
zeugungen haben,  so  haben  sie,  paarweise  zusammengestellt,  ausserdem  noch  zwei  andere  Linien  zu 
gemeinsamen  Linien  ihrer  anderen  Erzeugung.  Umgekehrt  also  muss  nachgewiesen  werden,  dass 
irgend  zwei  der  sechs  Linienfiächen  durch  dieselben  beiden  geraden  Linien  gehen. 

Die  erste  der  drei  Gleichungen  (66)  nimmt,   wenn  wir  zu  den  Functionen,    welche  durch  die  in 
ihnen  vorkommenden  Symbole  dargestellt  werden,  wieder  zurückgehen,  imd  der  Kürze  halber: 
iE'  F  —  E F')x  —  {ß' F  —  D F')y  -\-  {D' E  —  D  E')z  Hi  g, 
(J'B  —  AB')  —  (ÄF—AF')x  +  {B'F—  BF')>/  +  {{Ä D  —  AD')  —  {B' E  —  BE')]z  EE  Aj 
setzen,  die  folgende  Form  an: 

h,  +  gz^O,  (70) 

wonach  die  beiden  letzten  Gleichungen  (65)  in  die  folgenden  übergehen: 

'h  +  a-  =  0, 

k  +  gz 

Die  Functionen  g  sind  dieselben  in  den  drei  Gleichungen.  Die  Ausdrücke  ä,  und  k  ergeben  sich  un- 
mittelbar, wenn  wir  in  A^  einmal  B  und  B'  mit  C  und  C',  E  und  E'  mit  F  und  F',  so  wie  unter 
Zeichenwechsel  y  mit  ;  vertauschen  und  das  Zeichen  von  x  ändern;  das  andere  Mal  A  und  A'  mit  C 
imd  C',  D  und  D'  mit  F  und  F',  so  wie  unter  Zeichenweehsel  x  mit  z  vertauschen  und  das  Zeichen 
von  1/  ändern. 

Die  m-sprüugliche  Form  der  drei  Gleichungen  (66)  zeigt,  dass  die  durch  diese  Gleichungen  dar- 
gestellten drei  Linienflächen  paarweise  genommen  PP',  QQ',  RR'  zu  einer  gemeinschaftlichen  Er- 
zeugenden haben.  Die  neue  Form  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  diese  drei  Flächen  hyperbolische 
Paraboloide  sind  und  eine  zweite  gemeinschaftliche  Erzeugende  haben,  welche  in  der  durch  die 
Gleichung : 

(E'F—  EF')x  —  (D'F—  DF']y-\-  {D' E—  DE')z  =  h  =  0 
dargestellten  Ebene  unendlich  weit  liegt.    Dieser  Ebene   sind  die  drei  Linien  PP',  QQ',  RH'  parallel. 
Die  Gleichungen  (67)  können  wir  zunächst  in  folgender  Weise  entwickeln: 
(pg  —p'g)'J  +  (pr— p'r)z  r=  0,    1 

(gr  —  g'r)z  -{- {pq  —p'g)x  =  0,     >  (72) 

(pr  — p'r)x-\-{gr'  —  g'r)y  =0,     ) 
und  dann,  nach  dem  A^orstehendeu,  auch  folgendermassen  schreiben: 

fii--\-  'hV  =  0,  1 

hz  -\-hiX  =  0,    l  (73) 

hy  -\-  htx  =  0.    J 


/-  =  0,    ■) 

71  =  0.      / 


(71) 
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Uleitlisotzunj,'  «k-r  vii-r  Ausdrüike  (fil)  ilif  lieideii  («lt.'it!lnin<,'en  (.'3  J;  luid  (JlJ), 
diinh  wt'klie  wir  liillitT  die  Iwiden  Directrici'H  bestinmit  liiil»t'n.*) 

7").  Wir  wollen  all  dii'  ({k'iclmii<ii'ii  ((!1)  iiai-htnlf^licli  liitr  nur  die  Dis- 
ciissktn  tkn-jenijieii  lieiden  FilUe  kmlpfen,  die  sieh  in  Folge  der  besonder«'!! 
CWrdinaten-lk'stiiiinuui'i  der  früheren  Discnssion  entzogen  haken.  In  d.-in 
einen  FaUe  i.st: 

1)  E  / 

in  dem  andern: 

ABC 

../•=    /."=  C'  <'''^) 

In  dem  ei^sten  FaUe  erhalten  wir.  wenn  wir: 

JJ  E  F 

•"  =  —/>'='-   r=  "  r  '"•> 

setzen,    einen  Coniplex,    tilr  dessen  Gleichimg  wir  jede  der  folgenden    drei 
unter  sich  identischen  Gleiehnngen: 


Sie  stellen  drei  einschalige  Hyperboloiilo  dar,  welche,  in  Gemässheit  der  ursprünglichen  Form 
dieser  Gleichungen,  sämmtlich  SS'  zu  einer  ihrer  gemeinschaftichen  Erzeugenden  haben,  üeberdies 
haben  diese  drei  Hyperboloide,  in  Gemässheit  der  Form  der  letzten  Gleichung,  paarweise  zusammen- 
gestellt eine  zweite  gemeinschaftliche  Erzeugende.  Für  die  durch  die  erste  und  zweite,  die  erste 
und  dritte,  die  zweite  und  dritte  Gleichung  dargestellten  beiden  Hyperboloide  werden  diese  Erzeugen- 
den bezüglich  durch  die  Gleidnuigen: 

1=0,  t  A' n  —  A IT)  -^  (Ä F  —  AF')x  —  iß' F  ~  B F')y  ==  0, 

y  =  0,  (A'  C  —  AC')  +  \ä E—  AE')x  +  (C E—  CE')z  =0, 

X  =  0,  {B'  C—  BC')  —  {B' D  —  BD')y—(C' D  —  CD'}x  =  0 

dargestellt.  Die  drei  zweiten  Erzeugenden  liegen  also  bezüglich  in  den  drei  Coordinaten -Ebenen 
Xy ,  XZ,  yz  und  schneiden,  im  Allgemeinen,  die  durch  den  Anfangspunct  gehende  erste  Erzeugende 
SS'  nicht.  Die  beiden  gemeinschaftlichen  Erzeugenden  je  zweier  der  drei  Hy^jerboloide  gehören 
also,  wie  zu  erwarten  war,  derselben  Erzeugung  beider  Flächen  an. 

Wenn  wir  zusammenfassen,  gelangen  wir  zu  der  folgenden  Anschauung: 

So  wie  irgend  zwei  Ebenen  ilurch  ihren  Durchschnitt  eine  gerade  Linie  bestimmen  inid  unend- 
lich viele  Ebenen  durch  diese  gerade  Linie  gehen,  so  werden  durch  zwei  einschalige  Hyperboloide, 
■welche  zwei  feste  gerade  Linien  zu  Liiuen  einer  Erzeugung  haben,  zwei  reelle  oder  imaginäre 
Linien  als  die  gemeinschaftlichen  Linien  der  anderen  Erzeugimg  derselben  bestimmt.  Dieselben 
beiden  geraden  Linien  sind  gemeinschaftliche  Erzeugende  unendlich  vieler  solcher  Hyperboloide. 
Irgend  zwei  gerade  Linien  des  Raumes,  welche  die  beiden  gegebenen  schneiden,  lassen  sich  auf  diese 
Weise  geometrisch  bestimmen  und,  dem  entsprechend,  unter  der  gemachten  BestLmmnng  der  linearen 
Functionen  durch  je  zwei  der  sechs  Gleichungen  (OGj  und  (G7),  in  welche  die  viertheilige  Gleichung: 

-?r     =     -^      =     4     =     4 

p  q  r  s 

sich  auflöst,  analytisch  darstellen.  Nehmen  wir  insbesondere  zur  Bestimmung  der  beiden  geraden 
Linien  zwei  der  drei  Gleichungen  (GG),  so  treten  in  der  vorstehenden  Constructiou  an  die  Stelle  der 
beiden  Hyperboloide  zwei  hjijerbolische  Paraljoloide,  deren  Linien  einer  Erzeugung  einer  gegebenen 
Ebene  parallel  sind,  und  die  eine  dieser  Linien  gemein  haben. 

In  ein  ausführliches  Detail  einzugehen,  ist  hier  nicht  der  Ort. 

*)  Vergl.:  Oll  a  New  Geometrv  of  Space.     Phil.  Trans,  18G5.    p.  750. 
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{AB  —  AD')r  +  (B'  D  —  BD')s  +  {CD  —  CD')  =  0, 
{A'E  —  ÄE')f  +  {B'E  —  BE')  s  +  {€' E  —  (?^')  =  0,    i  (77) 

{ÄF—  AF')r  +  {BF—  BF)  s  +  {€" F  —  ("/")  =  0 
nehmen  können.     Dami  sind  alle  Linien  der  Congi-uenz  einer  Ebene  parallel, 
deren  Gleichung  wir  erhalten,   wenn  wir  in  eine  beliebige  der  vorstehenden 

Gleichungen  r  und  5  diu-ch  —  und  —  ersetzen.    In  derselben  Ebene  liegt  eine 

Directrix  unendlich  weit :  die  Durchschuittsliuie  paralleler  Ebenen.    Wir  haben 
eine  Congruenz,    deren   eine  Directrix  unendlich   weit  liegt,    eine   parabo- 
lische genannt.    Zur  Bestünmung  der  nicht  unendlich  weit  liegenden  Dh*ectrix 
gibt  die  paarweise  Gleichsetzung  der  drei  ersten  Ausdrücke  (61): 
{Ä'B~AB')—{ÄF—AF')x—{B'F—BFyj+[{ÄD—AD')  +  {B'E—BE')\z=(), 
{ÄC'—AC")  +  {ÄE—AE):v—[{ÄD—AD')+{C'F—CF')]ij+{C'E—CE')z=o\{l%) 
{B'C—BC)  +  [( B'E—BE)  +  {C'F—  CF')]x— {B'D—BDyj—{C'D~CD')z =0. 
Diese  drei  Gleichungen  stellen  drei  durch  die  Directrix  gehende  Ebenen  dar. 
Wenn  insbesondere  F  und  F'  verschwinden,    redueiren    sich    die    fraglichen 
Bedingungen  auf: 

D'E  —  DE'  =  0. 
Dann  erhalten  wir  für  die  Ebene,  welcher  die  eine  Directrix  parallel  ist,  die 
unter  sich  identischen  Gleichungen: 

{ÄD  —  AD')x  +  {B'D  —  BD')ij  +  {t"D  —  CD')z  =  0,  ) 
{ÄE—AE').i-  +  {B  E  —  BE')y  +  {C'E—CE')z  =  0,  1 
und  für  die  Gleichungen  der  anderen: 
{AB  — AB')  +  [{ÄD  —  AD')  +  {B'E  —  BE')]z  =  0, 
{ÄC—  AC)  +{A'E—AE')x  —  {ÄD  —  AD')ij  +  (C'E—CE')z  =  0, 
{B'C—B C)  +  {B' E—  B E') x  —  {BD  —  BD) ij  —  {C'D  —  CD') z  =  0.  ^ 
Die  nicht  unendlich  weit  liegende  Directrix  ist  also  der  Ebene  XV  parallel. 
Die  fraglichen  Bedingungen  werden  insbesondere   auch  befriedigt,   wenn 
gleichzeitig  D  und  D',  E  und  E'  verschwinden.     Dann  liegt  eine  Directrix  in 
der  früheren  Ebene  unendlich  weit,  die  nun  durch  die  Gleichung: 

{ÄF—AF')x  +  {B'F—BF')y  +  {C'F—CF')z  =  0  (81) 

dargestellt  wird.     Für  die  andere  Directrix  kommt: 

{AB  — AB')  —  {ÄF—  AF')x  —  {BF—  BF')//  =  0, 

A'C'—AC 


(70) 


(80) 


y 


C'F- 
B'C- 


-CF' 
-BC 


C'F—CF' 


(82) 


8') 

Dieselbe  ist  also  der  Axe  (tZ  piinillel  uml  sclineitlet  die  Klieiie  W  in  einem 
PiuKte,  dessen  (  uurdiniiten  durch  die  letzten  lieiden  (ileiehunf^en  l»estininit 
werden.  Weini  wir  diese  C<.K>rdinaten-Wei"the  in  die  erste  der  letzten 
ili'ei  Gleichungen  einsetzen,  so  wird  diese  Gleichun«;  in  PVdge  der  identischen 
Gleichuu};: 

(  r/;— ./y9')(r7'-rA')-M//'r— /?r'i  I  i7'     //"i     ( /v      \t')^irr    /if')-{) 

hetriedif^rt. 

Wenn  insbesondere: 

( Ä D  —  A //)  -\-{B' E—liE)  +  {€' F—  CF')  =  0 ,  (83) 

so  particularisii"t  sich  die  parabolische  Conginienz.  Alsdann  werden  die  <lrei 
Ebenen  (78),  durch  deren  Durchschnitt  die  im  Kndlichen  liegende  Directrix 
der  Congi-uenz  bestimmt  wnu-de,  unter  sich  und  mit  der  El)ene  parallel,  in 
welcher  die  zweite  Directrix  luiendlich  weit  liegt. 

Die  beiden  Directricen  der  parabolischen  Congruenz  fallen 
im  Unendlichen  in  eine  gerade  Linie  zusammen. 

Wir  gehen  liier  nicht  weiter  auf  diese  besondere  Art  von  Congi'uenzen 
ein,  da  sie  dem  ersten  in  der  G 8.  Nummer  behandelten  Falle  vollkoiiimen 
analog  ist. 

Die  vorstehende  Bedinguugs-Uleiciiung  (s;;)  wird  vermöge  (G2)  insbeson- 
dere befriedigt,  wenn 

A  D  +  ß  E  +  CF  =  ( >,  \  .g^. 

Ä  D'+Ii'F'  +  C'F'  =  0.  ) 
Alsdann  sind  sämmtliche  Complexe  der  die  Cougi-uenz  bestimmenden  zwei- 
gliedrigen Grupiie  von  der  besonderen  Art,  dass  ihre  Parameter  verschwin- 
den. In  Uebereiustimmung  hiermit  fallen  die  drei  Ebenen  (78)  in  eine  einzige 
zusammen.  Da  die  Axen  aller  Complexe,  denen  eine  parabolische  Congi-uenz 
angehört,  unter  sich  parallel  sind,  so  schliessen  wir: 

Die  Congruenz  hat,  unendlich  viele,  unter  sich  parallele 
Directricen,  die  in  derselben  Ebene  liegen.  In  dieser  Ebene 
liegt  auch  die  unendlich  weit  liegende  Directrix. 

Dieser  Fall  entspricht  dem  zweiten  Falle  der  68.  Nummer.  Es  ist  bloss 
der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  Directricen  unendlich  weit  gerückt. 

76.  Wenn  die  Bedingimgs-Gleichungen  (63)  erfüllt  werden,  entspricht  dem 
besonderen  Werthe  des  imljestimmten  Coefficienten : 

ABC 
ft  =  -  ^,  =  -  ^,  =  -  ^  (8ö) 


(86) 
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ein  Complex  der  zweigliecli-igen  Gruppe,  welcher  durch  eine  der  drei  folgen- 
deu  unter  sich  identischen  Gleichungen  dargestellt  wh-d: 

—  {ÄD~AD')6  +  {ÄE—AE')q  +  {ÄF—AF')ij  =  0, 

—  {B'D~3D')0  +  (B'E~BE')q  +  {B'F—BF')7)  =  0, 

—  {C'D  —  CD')a  +  {C'E^CE')q  +  {C'F~CF')rj  =  0. 

Die  Axe  des  Complexes  steht  auf  derjenigen  Ebene,  welche,  wenn  wir 
—  o,  Q,  t]  mit  .r,  //,  z  vertauschen,  diu-ch  die  letzte  Gleichimg  dargestellt  Avird, 
im  Anfangspuncte  senki'echt.  Da  der  Parameter  des  Complexes  gleich  Null 
ist,  ist  diese  Axe  eine  der  beiden  Directricen  der  CongTuenz.  In  Ueberein- 
stimmung  hiermit  werden  die  Gleichimgen  (61)  befriedigt,  weim  .r,  >/,  z 
gleichzeitig  verschwinden.  Diese  Gleichungen  reduciren  sich  im  vorliegenden 
Falle  auf: 

J^F'y-Ez  ~  B—F'x-\-D'z         C'-^E'x-D'y         Ä  ^   B'  —   C  '  ^°^^ 

Sie.  geben,  wenn  wir  die  drei  ersten  ihrer  \ier  Glieder  nach  einander  dem 
vierten  gleichsetzen : 

{C'F—CF')>j  ^  {C'E—CE')z  =  0, 

{C'F~CF')x—  {C'D  —  CD')z  =  0, 

{C'E—CE')x—  (C  D—CD')y  =  0. 

Diese  Gleichungen,    in  welchen  wir  B  und  A  an  die  Stelle  von  C  scln-eiben 

können,  lassen  sich  in  folgender  Weise  zusammenziehen: 

••^  =  V  = ? ,  ^Q^-V 

CD  — CD'  C'E—CE'  C'F-OF'  ^^'^f 

und  stellen  die  dm'ch  den  Anfangspunct  gehende  Directrix  dar. 

Die  Bedingimgs-Gleichungen  (63)  werden  insbesondere  befriedigt,  wenn 
A  und  Ä,  B  und  B'  verschwinden.  Dann  erhalten  wir ,  wenn  wii"  paarweise 
die  drei  ersten  Ausdi'ücke  (61)  einander  gleich  setzen: 

[{E'F—EF')x  —  {D'F-~nF')ij  +  (D'E—DE')z]z  =  0,  ■ 
[{C'F—CF')  +  {EF-~EF')x  —  {D'F—DF')y  +  {D'E~DE')z\y=  0,  ^        (89) 
\(C'F—CF)  +  {E'F—EF')x  —  {^D'F—DF')y  +  (d'E—DE')z\x  =  0. 

Um  die  vorstehenden  drei  Gleichmigen  gleichzeitig  zu  befriedigen,  genügt  es, 

■  =  '*  )  (90) 

(C'F~CF')  +  {E'F—EF')x  —  ^Ü'F^DF'jy  =  0  j 

zu  setzen.  Die  dm-ch  diese  beiden  Gleichungen  dargestellte  gerade  Linie  ist 
die  zweite  Directrix  der  Congruenz.     Sie  liegt  in  der  Coordinaten-El:»ene  XF. 


S7 

TT.    Wenn  ^'leiclizt'itig 

'         "        S.  P  —  E.  —   ^ 

.1  /."  ^  C  '  jy  ~   FT  ~  1"' 

30  ist  die  Confn-uenz  eine  paralHilische,  deren  nielit  mieiullieh  weit  liegende 
Direetrix  dnroh  den  Anfaiigspunct  der  Coordinuten  gelil.  Dann  winl  die 
Gleiehnng  der  durch  den  Anlangspunct  gelegten  Ebene,  denen  die  Linien  der 
Congnienz  parallel  sind,  die  folgende: 

./.r+  //y  +  r.-  .     (I. 
hir  dun  li  diu    Anliingspiuict  gehende  DirectrLx  erhält  zu  lileiduuigen: 

.T   y    z 

/J  ~  £  ~  F  ' 
und  die  auf  ihr  senki-echte,  durch  den  Anfangspunct  gehende  Ebene  hat  «lic 
Gleichung: 

/).(  +  A>  -u  Fz  =  U. 
78,    Wenn  wir  pai-ticiüarisireu  und 

.r/?-.i/?'  =  o,  1  =  1  =  F  (•'!) 

setzen,   sind   alle  Linien   der  parabolischen  Congiiienz   einer  Ebene  parallel, 
die  anf  der  Coordinaten-Ebene  Ä'F  senkrecht  steht,   wälu-eud  ihre  Direetrix 
diu-ch  den  Anfangspunct  geht. 
Wenn 

A,  .f.   />'.  /f'^0,  ^  =  |  =  |;,  (92) 

sind  alle  Linien  der  ijarabolischen  Congi-uenz  der  Ebene  AT  parallel. 
Wenn 

D'E-DE'==^,  F,F'  =  0,  ^,  =  1  =  -^,         (93) 

liegt  die  Dii-ectiix  der  parabolischen  Congi-uenz  in  der  Ebene  XV. 
Wenn 

/?,   //,  E,    E'  =  0,  -j,  =  |,  =  ^,,  (94) 

fällt  die  Directiix  der  parabolischen  Congiaienz   in   die  Coordinaten-Axe  OZ. 
Wenn 

A,  Ä,  B,  F,  D,  D\  E,  E  =  0,  (9.0). 

sind  die  Linien  der  parabolischen  C'ougiiienz  der  Coordinaten-Ebene  Ä'F 
parallel  und  ihre  Direetrix  fällt  mit  der  Coordinateu-Axe  OZ  zusammen.  Bei 
diesen  Voraussetzimgen  wird  die  Gleichung  der  zweigliedrigen  Complex-Gruppe: 

{C+F>])  +  iiiC"  +  F'ri)  =  0,  (96) 
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und  alle  Complexe  der  Grui^pe  werden,    bei  willkürlicher  Annahme   von  /-, 
durch  die  Gleichung: 

7;  +  A-  =  0  (97) 

dargestellt.  *) 
Wenn 

c^  =  7r  -  ¥' '  (9^) 

so  gibt 

ft   =  ~C'  ^  ü'  ^  ^  v"^*^) 

die  folgende  Gleichmig  eines  Complexes  der  zweigliedrigen  Gruppe: 

{ÄC  —  AC)r  +  {B'C  —  BC')s  —  {C  F  —  CF')r]  =  0. 
Dieser  Complex   ist  von  der  besondern  Art,   dass  alle  seine  Linien   die  Axe 
desselben  schneiden,   und  diese  Axe,   eine  Directrix  der  Congruenz,   ist  hier 
der  Coordinaten-Axe   OZ  parallel    und    schneidet    die    Ebene  AT  in  einem 
Puucte,  dessen  Gleichung  in  Linien -Coordinaten  dieser  Ebene  die  folgende  ist: 

{B'C—  BC')t  —  {ÄC  —  AC')u  ~{C'F—  CF'))v  =  0. 
(Vergl.  Nr.  45.  (95).) 
Wenn  insbesondere 

so  fällt  eine  Directrix  der  Congruenz  mit  der  Axe  OZ  zusammen. 

Um  noch  ein  letztes  Beispiel  zu  geben,  wollen  -svir: 

±  _   B_  _  F_  £^  _  P    _  ^ 

A  —    B'  ~  F'  '  C   ^   Ü  ~   E  (l'*l) 

setzen.     Wenn  wir  dann  nach  einander 


A  B  F 

ft  =  -  ^-  =  -  ^-  =  -  Y  ' 


(102) 


nehmen,  erhalten  ^vir  für  die  Gleichungen  zweier  Complexe  der  Gruppe: 

ii  +  f,  ß'  =  0 


xy  —xy 

eil     "11     im    //     iit-11     rvuouiuuß.    

geude  über: 


)  Setzen   wir  für  r]   den   Ausdruck  — ^— — t-=^  ,    so   gebt   die   Gleichung  des  Textes   iu  die  fol- 


X  y  —  xy     _  ^ 

und  gibt,  wenn  I:  unbestimmt  wird,  gleichzeitig 

x'y  —  xy    =0,  c  —  :'  =  0, 


(7.  J 


die  folf^eiulen: 

(.rr— ./r')/-j-  {/fc-uc).,  —  [Cf    rr^,j 

Diese  l)ei(len  (fleicliunLri'ii  rcdiuiren  sitli  auf: 

f         ha  +  A'p  =  (),    1 

//•  -f  Ä.V  +  /'",/  =  0  / 
und  stellen  zwei  Complexf  der  Itesonderen  Art  dar,  deren  Parameter  ver- 
sthwnden.  Die  Axt-n  der  Coinplexe  sind  die  l)eiden  Directrieen  der  Con- 
gi-nenz.  Kine  dei-selben  lief^  in  der  f^hene  XV  niid  wird  in  dieser  Ehene 
durch  die  (Tleioluing: 

V-\-  Kx—  1)1/  =  i)  (Kl.-,) 

dargestellt.     Die  andere  ist  der  Axe  OZ  parallel  und  schneidet  die  Ebene  .V  /' 
in  einem  Pnncte,  der,  in  dieser  Ebene,  durch  die  Gleichung: 

ßf  —  All  +  F  =  0  iKiii, 

dargestellt  wird  (Nr.  .'JS.). 

79.  Zur  analytischen  Darstellung  einer  zweigliedrigen  Complex-Grupjic 
und  der  dadurch  bestimmten  Congiiienz  haben  wir  uns  bisher  rechtwinkliger 
Coordinaten-Axen  bedient,  und  daliei  den  Mittelpunct  der  Cougi-uenz  zmn 
Anfangspuuete  der  Coordinaten  und  zur  Axe  OZ  diejenige  Linie  genommen, 
welche  die  beiden  Directricen  rechtwinklig  sclineidet.  Indem  wir  alsdann 
die  beiden  Axen  OX  und  OV  mit  den  beiden  Nebenaxen  der  Congi-uenz  zu- 
sammenfallen Hessen,  haben  wir  auf  dem  einfachsten  Wege  die  allgemeine 
Bestimmung  derselben  in  der  (j9.  Nummer  erhalten. 

Wir  können  alter  auch  jede  beliebige  gerade  Linie  der  Congruenz  als 
Axe  <>Z  und  den  Punct,  in  welchem  sie  die  Central-Ebene  schneidet,  zum 
Anfang5pimct  nehmen.  Wenn  wir  dann  die  beiden  Nebenaxen  in  dieser 
Ebene  imrallel  mit  sich  selbst  so  verschieben,  dass  sie  in  dem  neuen  Anfangs- 
pimete  sich  schneiden,  so  halbiren  sie,  nach  wie  vor,  die  Winkel,  welche  die 
beiden  Directricen,  in'ojicirt  nach  OZ  auf  die  Central-Ebene,  mit  einander 
bilden.  Es  ist  klar,  dass  in  der  neuen  Coordinaten-Bestimmung  die  Gleichung 
der  Complex-Gruppe  die  fi-ühere  Fonn  behält.  Ist  der  Neignngswinltel  der 
Axe  OZ  gegen  die   Ebene  XF  y,    so    tritt  an  die  Stelle   von  J  nunmehr 

-. —  ,  das  heisst,  der  Abstand  der  Durchschnittspuncte  der  Axe  OZ  mit  den 

sm  Y 

beiden  Dii-ectrieen  vom  Anfangspuncte  der  Coordinaten. 

Wii-    können    endlich  auch,    ohne   die  Fonn    der  obigen  Gleichung    zu 

Pliickcr,   Geometrie.  12 
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ändern,  die  beiden  Axen  O.V  und  OF  in  der  Central -Ebene  beliebig  so  an- 
nehmen, dass  sie  mit  den  Projectionen  beider  iDirectricen  vier  Harmonicalen 
büden.  Die  Axe  OZ  können  wir  als  einen  Hauptdm-chmesser ,  die  Axen  OX 
und  Or  als  zwei  conjugirte  Nebendvu-ehmesser  der  Congruenz  bezeichnen. 
Die  conjugirten  Nebendurchmesser  bleiben  auch  dann  reell,  wenn  die  beiden 
Directricen  imaginär  werden. 

Wir  haben  früher  zwei  conjugirte  Congruenzen  dadurch  definirt,  dass 
in  denselben  Axen  und  Nebenaxen  dieselben  sind,  nm-  die  durch  den  Scheitel 
der  Axe  gehenden  Directricen  ihre  Richtungen  gegenseitig  vei-tauschen.  Wir 
können  an  die  Stelle  der  Axe  der  Congi'uenz  in  dieser  Definition  einen  be- 
liebigen Durchmesser  setzen.  Dann  hat  eine  Congruens  unendlich  viele  con- 
jugirte: jedem  Durchmesser  derselben  entspricht  eine  solche. 

80.  Das  Vorstehende  enthält  die  vollständige  Discussion  der  durch  zwei- 
gliedrige .Complex- Gruppen  bestimmten  Congruenzen.  Wir  wollen  in  dem 
Folgenden  an  diese  Discussion  neue  Betrachtungen  anknüpfen,  welche  be- 
stimmt sind,  von  der  Natur  solcher  Congi'uenzen  ein  anschaiüiches  Bild 
zu  geben. 

Im  Anschluss  an  die  69.  Nummer  stelle  imter  der  Voraussetzung  recht- 
winkliger Coordinaten 

Ar  +  Bs  —  Bö  +  EQ  =  0  (107) 

einen  derjenigen  beiden  Complexe  besonderer  Art  dar,  welche  eüie  der  beiden 
Directricen  der  Congruenz  zu  Axen  haben.  Dann  erhalten  wir  zur  Bestim- 
mung der  Constanten  dieser  Glleichimg  neben  den  beiden  Gleichungen  (44) 
und  (45)  die  folgende: 

Aß  +  BE  =  0.  (108) 

Aus  den  beiden  ersten  Bedingungsgleichimgen  ergibt  sich: 

^J  =  z/ätang•^i^,  (109) 
aus  (44)  und  (108): 

^  =  ^'-  (110) 

Dividiren  wir  die  beiden  letzten  Gleichungen  in  einander  und  berilcksich- 
tigen  (108),  so  ergibt  sich 

~  =  §r  =  tang^'i>.  (111) 

Setzen  wir  J)  ==  l ,  wonach  erst  A,  B,  E  absolute  Werthe  erhalten,  uud 
berücksichtigen  wir,  dass  für  den  Fall  reeller  Directricen  das  Produet: 


—    i'l 

•  Uli  I    taiiii-  l> 

muh  «ler  (Hl.  NmiiiiitT  «•iiuMi  |K»sitiven  Wcitli  «Tlialtfii  iniis-.  -m»  «•r'_'fl>i'ii  -irli 
die  folgen« It '11  vier  nuViuii«'»  (-'«»nstantcii-lJistimiminjjfeii: 

.1  /taug».  //-    -4-./.  /;=— tangl>,  (112) 

/  /taugt».  n  I.  A'-=+tangH,  (ll.'.) 

A  ^  -r  J  taug  n .  /.'  / .  /:  =  +  taug  »,  (Uli 

./  =  +  J  taug  ».  />•=--    J,  /■:  =  —  tang  ».  dir.) 

Div  lii'kk'U  ersten  ConiMnationen,  nnd  ebenso  die  lieiden  letzten,  lassen  sich 

aits  einander  iladureh  alileiten.   dass  man  gleiehzeitig  die  Vurzeichen  vun  ./ 

luid  tang  »   hindert.     Die  beiden   ei-sten  Conibinationen    bestimmen   also   die 

fraglichen  Complexe  der  einen,  die  lieiden  letzten  iler  auilcri-ii  von  zwei  con- 

jngirten  Congi'iienzen.      Wir  können  also,  indem  wii-, 

S  =  a  —  J  tang  i>  ■  r  —  tang  i>    o  +  z/.v  =  0,   1 
S'       G  ~  J  fang  W  ■  r  +  tang  i)     o  —  Js  =  0     } 

setzen,  durch 

A  +  fiZ'  =  <»  fllTi 

die  Complex-Grujjpe  der  einen  Congi-uenz,  indem  wir: 


S^  =  G  +  J  taug  ^  •  7-  +  taug  0^  •  o  +  Js  == 
Si'  =  o-  +  J  tang  0^  •  /•  —  tang  n    o  —  Js  = 


"'1 

0     ) 


(ll.S) 

i,  =  <;  -f-  .^  tang  v  •  /•  —  tang  n  ■  q  —  /js  =  ')     i 
setzen,  dm-ch 


^,  +  ,,£,'  =  0  (110) 

die  Complex-Grujjpe  der  conjugirten  Congruenz  darstellen. 

!^1.  Es  möchte  -sielleicht  nicht  impassend  sein,  auch  noch  auf  directem 
Wege  die  vorstehenden  Gleichuugeu  abzuleiten.  Unter  Beiljehaltung  der  bis- 
herigen Coordiuateu-Bestimmimg  seien  die  Gleichungen  der  beiden,  als  ge- 
geben betrachteten  Directricen  einer  Congruenz: 

y-=taugJ>..r.  z  =  J,        | 

y  =  —  taug  »  •  .r,  z  =  —  z/.    J 

Es  handelt  sich  danuu.    die  beiden  Complexe  besonderer  Art  zu  Ijestimmen, 

deren   Axen   mit   den   l>eiden  Directricen   zusammenfallen.     Verschiel)eu   wir 

die  beiden  Complexe  mit  ihren  Axeu  so,   dass  diese  letztern   in  die   mit  der 

Central-Ebene  der  Congi-uenz  zusammenfallende  Coordinaten-Ebene  ÄV  nicken, 

so   erhalteu   Avir   die  Gleichungen    der  beiden  Complexe  in   der  neuen  Lage 

unmittelbar,  wenn  wir  in  den  Gleichungen  der  gegebenen  Directricen   r  und  // 

mit  Q  und  g  vertaitscheu.     Auf  diese  Weise  kommt: 

12* 
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ö  =  tangi)-?,        \  '  (121) 

G  =  —  tang  i)-  •  (j.  j 
Weiiu   wir  die   Complexe   wieder   in   ihre   lu-sprüuglielie  Lage    zurückführen, 
haben  wir  in  der  Gleichung  des  ersten  q  und  g  mit 

Q  -\-  /l  ■  r     und     a  +  z/  ■  ,9, 
in  der  Clleichung  des  zweiten  mit 

Q  —  z/  •  r     und     G  —  J  ■  s 
zu  vertauschen  (Nr.  12.).     Nach  dieser  Vertauschung  ergibt  sich: 
G  —  /l  tang  ^  ■  ;•  —  taug  {)■  •  (»  +  z/  •  ä  =  0,   1 
G  —  /l  tang  #■■/•  +  tang  %•  ■  q  —  zl  ■  s  ==  0.    ] 
Diese  Gleichungen  sind  dieselben,  die  wir  eben  für  die  erste  der  l^eiden  con- 
jugü-ten  CongTuenzen  gefunden  haben;    die  Gleichungen  der  zweiten  erhalten 
wir  dm-ch  Aenderung  des  Vorzeichens  von  tang  !)■  (116),  (118). 

82.  Zur  Bestimmung  der  Congiaienz  können  wir  an  die  Stelle  der  beiden 
Complexe  ii  imd  PJ  die  beiden  Complexe  S*  imd  S'  nehmen,  und  demnach 
dieselbe  Complex-Gmppe,  die  wir  früher  durch  die  Gleichung: 

il  +  (( il'  =  0  (3) 

dargestellt  haben,  nunmehr  durch  die  Gleichung: 

£^  +  (.S''  =  0  (117) 

darstellen.    Diese  Gleichung  wh'd,  wenn  wir  entwickehi  mid  der  Kürze  wegen 

\^,-'  (122) 

setzen : 

G  —  J  tang  0-  •  /•  —  2  (taug  %  ■  q  —  /t  ■  s)  =  0.  (123) 

Sie  stellt,  wenn  wir  für  l  nach  einander  alle  möglichen  Werthe  einsetzen, 
die  sämmtlicheu  Complexe  der  zweigliedrigen  Gruppe  dar,  dm-ch  welche  die 
Congruenz  bestimmt  ist. 

Zu  diesen  Comj)lexen  gehören  insbesondere  zwei,  den  Werthen  A  =  0 
und  2  =  cjo  entsprechend,  welche,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 

z/  tang  »  =  /,■", 

tang  ■9'  " 

setzen,  durch  die  beiden  Gleichimgen: 

'ßo  =   +  e  +  >?-o  •  *   =  0      I 

dargestellt  werden.     Die  Parameter  der  beiden  Complexe  sind  /»  und  Aq .    Die 
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AxiMi  iliTSfllicii  t'alloii  mit  «Icii  liciilfii  Ni-benaxcn  iUt  ruiimuni/.  /ii.saiiuiu'ii. 
Ihr  Üurihsduiitt  ist  der  Mittolpunct  der  Conj^menz.  Wir  wollen  sie,  ihrer 
iiusgezeiclmeten  Beziehung;  zur  Con^'uenz  wef^en,  besoiuleiN  hervorlieheii  uml 
die  beiden  Centrul-Coniplexe  ileiNell)eii  nemieii. 

Wenn  die  e(»nju>,'irte  ('ou<n"uenz  an  die  Stelle  der  gesehenen  tritt ,  lileiben 
die  Axen  der  beiden  (Vntral-Coniplexe,  die  mit  den  •remeinschartlitheii  Ne))eii- 
axen  der  lieiden  Con<^-iienzen  zusanunenl'allen,  diesell)en.  Amh  tlie  al>s(»luten 
Werthe  ihrer  beiden  Parameter  ilndera  sich  nicht,  nur  ilndert  sich,  in  Folge 
der  Zeichenilnderung  von  lang  t>,  gleichzeitig  das  Vorzeichen  Iteider  Pai'anieter. 

Die  Gleichung  der  Complexgruppe  nimmt  hiernach,  wemi  wii-  ütierdies 
noch  der  Kürze  wegen: 

/.  tang  i^  —  ).., 
setzen,  die  folgende  einfache  Form  an: 

n>  +  A,.  i2o  —  (<T  —  /t«  /•)  +  A«  (o  +  /.-o  .v)  =  (J.  ( 1-'  I  i) 


Es  ist: 


inid  hiernach: 


/-'/•o 

=  -  ^-% 

1 

k" 

=  —  tang- 

»^ 

1 

/•' 

—  kn 

= 

siu  *  cos  * 

= 

2^ 

sin  2'* 

/•' 

+  /-0 

= 

-2z/ 

taug  20'  ' 

1       r. 

^_ 

—  cos  2  S>. 

(l-'T) 


(12.S) 

-^^„    O  IV 

A-o  +  A;, 

Hier  erhalten  wir,  zur  Bestimmung  der  Cougiiienz,  ausser  den  sechs  Con- 
stanten der  Lage  die  beiden  Parameter  ihrer  Central  -  Comjilexe. 

83.    Wenn  wir  von  den  beiden  Gleichungen: 

o         /,.  +/?,  _/>^  +Eq    =0, 

p:  ^  Ar.  +  B's  —  D'g  +  E'q  =  0,  ^       ' 

durch  welche  wir  früher  die  Congi'uenz  bestimmt  haben,  und  zwischen  deren 
Coefficienteu ,  w'eun  die  Nebenaxen  der  Congi-ueuz  zu  Coordmaten-Axen  OX 
und  OF  genommen  werden,  die  Relationen: 

ÄD  —  AD'  =  0, 

FE—  BE'  =  0 

bestehen,   ausgeheu,    so  körmeu  wir  leicht  daraus  die  Gleichung  der  beiden 

Ceutra.l-Complexe  ableiten.     Zu  diesem  Ende  brauchen   wir   bloss  die  beiden 
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Gleichungen  von  einander  abzuziehen,  nachdem  wii-  zuvor  eiiunal  die  erste 
derselben  mit  B\  die  zweite  mit  B ,  das  andere  Mal  die  erste  derselben  mit 
A,  die  zweite  mit  A  multiplicü-t  haben.  Auf  diese  Weise  kommt,  wenn  wir 
die  vorstehenden  Bedingmigs-Gleichimgeu  berücksichtigen: 

{B'J)  —  BD')6  +  {AB  — AB')?-  =  0, 
{ÄE  —  AE')Q  +  {ÄB  —  AB')s  =  0, 
wonach : 

A'B—AB' 

ß'ß—BD'' 

A'B—AB' 


/•o  = 


/■o   = 


ÄE~AK 


(129) 


84.    Um  unter  den  Coniplexen  der  zweigliedrigen  Gruppe  einen  einzelnen 
zu  bestimmen ,  den  wir  durch  die  Gleiclumg : 

Ar  +  Bs—  Da  +  Eq  =  Q 
darstellen  wollen,  müssen  wir  den  Parameter  desselben,  k,  das  -  desjenigen 
Punctes ,  in  welchem  seine  Axe  die  Axe  0  Z  einschneidet ,  und  den  Winkel  ra 
kennen,  den  die  Kichtung  dieser  Axe  mit  der  Richtung  der  Axe  OX  bildet. 
Wii-  können,  bei  der  Bestimmung  dieser  Constanten,  in  gleich  einfacher 
Weise  einmal  von  den  beiden  Central -Complexen,  das  andere  Mal  von  den 
beiden  Dü-ectricen  der  Congruenz,  als  bekannt,  ausgehen.  Indem  wu',  dem 
entsprechend,  die  letzte  Gleichimg  einmal  der  Gleichung  (12G),  das  andere 
Mal  der  Gleichung  (123)  identisch  setzen,  ergeben  sich  die  folgenden  Relationen: 

A  ^  —    /■»    = 

B  =¥        AoX'o  ==        ^^, 
/>=  -1, 


A  tang  % , 


E 


l  tang  #•. 


(130) 


Die  allgemeinen  Gleichimgen  des  vorigen  Paragraphen  (15),  (16)  und  (53)  er- 
geben für  den  fraglichen  Complex, 


tang  oj  = 


indem  wir  C  und  F  gleiela  Null  setzen: 
E 

AE  -  BD 


AD-\-BE 


Fülu-en  wir  /.",  /„  mid  2o  ein,  so  kommt: 

tang  0)  =  —  lo, 


(131) 


(132) 
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uinl  liieraus.  wenn  wir  /„  i'liniiniivn: 

;  =^  (X"  —  /•„)  sin  6)  cos  r>) .  (1 '.]')) 

/•  =  /•«  eos^  (.)  +  /■"  sin-  <■).  (l.'.C) 

und  sdüiesslich ,  nach  Eiiniination  von  <•>: 

2»  +  (X-  —  /•<')  (X  —  /-„)==( ».  (1  ;t7) 

Wenn  wir  dii'  Constanten  der  l)eiden  Directricen  cintahren,  gehen  die 
(tleichungen  (13"))  und  (l."50)  in  die  folgenden  über: 

r  =  ^.^'";",  (138) 

/■  =  -_  o   /    «in («?  +  *)•  «in ''o—*)  ,...(.. 

-  sin  2-*  ■  '^•^■^' 

Jedem  Wertlie  von  r.)   entsprieht  ein  einziger  Werth  von  r  (13.')),  (138)   und 

ein  Wei-th  des  Complex - Parametei-s  (Ißß),  (139).      Da    aber  jedem  Werthe 

\nn  z  zwei  Richtungen  der  Complex-Axe   ujid  zwei  Wertlie  von  /•,   die  reell 

imd  imaginär  sein  können,   entsprechen,    so  gil)t  es  ein  ]\raxünuin  do-  Ent- 

fcnumg  der  Complex -Axen  von  der  Central  -  Ebene.    Für  dieses  Maximum  giljt 

die  Gleichung  (138)  unmittell)ar,   dem  Winkel  r.)  =   r  entsprechend: 

^  =  sTO  =  H^--^-o),  (140) 

und  gleichzeitig  wird  nach  (13G): 

85.  Die  Diseussion  der  vorstehenden  analytischen  Entwickelungen  liefert 
eine  Reihe  von  geometinschen  Residtaten. 

Wir  haben  nach  der  G4.  Nummer  der  Axe  O.X  eine  l)eliebige  deijenigeu 
beiden  Richtungen  gegeben,  welche  die  von  den  beiden  Directricen  einer  ge- 
gebenen Congruenz  gebildeten  spitzen  und  stumpfen  Scheitelwinkel  halbiren, 
und  die  positive  Erstreckung  dieser  Axe  beliebig  angenommen.  Den  Winl<el 
rechneu  wü"  von  der  positiven  Erstreckung  der  Axe  OX  nach  der  positiven 
Erstreckung  der  Axe  OF.  Indem  wir  durch  ^  die  Richtung  derjenigen  der 
beiden  Directricen  bezeichnen,  die  einem  positiven  Z  entspricht,  ist  hiernach 
die  positive  Erstreckimg  von  OF  bestimmt.  In  der  zwiefachen  Coordinaten- 
Bestimmimg  tritt  (i.-r  —  %)  an  die  Stelle  von  0-,  und  deimiach  (124)  vertauschen 
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sieh  die  Werthe  von  X-»  und  k»  gegenseitig  imter  Zeichenwechsel.  Wir  wollen 
das  Coordiuatensystem  so  annehmen,  dass  OX  die  spitzen  Scheitelwinkel, 
die  in  der  Central -Ebene  der  Congrnenz  von  den  Projectionen  der  beiden 
Directricen  gebildet  werden,  halbii-t.  Dann  ist  (128)  X-"  positiv,  /o  negativ, 
nnd,  weü  tang  2#  >  0: 

X-»  +  4  <  0. 
Der  Parameter  des  Central -Compleses,    dessen  Axe  in  OX  fällt,   ist  A"  nnd 
joositiv,  der  Parameter  des  Central -Complexes,   dessen  Axe  in  OF  fällt,   ist 
kn  und  negativ.     Absolut  genommen  ist  der  Werth  des  zweiten  Parameters 
grösser  als  der  Werth  der  ersten. 


» 


Wh*  haben  fi-üher  bereits  neben  die  gegebene  Congruenz  eine  zweite 
gestellt,  die  wiv  die  üar  conjugirte  genannt  haben  (Nr.  69.),  und  die  wir 
erhalten,  wenn  die  Iseiden  Parameter  der  Central -Complexe  der  gegebenen, 
/■"  mid  ko,  gleichzeitig  ihr  Zeichen  ändern,  oder,  was  dasselbe  heisst,  wenn 
zl  dasselbe  bleibt  und  !)■  sem  Zeichen  wechselt.  Neben  die  gegebene  Con- 
gruenz stellt  sich  noch  eine  dritte,  welche  wir  die  ilu'  adjungirte  nemien 
wollen,  und  die  man  erhält,  weim  k"  iind  kn  sich  gegenseitig  vertauschen 
und   zugleich   ihr   Zeichen   ändern.     Dies  kommt  nach  (124)   darauf  hinaus, 

(9-  —  IM  iwi  che  Stehe  von  #  treten  zu  lassen.     Endlich  erhalten  wir  noch 

eine  vierte  Congruenz ,  welche  von  der  gegebenen  munittelbar  abhängt,  wenn 
vrir  von  der  gegebenen  emmal  die  conjugirte,  dann  von  dieser  die  adjungirte 
nehmen,  was  darauf  hinauskommt,  X"  imd  /o  ohne  Zeichen  Wechsel  zu  ver- 
tauschen,  oder,  was  dasselbe  heisst,  (&  —  ^j  an  die  Stelle  von  it  zusetzen. 

In  vmserer  Annahme  ist  für  die  gegebene  Congruenz  2'&  ein  sj^itzer 
Winkel;  für  die  adjungirte  Congruenz  ist  der  entsprechende  Winkel  (jt  —  2  9) 
ein  stumpfer.  Bezeichnen  wh*  zur  Unterscheidung  die  Parameter  der  beiden 
Central  -  Complexe  der  adjimgirten  Congriienz  durch  {k")  und  (Z„),  so  ist: 

(X-)  +  (/.-o)>  0, 
und  da  (X")  positiv,  (/•„)  negativ  ist,  hat  (/•")  absolut  einen  grösseren  Werth 
als  (A,)- 

Die  Axe,  die  Central -Ebene  und  in  ihr  die  beiden  Nebenaxen,  so  wie 
der  Abstand  der  beiden  Directricen  von  einander  bleiben  für  sämmtliche 
vier  Congruenzen  dieselben. 

86.    Wenn  wir  die  Coordinaten  irgend  eines  Punctes  auf  der  Axe  irgend 


—      t, 


eines  Coinplt-xcs  «lii-  zwt'i^lieilngen  (ini])|ii'  ilunli  .1 ,  //,  :  Itezeiclnien,  so  ist: 


2  „2 


cos'  f.j  =     .,  .     ,  •  sin-  f.» 


.r'-'-t-y-  x^  +  ij* 

wonach  dir  <;i(i(lninj(  (13"»)  in  die  loifj;eude  ilheij^eht: 

(.,-•. _y3)2  4.  (/■«_/-„).,.,/  =  0.  Uli', 

Diese  (ileiiluuig  stt-Ut  diejenige  LinienHildie  dar.  die  von  ilt-n  Axi-ii  der 
Complexe  der  zweiglieilrigen  (trnppe,  durch  welche  die  Congi-uenz  hestininit 
ist,  gebildet  wird. 

Tr  nachdem  wir  in  der  vorstehenden  Gleichung  das  eine  oder  das  andere 
der  liiidcii  Vorzeichen  nehmen,  liezieht  sie  sich  auf  die  gegebene  oder  die 
dieser  conjugirte  Congiiienz.  Soll  sie  sich  auf  die  gegebene  beziehen,  so 
miiss,  der  gemachten  Coordinaten-Bestiuimung  gemäss,  nach  welcher  (/"  —  A-q) 

positiv  ist,    wenn  wir   •     gleich  der  Tangente   des  WinJcels   iY ,   also  positiv, 

nehmen,  auch  der  Wertli  von  z  positiv,  =  -{-  J .  werden.  W'ii-  müssen  also 
das  untere  Zeichen  wühlen  und  erhalten: 

( .r^  +!/')z  —  (^-u  —  /o)  -ly  =  n.  ( 1 4;i) 

Die  einzige  Constantc.  welche  in  dieser  Gleichung  vorkommt,  (/i"  —  An),  ist 
die  Summe  der  absoluten  AV'erthe  der  Parameter  der  Central  -  Complexe.  Diese 
Summe  ist  aber  auch  (140)  das  Doppelte  des  Maximimi  von  z,  also  gleich 
der  Höhe  /i  der  Fläche,  die  von  zwei  Ebenen  eingeschlossen  ist,  in  deren 
Mitte  die  Central -Ebene  hindurchgeht.  Die  Fläche  wird  von  jeder  zwischen- 
liegenden El)ene  in  zwei  geraden  Linien  geschnitten ,  welche  in  der  Central- 
Ebene,  indem  sie  mit  den  beiden  Axen  der  Central -Comjjlexe  zasammen- 
fallen ,  aiif  einander  senkrecht  stehen.  Wemi  sich  die  schneidende  Ebene  von 
der  Central -Ebene  nach  der  positiven  Seite  entfernt,  wird  der  Winkel,  wel- 
chen sie  mit  einander  bilden,    immer  kleiner,    bis   er,   in  der  einen  Gränz- 

Ebene,    für  o  =    ,  ,   verschwindet,   und  demnach   die   beiden  Linien  in  eine 

einzige  zusammenfallen.  A\'enn  sich  die  schneidende  Eigene  von  der  Ceutral- 
El)ene  nach  der  negativen  Seite  entfernt,  wird  der  Winkel,  den  die  beiden 
Durchschnittslinien  mit  einander  ])ilden,   ein  stumpfer,    bis  derselbe  in  der 

anderen  Gränz -Ebene,  w  =  —  ^  entsprechend,  gleich  .t  wird  und  demnach 

die  beiden  Dm-chschnittslinien  wieder  zusammenfallen.  Die  Gleichung  (135) 
zeigt,    dass   die  Linien,   welche   den  Winkel  der   beiden  Durchschnittslinien 
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in  einer  beliebigen,  der  Central -Ebene  parallelen,  Ebene  halbiren,  in  den- 
jenigen beiden  Ebenen  liegen,  welche  mit  den  Coordinaten-Elieuen  XZ,  Y Z 
gleiche  Winkel  bilden.  *) 

Da  die  gegebene  Congi-uenz  von  zwei  Constanten  /"  und  X»,  die  frag- 
liche Fläche  aber  mu-  von  einer  Constanten,  der  Differenz  jener  beiden, 
abhängt,  so  steht  diese  Fläche  zu  unendlich  vielen  Congi-uenzen  in  der  glei- 
chen Beziehung,  dass  sie  der  geometrische  Ort  der  bezüglichen  Complex- 
Axeu  ist.  Unter  diesen  Congnienzen  befindet  sich  auch  die  der  gegebenen 
adjuugirte;  denn  wir  können  X»  und  /o  nnter  Zeichenwechsel  vertauschen, 
ohne  dass  die  Gleichung  der  Fläche  sich  ändert.  Diese  Fläche  steht  also 
in  derselben  Beziehung  zu  der  gegebenen  Congraenz  und  der  ihr  adjun- 
girten. 

87.  Wu-  wollen  die  Complexe  der  'zweigliedrigen  Gruppe  dadurch  geo- 
metrisch bestimmen,  dass  wir  auf  den  Axen  derselben,  welche  sämmtlich 
OZ  schneiden,  von  dieser  Axe  aus  die  entsprechenden  Parameter  unter  Be- 
rücksichtigung des  Vorzeichens,  auftragen.  Dann  erhalten  wir  eine  der  in 
der  vorigen  Nummer  betrachteten  Linienfliiche  aufgesclniebene  Cm-ve,  durch 
welche  die  ganze  zweigliedrige  Complexgruppe  bestimmt  wird.  Wir  wollen 
diese  Curve  die  characteristische  Curve  der  Congruenz  nennen. 
Es  genügt,  die  Projection  dieser  CmTe  auf  die  Coordinaten-Ebene  XY  zu 
kennen:  jedem  Puncte  der  Projection  entsiiricht  ein  einziger  reeller  Punct 
der  Fläche. 

Die  Gleichung  (lo6)  ist,  in  Polar- Coordinaten,  die  Gleichung  dieser 
Projection,  wenn  wir  in  ihr  7i  als  Leitstrahl  imd  gleichzeitig  mit  oj  als 
veräjiderlich  betrachten.     Diese  Gleichung  geht,  wenn  wir: 


/•  =  +V  A'^  -|-  !/'-,    cos  w  =  "^  '    sin  oj  =  -^ 
setzen,  in  die  folgende  über: 

(,r^    +   y2)3    =    (X-O.,..    +    /.^y.).,  (144) 

und  stellt  dann  die  projieirte  Curve  in  gewöhnlichen  Punct  -  Coordinaten 
dar.  Diese  Gleichung  bleibt  dieselbe,  wemi  wir  die  Zeichen  von  X"  und  A-„ 
gleichzeitig  ändern.  Die  durch  die  Gleichung  dargestellte  Curve  steht  also 
in  gleicher  Beziehung  zu  der  gegebenen  Congruenz  und  der  ihr  conjugirten. 


*)  Für  die  geometrische  Anschauung  bieten  Modelle,   die  ich  von  dieser  und  ähnlichen  Flächen 
habe  anfertigen  lassen,  grosse  Erleichterung. 


-    w    — 

Sie    besteht,     (Fi<jiir   7).    aus    vi»'r    iiaarwcisi-     f^U-ic-hen  v 

Sclüeif  en ,   die  innerhall»  der  vier  von  de»  Projeitionen  der  /|\ 

Iwideii  Direetricen  gebildeten  Selieitehvinkel  liegen.  j 

s.S.    r>ie   (tleicbuiig    (l.')7)    liefert,    wenn    wir   siu    in  \ 

derselben  Weise   Itehamleln,   wie  in  der   vorigen   Nnnnner     x-^;^ 
die  tileiehung  (13t»),  eine  neue  Flilehe.  welche   durch    die 
eben   bestimmte  Curve  iloppelter  Knlnnnung  gtlit.     I  »lese 
Gleichung  fonnt  sich  in  die  folgende  um: 

(.r^  +  y^  +  z^-  +  A-A-oY-  =  (-<•"  +  ^oY  (.1'  +  r),     (145) 
und  stellt  eine  Fliehe  vierter  (>dnung  dar.    Diese  Flilehe 
ist  eine  UmdrehungsHAche,  deren  Axe  OZ  ist.     Für  die  Meridian-Cm've  der- 
selben in  der  Ebene  A'Z  erhalten  wir,  indem  \vir  y  vei-sch\vinden  lassen: 

(.r-i  +  c»  +  /•"/■„)=!  =  (/■»  +  A„Y  .r-', 
und,  wenn  wir  entwickeln: 

...  +  (.,.  +  '^+A)ä  =   ("L^y.. 

Diese  Gleichting  stellt  ein  System  zweier  Kreise  dar,  deren  beiderseitiger 
Kadius : 

i  (X"  —  /o)  =  /t  (146) 

ist,  und  deren  Mittelpuucte  auf  der  Axe  OX  von  der  Axe  OZ  nach  ent- 
gegengesetzter Seite  den  Abstand: 

—  +(/-<'  +  /■„)  =  r  (147) 

haben.  Die  beiden  lu'eise  schneiden  sich  auf  OZ  in  denjenigen  beiden 
Pmicten,  in  welchen  diese  Axe  von  den  beiden  Directricen  geschnitten 
wii-d.  *) 

Die  neue  Fläche  wird  also  dm-ch  ümckehen  eines  Kreises  um  die  Axe 
der  Congraenz  erzeugt.  Der  Radius  desselben  ist  gleich  der  halben  Höhe 
der  Linienfläche  (142).  Sein  Mittelpimct  liegt  in  der  Central  -  Ebene  und 
dessen  Abstand  von  der  Axe  OZ  ist  dem  Parameter  desjenigen  Comjilexes 
gleich,  dessen  Axe  in  die  Begi-änzungs-Ebene  der  Linienfläche  (142)  fällt. 
Die  Rotationsfläche  liegt  ganz  zwischen  denselben  Ebenen  und  -wird  von 
jeder  derselben  nach  dem  Umfange  eines  Kreises  berühi-t. 


*i  Wir  können  beiläufig  bemerken,  dass  die  Durchschnittspunete  der  beiden  Directricen  mit  der 
Axe  der  Congruenz  die  beiden  Brenupuncte  eines  Rotatioiiii-EUipsoids  sind,  dessen  Mittelpunct  mit 
dem  Mittelpuucte  der  Congruenz  zusammenfällt,  dessen  Rotationsaxe  in  OX  liegt  und  gleich  h  ist, 
■während  der  Radius  seines  Aequatorialkreises  den  Werth  c  hat. 

13* 
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Die  Gleichvmg  (145)  bleibt  ungeändert  dieselbe,  sowohl  wenn  X-*»  und  k(, 
sich  gegenseitig  vertauschen,  als  auch,  wenn  beide  Constanten  gleichzeitig 
ihr  Zeichen  ändern.  Die  Rotationsfläche  bezieht  sich  also  gleichzeitig  auf 
die  gegebene  Congruenz,  die  ihr  conjugirte,  die  ihr  adjungirte  und  diejenige, 
welche  der  ihr  conjugii'ten  adjungirt  ist. 

89.  Wir  erhalten,  wenn  wir  zusammenfassen,  die  folgende  Bestimmung 
der   Axen    der    zweigliedrigen  Complexgi-uppe,    durch    welche    die    gegebene 

TT 

Congruenz   bestimmt  wird.     Wir    haben    vorausgesetzt,    dass  ^  <~r'     Wir 

wollen  von  dem  Werthe  o  =  0  ausgehen,  wo  die  Complexaxe  in  der  Central- 
ebene  liegt  und  der  Complex-Parameter  sein  positives  Maximum  X"  erreicht. 
Wenn  oj  von  0  bis  +  &■  wächst,  entfernt  sich  die  Complexaxe  von  der  Central- 
ebene  auf  der  positiven  Seite  derselben,  während  der  Complex-Parameter  ab- 

nimmt.     Wenn  oj  durch  \f  hindiu-ch   bis  —^  wächst,   wächst  z,  der  Abstand 

von  der  Centi'alebene,  durch  z/  hindurchgehend,  wo  die  Complexaxe  mit  einer 
Directrix  der  Congruenz  zusammenfällt ,  bis  er  sein  Maximum  \  (A"  —  /c„)  =  h 
erreicht,  während  der  Complex-Parameter,  durch  NuH  hindurchgehend,  ne- 
gative Werthe  erhält  und  an  der  Clränze  gleich  \  {k"  -\-  k()^c  wird.      Fährt 

7t  •  7t 

die  Complexaxe  fort ,  sich  um  0  Z  zu  drehen ,    von  oj  =   ^  bis  o  =  -,y ,     so 

nähert  sich  dieselbe  wieder  der  Central  ebene,  während  der  negative  Werth 
des  Complex- Parameters    wächst,    bis   er   in   dieser  Ebene   das   Maximum  k^ 

erreicht.     Dauert   die  Drehung   von  oj  =    ,y  bis  oj  =  -j-  fort,    so    entfernt 

sich  die  Axe  wieder  von  der  Centralebene  auf  der  negativen  Seite  derselben, 
bis  an  der  Grenze  z  sein  negatives   Maximum  ( —  /<)   erreicht,   während  der 

negative  Werth   des  Complex-Parameters   abnimmt  und   au   der  Gränze  den 

"Alt 
Werth  c  erhält.     Bei  der  Drehung  von  oj  =  —^  bis  oj  =  .tt  —  i>  nähert  sich 

die  Axe  wieder  der  Centralebene ,  bis  sie ,  z  =  —  /l  entsprechend ,  mit  der 
zweiten  Directrix  der  Congruenz  zusammenfällt,  während  der  negative 
Complex-Parameter  bis  zum  Versehwinden  abnimmt.  Vollendet  die  Axe  ihre 
Drehung  um  OZ,  indem  o  von  {%  —  %')  bis  a  wächst,  so  nähert  sie  sich 
wieder  der  Centralebene,  bis  sie  wieder  die  Lage  annimmt,  von  der  wir 
ausgegangen  sind,  während  der  Complex-Parameter,  der  sein  Zeichen  geän- 
dert, wächst  und  in  der  Centralebene  wiederum  sein  positives  Maximum 
erreicht. 


1<»I 


!Hi.  Uni  voUstAmlif^f  Synimctri«'  in  tlit-st-n  rntfr.-iulnnij^fii  /ii  iTziclcii, 
müssen  wir  die  p'j^el)ene  ('»»iif^nienz  {^leiclizeitifi  mit  den  f^eiiiimiten  drei 
anderen  betrachten,  die  unmittelbar  von  ihr  abhilnp'ii.  Das  fordert  zunJU-hst, 
das«  wir  auf  die  beiden  LinienHiVehen  Kfleksieht  nehmen,  wcltlic,  bei  dem 
doppelten  Vorzeichen,  dunh  die  (ileiehun^'  (142)  l)estinnnt  werden.  Das 
System  dieser  beiden  KlAchen  können  wir  durch  die  ein/ip-  fiicicliniiL': 

(•»•-  +  //-)-'  :■  =  (/•"  —  /.o)- .»•-//-  (UN) 

da  i-st  eilen. 

|)fi-  vollständige  Durchschnitt  der  RotationsHilche  (145)  mit  den  licidcii 
Linientlilchen  zerfallt  in  zwei  algebraische  Raumcurven,  von  di-iini  eine  üiit' 
jeder  dieser  beiden  Flilcheii  liegt.  Die  Prqjectionen  der  bridcn  lilumlichen 
Durchschnitts-Cunen  auf  die  Centralebene  decken  sicii  und  lösen  sich  dabei 
in  zwei  Curven  sechsten  Grades  auf,  von  welchen  eine  durch  die  frühere 
Gleichung : 

(■r'+r)'  =  (A^x^  +  A-o  !/•'}■', 
die  andere  duri  li  die  folgende: 

(.r.  +  y2)3  =   (^„  .,.2  + /,o  ,^.). 

dargestellt  wird.  In  ilcr  bisherigen  \  iii-;iussetznng 
reeller  Directricen  ix'steht  jede  der  Iteiden  Cur- 
ven (Figiu- 8)  aus  vier  Schleifen,  die  im  Anfangs- 
puncte  der  Coordinaten  einen  vierfachen  Punct 
bilden.  Wenn  mau  eine  der  beiden  CuiTen  in 
ihrer  Ebene  um   den  Anfangspimct  durch  einen 

Winkel  -^  di'eht,  so  erhält  man  die  andere. 

Die  characteristische  Curve  der  gegebenen 
Congnienz  liegt  auf  der  ei-sten  Linienfläche  (142), 
bildet  aber  auf  derselben  keinen  vollständigen,  in 
sich  abgeschlossenen  Zug.  Die  Projection  derselben  auf  die  Centralebene  der 
Congnienz  bildet  nur  die  eme  Hälfte  AOBOC  der  Cui-ve  (149).  Sie  ist 
durch  zwei  Puncte  begränzt,  die  auf  OX  auf  beiden  Seiten  des  Anfangs- 
punctes  in  gleichem  Abstände  von  demselben  liegen. 

Die  characteristische  Ciu^e  der  adjungirten  Congi-uenz  liegt  auf  der- 
selben Linienfläche,  ihre  Projection  ist  die  eine  Hälfte  ÄOB'OC'  der  Curve 
(150).     Sie  bricht,  analog  wie  die  vorige,  in  zwei  Puncten  von  OX  ab. 

Die  characteristische  Curve  der  conjugirten  Congnienz  liegt   auf  der 
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zweiten  Liuienfläche  (142).  Ihre  Projectiou  bildet  die  eine  Hälfte  CODOA 
der  Curve  (149),  welche  die  Projection  der  characteristischen  Curve  der  ge- 
gebenen Congruenz  zu  der  vollständigen  Curve  (149)  ergänzt.  Die  l)eiden 
characteristischen  Curveu  Ijrechen  auf  OX  in  denselben  beiden  Puncten  A 
und  D  ab. 

Die  charaeteristische  Curve  der  conjugirt-adjungirten  Congruenz 
liegt  auf  der  zweiten  Linienfläche  und  ihre  Projection  bildet  die  zweite 
Hälfte  C'OD'OA'  der  Ciu-ve  (150),  welche  die  Projection  der  characteristi- 
schen Curve  der  adjungirten  Congruenz  zu  der  vollständigen  algebraischen 
Curve  ergänzt. 

Der  projicirende  Cylinder,  der  die  Ceutralebene  in  der  Curve  (149) 
schneidet,  schneidet  die  erste  Linienfläche  in  einer  in  sich  gesclilossenen 
Curve,  die  aus  zwei  Theilen  besteht,  der  characteristischen  Curve  der  ge- 
gebenen Congruenz  und  dem  Si^iegelbilde  der  characteristischen  Curve  der 
coujugirten  Congruenz,  genommen  in  Beziehung  auf  die  Ceutralebene. 

Ebenso  bilden  auf  der  zweiten  Linienfläche  die  charaeteristische  Curve 
der  conjugirten  Congxuenz  und  das  Spiegelbild  der  characteristischen  Curve 
der  gegebenen  Congruenz  eine  in  sich  geschlossene  Curve,  welche,  wie  die 
vorhergehende,  die  Curve  (149)  zur  Projection  hat. 

Der  zweite  jn'ojicirende  Cylinder,  welcher  die  Ceutralebene  in  der  Cm-ve 
(150)  sehneidet,  schneidet  die  erste  Linienfläche  in  einer  in  sich  gescMosse- 
nen  Curve,  die  aus  zwei  Theilen  besteht,  der  characteristischen  Curve  der 
adjungu'ten  Congruenz  und  dem  SpiegeD^ilde  der  characteristischen  Curve 
der  conjugirt-adjungh'ten. 

Ebenso  bilden  auf  der  zweiten  Linienfläche  die  charaeteristische  Cm-ve 
der  conjugirt-adjungirten  CongTuenz  und  das  Spiegelbild  der  characteristischen 
Curve  der  adjungirten  CongTuenz  eine  in  sich  gesclilossene  Curve,  welche, 
wie  die  vorhergehende,  die  Cm-ve  (150)  zur  Projection  hat. 

Die  so  bestimmten  vigr  in  sich  gesclilossenen  Cm-ven  bilden  den  voll- 
ständigen reellen  Theil  algebraischer  Raumcurven.  Jede  derselben  hat  zwei 
Doppelpuncte ,  die  auf  der  gemeinschaftlichen  Axe  der  vier  Congruenzen  in 
diejenigen  beiden  Puncte  fallen,  in  welchen  diese  Axe  von  den  Dh-ectricen 
der  Congruenzen  geschnitten  werden.  In  diesen  beiden  Puncten  wh-d  jede 
Eaumcurve  in  vier  Zweige  getheilt,  sodass  wir  im  Ganzen  sechszehn  solcher 
Curvenzweige  erhalten,  welche  sämmtlich  in  den  beiden  Pimcten  der  Axe 
auslaixfen.     Die   acht  Curvenzweige   auf   der  einen  Linienfläche    haben  mit 
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den  acht  CHin'enzwtMj^en  auf  der  zweiten  Linieiitlilrlu'  du-  a«ht  Sclileilen  iler 
beiden  CiUTen  (Ml')  und  (150)  zur  gemeinscluil'tliiln'ii  Prqjectiun.  Diejeni^ien 
Curvenzweiffe ,  weklie  die  grossen  Schleifen  /.ur  l'rujection  lialten,  sdineiden 
die  Giilnzlinien  der  bt-idt-n  LinienfiAchen  in  l'unctcn,  <lit'  >,'liM(licn  Alistand 
von  der  Axe  hal>en;  dii'jt'uigen  Curvt-nzweige,  ck-ri-n  Priijcctiuiicn  die  klfinc- 
rfu  Ovale  sind,  sdini-idt-n  die  Axe  nicht. 

Die  vier  in  sieh  geschlossenen  CuiTen  liegen  vollständig  inil  iIit  durch 
die  Gleichung  (14.j)  dargestellten  liotationsfliVche. 

ül.  (uliin  wir  von  einer  gegebenen  LinicnHilche  (143)  aus,  so  können 
wir-  auf  ihr  die  characteristischen  CuiTen  unendlich  vieler  Congruenzen  aul- 
tragen. Jede  dieser  Curven  ist  durch  den  Durchschnitt  mit  einer  Kotations- 
Hilche  liestiimnt,  welche  mit  der  LinicnHäche  zwischen  denselben  Grilnz- 
ebenen  eingeschlossen  ist.  Diese  Gnlnzebeuen  lierühren  die  Linienfiilche  je 
in  einer  geraden  Linie,  die  Rotationstiäche  je  in  einem  Kreise.  Die  Rich- 
tungen der  beiden  Berührungslinieu,  welche  die  Axe  OZ  schneiden,  stehen 
auf  einander  senkrecht ;  die  beiden  Berühnuigskreise  haben  ihren  Mittelpunct 
auf  der  Axe  und  ihre  Radien  sind  einumler  gleich.  Die  einzelne  Rotations- 
fläche ist  durch  diesen  Radius  vollkoinineu  bestimmt.  Dieser  Radius  ist 
gleich  dem  Abstände  des  ^littelpuuctes  desjenigen  lü-eises,  welcher  durch 
seine  Umdi-ehuug  um  oZ  die  Rotationsflilche  erzeugt,  von  dieser  Axe.  Geben 
wöi-  dem  Mittelpuncte  dieses  Kreises,  dessen  Radius  sich  immer  gleich  bleibt, 
in  der  Centralebene  nach  einander  alle  möglichen  Abstände  von  der  Axe  OZ, 
so  erhalten  wiv  alle  möglichen  Rotationsflächen  und,  jeder  derselben  ent- 
sprechend, eine  Cougi'uenz. 

Wenn  wir-  die  friihere  Bezeichnung  beibehalten ,  ändert  sich  die  Difiereuz 
der  Parameter  der  beiden  Central-Complexe  nicht,  es  ist: 

Ao-/,;  =  2/>,  (151) 

wähi-end  die  Summe  dieser  Constanten  von  einer  Congi-uenz  zur  andera  sich 

so  ändert,  dass 

/■u  _!_/•„  =  _  2(:  (152) 

Hiemach  ist: 

X«  =  /'-<•,  /co=  -(/i  +  c),  (153) 

z/-  =  —  /»Xo  =  fi-  —  cK  (154) 

tang^#  =  -4^  =  |^.  (155) 

Wenn  wii-  also  füi-  die  Constante  c,  durch  welche  die  jedesmalige  Rotations- 
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fläche  bestimmt  ist,  nach  einander  alle  möglichen  positiven  Werthe  nehmen, 
so  entspricht  jedem  Werthe  dieser  Constauten  auf  der  gegebeneu  Linieufläche 
eine  characteristische  Cm-ve.  Die  den  jedesmaligen  adjungirten  CongTueuzen 
entsprechenden  Curven  besitzen  dieselben  absoluten,  aber  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Zeichen  genommenen  Werthe  von  c. 

92.    Wenn  c  =  0,  so  kommt: 

X'o  =  —  ko  =  h  =  /i ,  tang2  %  =  \.  (156) 

Dann  liegen  die  beiden  Directricen  in  den  Ebenen,  welche  die  Linieufläche 
begTänzen  und  haben  den  grösstmöglichsten  Abstand  von  der  Centralebene. 
Ihre  beiden  Richtungen  stehen  auf  einander  senki-echt  und  sind  für  die  beiden 
adjungirten  Congi-uenzen  dieselben.     Die  Gleichung  der  Rotationsfläche  wird 

in  diesem  Falle: 

x-2  4-  y2  +  -..  =  /,2.  ■  (157) 

Wenn  c  wächst,  nimmt  der  absolute  Werth  des  negativen  kn  zu,  des 
positiven  /"  ab.  Dann  nimmt  der  Abstand  der  beiden  Dü-ectricen  von  der 
Centralebene  ab  und  der  Winkel ,  welchen  die  beiden  Richtungen  derselben 
mit  einander  bilden,  entfernen  sich  immer  mehr  von  rechten  Winkeln.  In- 
nerhalb der  Gränzen  2  h  und  0  können  wir  den  Abstand  der  lieiden  Direc- 
tricen einer  Congruenz  von  einander  Ijeliebig  annehmen.  Der  die  Rotations- 
fläche erzeugende  Kreis  schneidet  alsdann  die  Rotationsaxe  in  zwei  reellen 
Puncten. 

An  der  Gränze  r  =  //  ist: 

/■o  =  0,  /■„  =  —  2/^.  z^  =  0,  tang  9-  =  0.       (1.58) 

Der  Parameter  eines  der  Ijeideu  Central-Complexe  ist  gleich  Null.  Die  beiden 
Directricen  der  Congi'uenz  fallen  in  der  Axe  OX  zusammen.  Der  die  Rota- 
tionsfläche erzeugende  Kreis  berührt  die  Rotationsaxe  OZ  in  dem  Anfaugs- 
pmicte  der  Coordinaten  0.     Die  Gleichimg  der  Rotationsfläche  wird: 

(,.2   +  y.   +    -2)2    =    h.  (,.2    +  ^2).  (159) 

Die  characteristische  Cui-ve  bestimmt  nach  wie  vor  die  Parameter  und  die 
Axenlagen  unendlich  vieler  Complexe.  Dies  ist  der  erste  in  Nr.  68.  behan- 
delte Fall. 

Wenn  c  >  h,  wird  Ifi  negativ,  wie  es  /o  ist.  Die  l^eiden  Directricen 
der  Congruenz,  wie  ilirer  adjvmgirten,  werden  imaginär;  weder  iln'e  Richtung, 
noch  ihr  Durchschnitt  mit  OZ  bleibt  reell.  Die  Rotationsfläche  bildet,  wäh- 
rend der  erzeugende  Kreis  die  Axe  OZ  nicht  schneidet,   einen  vollständigen 


Jd.") 

Kinji,  iliif  I>iinli.s(liiiitts(  urvf  mit  «lir  l.iiiiriillilrlie  zii-ht  ^idi  um  «licsi-  Axc 
oluif  tliesollif  zu  .silnu'idrn. 

Wenn  <k*r  ah.solutr  ^\'(•l■th  «les  nepativ  j^ewonli-iK-n  /r  w.lchst,  iiinnnt 
<  .  ilif  Entfeniung  dos  Mittelpunktes  des  erzeugenden  Kreises.  imn)er  iiielir 
zu,  wilhrend  das  Verlulltniss  der  beiden  Parameter  der  ('eutral-(-V)ni|>Iexe  der 
Conginieiiz  sieh  der  Kiidieit  nilhert.     An  der  (irilnze  ist: 

tang-  »h  =  -    1.  (1(]U) 

Üii.  Ein  ungemein  einfaches  Verfahren,  die  tliaracteristisohen  Cnrven 
der  silmmtlichen  Congnieuzen  auf  (Ue  gegebene  LinienHilelie  aufzutragen, 
können  wir  der  Gleiehuug: 

r*  +  {k  —  /•«)  {k  —  /•„)  =  1 1  ( ly?) 

entneliinen.  Beim  Uebergange  von  einer  charaoteristisohen  Curve  zur  an- 
deren wachsen  tue  beiden  Cunstanten  /"  mid  /„  mn  dieselbe  lirüsse.  llierliei 
^\^rd,  welches  auch  der  Werth  von  z  sein  mag,  die  voi"stehende  Gleichung 
immer  befriedigt,  weim  die  Verilnderliche  k  denselben  Zuwachs  erhält. 

Es  sei  hiernach  irgend  eine  der  Tjinienfliiche  aufgeschriebene,  characte- 
ristische  Cui^e  gegeben;  mv\  lür  diese  können  wir  insl)esoudere  diejenige 
nehmen,  nach  Avelcher  die  LinienfliVche  von  einer  Kngel  geschnitten  wird, 
die  die  Höhe  derselben  zu  ihrem  Durclunesser  mid  den  Mitteli>imct  derselben 
auch  zu  dem  iliiigcn  hat.  Dann  erhalten  wii*  nach  einander  alle  characte- 
ristischen  Cnn-en,  wenn  wir  alle  Durclischnittspuncte  der  gegebenen  Cun'e 
mit  den  Erzeugenden  der  Linienflilche  auf  diesen  Erzeugenden  der  Axe  um 
ein  constantes  Stück  sich  nahem  oder  von  ihr  sieh  entfernen  lassen. 

Zn  derselben  Construction  gelangen  wir  auf  geometrischem  Wege,  wenn 
wir  er^viigen,  dass  eine  characteristische  Curve  der  geometrische  Ort  der- 
jenigen Pimcte  ist,  in  welchen  die  Erzeugenden  der  Fläche  von  dem  die 
Rotationsfläche  beschreibenden  Kreise  geschnitten  werden,  und  dass  von 
einer  characteristischen  Curve  zur  anderen  der  Mittelpimct  dieses  lü'eises, 
dessen  Ebene  durch  OZ  geht,  der  Axe  OZ  sich  nähert  oder  von  ihr  sieh 
entfernt. 

!>4.  Wenn  wir  die  characteristische  Curve  zweier  conjugirten  Congi-uenzen 
für  den  Fall,  dass  die  Rotationsfläche  mit  einer  Kugelobei-fläehe  zusammen- 
fällt, auf  die  Central -Ebene  projicii-en,  so  erhalten  wir  für  die  Projection  die 
Gleichung : 

ir-  +  r)'  =  /'-  (-i-^'  —  >/)-■  (ißi) 

Die  projicirte  Cvu^ve  hat,   wie  die  allgemeinen  Curveu  (1-4!J)   oder  (löUj,   im 

Plücker,  Geometrie.  14 
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Anfangspuncte  eineu  vierfachen  Punct;  die  vier  Schleifen,  ans  denen  sie  be- 
steht, sind  gleich.  Bei  nnserer  Annahme  fallen  die  beiden  Ciu-ven  (149)  nnd 
(150)  in  die  eine  (161)  zusammen  (Figur  9). 

An  dem  zweiten  Uebergange  (Figur  10),  wo 
die  beiden  Directricen  in  OX  zusammenfallen,  gehen 
die  beiden  Gleichungen  (149)  und  (150)  in  die  fol- 
genden über: 

(.,2    +    y.2):3    =    4/,.y4^  (162) 

(.r2  +  iff  =  AhKxK  (163) 

Werm  der  Werth  von  9-,  dem  entsprechend, 
dass  c  bis  +  h  wächst,  sich  allmählich  von  ~r  ent- 
fernt, indem  er  einmal  bis  zum  Verschwinden  abnimmt,  das  andere  Mal 
sich  -g  nähert,  verschwinden  allmählich  zwei  Schleifen  der  Cm-ve  (161),  in- 
dem die  Piincte,   in  welchen  eimual  die  Axe  OX,   das   andere  Mal  die  Axe 

Or  von  denselben  geschnitten  wird, 
dem  Puncte  0  immer  näher  rücken, 
während  zugleich  iln-e  in  0  sich  schnei- 
denden Taugenten  immer  mehr  sich 
der  bezüglichen  Coordinaten-Axe  nähern 
und  an  der  Gränze  mit  derselben  zu- 
sammenfallen. Dann  besteht  die  Curve 
aus  zwei  gleichen  Ovalen,  welche  eine 
der  beiden  Nebenaxen  auf  entgegen- 
gesetzter Seite  berühren. 

Wenn  endlich  c  über  h  hinaus- 
wächst und  #■  imaginär  wird,  zieht 
sich  dieselbe  lun  den  Anfangspimct  0 
hermn,  in  welchem  nunmehr  4  iso- 
lirte  Punkte  derselben  zusammen- 
fallen (Figur  11). 

Die  Curven,  welche  überhaupt  dm-ch  jede  der  beiden  Gleichungen  (149) 
und  (150)  bei  verschiedener  Annahme  der  Constanten  dargestellt  werden,  er- 
geben sich,  wie  die  räimilichen  Curven,  deren  Projectionen  sie  sind,  sämmt- 
lich,  wenn  eine  derselben  gegeben  ist.     Wenn  wir  in  der  Gleichung: 


11  »7 

/•  =  /-"cas^M  +  X",.  sin 'f.)  (l.'tC) 

k  iils  Leitstnihl  betrachten,  so  ist  diese  01eichun<i  die  (ileichimg  in  i'olarT 
Coordinaten  dersi-llicn  ('urve,  die  wir  Irillifr  dureli  die  (Jleidumg  (14!')  dar- 
t^estellt  haben.  Durch  l)estimmte  Werthe  von  /'  und  /•„  ist  eine  dieser 
dirven  ge>(el)en,  und  wir  erhalten  alle  rtlirij^cn.  wenn  wir  diese  Constanten 
um  dieselbe  (irösse  6  wachsen  lassen.     Dann  al)er  kommt: 

/ •  +  rf  =  (/"  +  rf)  cos-f.j  +  (/•„  +  ())  sin-«.).  (  Ki  1) 

<1.  h.  von  einer  i'urve  zur  andern  wachsen  alle  Leitstrahleii  um  (). 
Die  Gleichung  der  Curve  (1()2)  winl   in  Polar-Cuordinaten : 

/■  =  2/<  sin -f.),  (  Ujö) 

wonach  diese  Curve  auf  ausserordentlich  eiufa<he  Weise  mit  Hülle  eines 
Kreises  mit  dem  Durchmesser  2 //  construirt  werden  kann.  Damit  ist  also 
die  Constructiou  aller  Curven  (14I))  und  (150)  gegeben. 

!).").    Es  ist  die  Discussion  der  Complexe  einer  zweigliedi-igen  Gruppe: 

il  +  II  il'  =  0 
filr  denjenigen  Fall  noch  rttckstilndig,  das§  durch  diese  Gruppe  eine  parabo- 
lische Congi-uenz  bestimmt  \\\\i\.  Zur  Bestimmung  einer  solchen  Cougi-uenz 
ist  es  hinreichend,  ihre  einzige  Directvix  und  eine  Ebene  zu  kennen,  welcher 
alle  Linien  derselben  parallel  sind.  "Wir  wollen  die  Directrix  als  Coordiuaten- 
Axe  0  X  nehmen.  Dann  befindet  sich  unter  den  Complexen  der  Gruppe  einer, 
dessen  Gleichung  ist: 

o-  =  0.  (IGG) 

Wu-  wollen  ferner  die  Coordinaten-Ebene  ZX  durch  OX  so  legen,  dass  sie 
auf  der  Ebene,  der  alle  Linien  der  Cougnienz  parallel  sind,  senkrecht  steht. 
Dann  können  wir  der  Gleichimg  dieser  Ebene  die  folgende  Fonn  gel)en: 

.i-  +  Ar  =  0,  (167) 

wobei  ).  eine  gegebene  Constante  bedeutet.     Hiemach  erhalten  \\\v: 

/■  +  ;.  =  0,  (1G8) 

um  einen  Complex  auszudrücken,  der  aus  Linien  besteht,  die  alle  der  fi'ag- 
lichen  Eliene  parallel  sind,  dem  also  ebenfalls  die  Congruenz  angehört. 

Lidern  wir  die   Iieiden  so  bestimmten  Complexe    füi-  il  und  il'  nehmen, 
erhalten  wü*  für  die  Gleichung  der  Gruppe: 

G  +  H  {r  +  ;.)  =  0.  (169) 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  alle  Linien  der  parabolischen  Congruenz  die 
Axe  OX  schneiden  und  der  Ebene  (167)  parallel  sind. 

Die   Axen   der    verschiedenen  Complexe,    welche    die    parabolische  Cou- 

14* 
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gruenz  bilden,  liegen  sänimtlich  in  der  Ebene  AT  und  schneiden  in  dieser 
jEbene  (Nr.  ol.)  von  der  Axe  OF  ein  Stück 

y  =  — (i2  (170) 

ab.     Der  bezügliche  Parameter  ist: 

X  =  — ;i,  (171) 

lind  hiernach: 

//  =  ;./.•  (172) 

die  Gleichung  der  characteristischen  Curve  der  parabolischen  Congruenz. 
Diese  Gleichung  stellt,  wenn  wir  A-  von  OF  aus  auf  die  ComiDlex-Axen ,  also 
als  .V,  auftragen,  eine  gerade  Linie  in  XF  dar,  welche  mit  0.\  denselben 
Winkel  bildet,  wie  die  Ebene  (167)  mit  der  Coordinaten-Ebeue  FZ. 

96.  Im  Ansclduss  an  die  geometrischen  Betrachtungen  der  79.  Nummer 
lassen  wir,  analog  wie  es  in  der  46.  Nummer  für  einen  einzelnen  Complex 
geschehen  ist,  noch  einige  analytische  Entwickelungen  folgen,  die  bezwecken, 
die  Gleichung  einer  Congruenz  auch  m  schiefwinldigen  Coordiuaten  auf  ihren 
einfachsten  Ausdruck  zu  führen.    .Es  seien: 

o  —  /■"/•  =  0,  o  +  X-o.y  =  0  (173) 

die  beiden  Central-Complexe,  dm-ch  welche  eine  CongTuenz  in  rechtwinkligen 
Coordinaten  bestüumt  wird.  Wir  wollen  den  Anfaugspunct  in  der  Central- 
Ebene  in  einen  beliebigen  Punct  (.r",  >/")  verlegen.  Verschieben  wir  zu  die- 
sem Ende  das  Coordinaten-System  parallel  mit  sich  selbst  zuerst,  in  der 
Eichtung  von  Ol"  um  ein  Stück  y",  so  bleibt  die  Gleichimg  des  zweiten 
Complexes,  der  OF  zur  Axe  hat,  unverändert,  wähi'end  die  Gleichung  des 
ersten  Complexes  in  die  folgende  übergeht: 

o i'l^.r=0,  (174) 

sin  0"  '  ' 

wobei 

//"  sin  d»  —  k'^  cos  d«  =  0.  (175) 

Durch  diese  Vei'schiebung  ist  die  Axe  OX  ein  Diu'chmesser  der  ersten  Con- 
gruenz geblieben.  Dadurch,  dass  wir  die  Axe  OZ  in  der  Ebene  XZ  vmi  OF 
so  drehen,  dass  OX  mit  OZ  in  der  neuen  Lage  den  Winkel  6"  l^ildet,  wird 
FZ  die  dem  Durchmesser  OX  zugeordnete  Ebene  und  6"  ist  der  Neigungs- 
winkel des  Durchmessers  gegen  seine  zugeordnete  Ebene.  Der  Winkel  FOZ 
ist  ein  rechter  gel^Iieben. 

Wenn  wir  hiernach  das  Axen-System  parallel  mit  OX  um  eine  Strecke 
.Va  verschieben,    so  bleibt  die  Gleichung  des   ersten  Complexes  (173)    unver- 


In!) 

ftiult-rt,  waliifinl  die  (ilficliiinu  «Ifs  zwcitrn  ('niniili'Xr»  in  <Ui>  Inlf/ciuli- 
ülii'i>_'flit : 

1       "ii  1^  t  —  • 

^  SlII  0„ 

wobei 

.In  siii  rfo  +  /• ,  «fis  f>„  =^  <l.  1177) 

iJci'  Winkel  ()„  i.st  Iült  der  Nei^uij^s-\\  inkfl  von  'W  ^M'^'cn  .\ /.  also  ili-s  in 
<)  y  fidlenden  Durehmessers  des  Complexes  flogen  seine  zugeordnete  Kljene. 
i»t  T   Winkel   .\oZ  ist  ein  rechter  gebliel»eu. 

l)ir  (ileichungen  der  l)eiden  Ebenen,  welche  in  den  lieiden  Coniplexen 
fKV,  dem  I )nrelmaesser  des  ersten,  und  o l\  dcni  l>unhmesser  des  zweiten 
Complexes,  zugeordnet  sind,  hiibeu  zu  Uleichungeii: 

.r  =  cotg,)".:.    I  ^j^g^ 

;/  =  eotg  f)„  •  r.  j 
Nehmen  wii-  eudlieh  iiir  die  Axe  OZ  die  Durchsolmittslini<;  der  beiden  zu- 
geordneten Ebenen,  so  siml  in  der  analytischen  DarsteHung  die  beiden  Axen 
in  den  ').\  und  OF  conjugirten  Ebenen  }'Z  umi  .\  Z  nicht  niclii-  niil  ein- 
ander senkrecht.  Bezeichnen  wii-  die  Winkel  l'oZ  und  .\f)Z  dunii  t"  und 
fn,  so  ist: 

sin  d"  sin  <■"  =  sin  d,,  sin  t,,  =  sin  d,  (l^!') 

indem  wir  durch  d  den  Neigimgs- Winkel  der  neuen  Axe  OZ  gegen  A'V 
bezeichnen. 

Nehmen  wir  also  füi-  OA'  und  (W,  indem  wir  die  ursprilnglichen  Coor- 
dinaten-Axen  i^arallel  mit  sich  verschieben,  statt  der  beiden' Axen  der  Central- 
Complexe  irgend  zwei  Durchmesser  derselben  und  für  OZ  den  Dm-chschnitt 
zweier  Ebenen,  die  diesen  Dm-chmessern  zugeordnet  sind,  so  werden  die 
Gleichungen  dieser  Complexe: 

'"     -^—O,  ,  +  J;^.s  =  0,  (180) 


sin  0  '  ^         sui  0 

imd  dieselbe  Congi-uenz,  die  früher  cliu-ch  die  Gleichung: 

(o-  —  /■"/•)  -f  {t  (9  -f  X-O.S-)  =  0 
bestinmit  wiu'de,  bestimmt  sich  mm  durch  die  Gleichung  von  ganz  gleicher 
Form : 

in  dem  neuen  Coordinaten-Systeme. 
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97.    Elimiuiren    wii-    mittelst    (175)    und   (177)    aus   (178)    eotg  d"  und 
cotg  do,  so  kommt: 

oder 

tang  a  ■  tang  a  ^  —  -p  '  (182) 

wenn  «  und  «'  die  Winkel  sind,  welche  einei'seits  die  Linie,  welche  den 
neuen  AnfangsiJimet  mit  dem  alten  verbindet,  und  andererseits  die  Pro- 
jection  des  neuen  Hauj^tdurchmessers  der  Congruenz  mit  der  Axe  OX  bilden. 
Wenn  insbesondere  A"  =  ka,  stehen  die  beiden  Linien  für  jede  Aenderung 
des  Anfangspuuctes  auf  einander  senkrecht. 
Wir  haben: 

^^^'  ^    ^      l  +  COtg-"d"+   C0tg2(J„    ' 

mithin : 

■  \.    =  1  +  cotg^'  d"  +  cotgä  " 
und  nach  Beräcksichtigung  von  (175)  und  (177): 


'0, 


oder: 

Es  folgt  hieraus,  dass  d  constant  ist,  wenn  der  neue' Anfangspunct  in  der 
Central-Ebene  oxxi  einer  Ellijjse  angenommen  wird,  deren  in  OX  und  OV 
fallende  Axen  sich  wie  ka  zu  /'*  verhalten. 

Diejenigen  Hauptdurchmesser  einer  Congruenz,  welche  gleich 
gegen  die  Central-Ebene  geneigt  sind,  schneiden  diese  Ebene  in 
den  Puncten  einer  Ellipse. 

98.  Dm-ch  zwei  imaginäre  Complexe  ist  eine  imaginäre  Congruenz 
gegeben.  Wir  wollen,  imter  der  Voraussetzung  rechtwinldiger  Coordinaten- 
Axen,  die  Gleichung:  ' 

(o-  —  k,r  ]/  —  1 )  +  .«  (o  +  k.,s  V—  1)  =  0  (185) 

für  das  Symbol  einer  solchen  Congruenz  nehmen.  Diese  Gleichung  geht, 
wenn  wir  gleichzeitig  das  Zeichen  von  ky  und  k,^  ändern,  in  die  folgende 
über: 

(ö  +  k,  r  ]r^^)  +  ft  {s  —  k,s  // -^)  =  0.  (186) 
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Sie  bi'/ieht  skli  <liiiin  notli  1111!'  »'int>  zweite  iimiiii;,Miiilre  ('mi^Tiieii/.  Die 
l)eiilen  0<iii<;ruen/.en  l>ezeielinen  wir,  niieh  Analu^rie  mit  dem  Krüliereii,  iils 
zwei  conju^rte  ima^nilre  ( 'on^mieiizeii.  Die  (;ieirliim^,'eii  tier  lieiiieii  ('«nij^nien- 
zeii  können  in  die  folgende  qiuidiiitische  Oleiehung  zii.siimmengezogeii  werden: 

(o-  +  .!(?)-'  +  (/•,/•       .(/v,.s)-  =  0.  (IKT) 

Die  Ijeiden  Centml-Coniplexe  l)oider  Conginienzen  sind: 

ö  +  /•,/•/—  1  =  0,  Q  ±  A\s }/—'  1  —  0. 

Die  beiden  Confrnienzen  haben  eine  reelle  fremeinschaftliche  Hanptaxe  nnd 
zwei  gemeinsthait liehe  reelle  Xebenaxen.  Fiir  beide  ist  der  Alt.stand  der 
beiden  Directricen  von  einander  und  der  Wiidcel ,  den  die  beiden  Directricen 
bilden,  gleich.  Wenn  wir  jenen  Abstand  J  und  iliesen  Winkrl  K  nennen, 
so  haben  wir  nach  der  X'2.  Nummer : 

/■,/•.,  =        J' 

-^  =  -tang^^ 

AVenn  /•,  und  /•  im  Zeichen  übereinstimmen,  ist  z/  reell  \m\  tang  ^ 
imaginär.  Dann  schneiden  die  beiden  Directricen  der  einen  Congruiienz  die 
beiden  Directricen  der  andern  in  zwei  reellen  Puncten  der  Axe  (tZ.  Die 
Richtungen  der  beiden  Directricen  sind  imaginär.  Projicirt  auf  XV  werden 
sie  dmxh  die  beiden  Gleichungen: 


V  k,  .x±y  —  k^-y  =  0, 
die  in  die  folgende  sich  zusammenziehen  lassen: 

k,.v'-  +  k,>/^  =  0, 
dargestellt. 

Wenn  /•,  und  /;,  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  wird./  imaginär  und 
tang  ö-  bleibt  reell.  Dann  ist  die  Projection  der  beiden  Directricen  auf  A'F 
reell,  aber  die  Puncte,  in  welchen  die  Axe  OZ  von  denselben  geschnitten 
wird,  sind  imaginär. 

Wenn  wir  zusammenfassen,  sind  wir  einer  vierfachen  Unterscheidung 
von  Congi'uenzeu  begegnet: 

1.  Die  beiden  Directricen  sind  reell; 

2.  die  beiden  Directricen  sind  imaginär  und  zwar  so,  dass  sie  weder 
durch  einen  reellen  Pimct  gehen,  noch  eine  reelle  Eichtung  haben; 

3.  die  beiden  Dii-ectricen  sind  imaginär,  schneiden  aber  die  Axe  der 
Ck)ngnTenz  in  zwei  reellen  Puncten,  diu-eh  welche  auch  die  beiden  Drrectricen 
der  conjugii-ten  Cougruenz  gehen; 
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4.  die  lieiden  Dii'ectricen  sind  imaginär  und  gelien  durch  keinen  reellen 
Punct  der  Axe  der  Congruenz,   haben  aber  eine  reelle  Richtung. 

In  den  beiden  ersten  Fällen  sind  die  Comjjlexe  der  zweigliedrigen  Gruppe, 
welche  die  CougTuenz  bestimmen ,  reell ,  in  den  beiden  letzten  Fällen  imaginär. 


§3. 

Congruenzen  dreier  linearer  Complexe.     Linienfläclien. 

99.  Es  seien: 

Sl  =  Ar  ^  Bs  ^   C  —  Dg  ^    Eq  +    F^   =  0,  ' 
i2'  E=  Ar  +   B'ii  +   C  —  D'o  +  E'q  +   F ri  =  0,   \  (1) 

ß"  h:  Ä'r  +  B"s  +  C"  --  D"ö  +  E"  q  +  /"'»;  =  0 
die  allgemeinen  Gleichungen  dreier  gegebener  Complexe  des  ersten  Grades. 
Die  geraden  Linien,  deren  Coordinaten  diese  drei  Gleichimgen  Ijefriedigen, 
gehören  gleichzeitig  den  drei  gegebenen  Complexen  an.  Sie  gehören  gleich- 
zeitig allen  Complexen  der  dreigliedi'igen  Grupi^e  an,  welche,  indem  wir 
durch  [i  und  [C  zwei  unbestimmte  Coefficienten  bezeichnen,  durch  die  fol- 
gende Gleichung  dargestellt  wird: 

i2  +  ftß'  +  11  ii"  =  0.  (2) 

Solche  Linien  bilden  nach  der  22.  Nummer  eine  Fläche  der  zweiten  Ord- 
nung und  Classe,  also,  wenn  wir  .zunächst  niu*  reelle  gerade  Linien  in's 
Auge  fassen,  ein  einschaliges  Hyper])oloid,  das  auch  in  ein  hyperbolisches 
Paraboloid  ausarten  kann.  Wh-  müssen  hierbei  indess  nicht  übersehen,  dass 
nur  die  Linien  der  einen  der  beiden  Erzeugungen  desselben  dm'ch  die  Com- 
plex-Gruppe  bestimmt  werden.  Diese  Erzeugung  wollen  wir  als  die  erste 
Erzeugung  der  Fläche  bezeichnen. 

100.  Drei  aus  der  dreigliedrigen  Gruppe  beliebig  auszuwählende  Com- 
plexe ß,  ß',  il"  bilden,  jjaarweise  genommen,  drei  CongTuenzen  {ilil'),  (fiSi") 
und(ß'i2").  Die  Linien  der  Fläche  gehören  also  auch  diesen  ch-ei  Congi'uenzen 
an  und  schneiden  folglich  die  beiden  Directricen  jeder  der  drei  Congi-uenzen. 
Zur  Bestimmung  der  Fläche  sind  drei  der  sechs  Directricen  him-eiehend, 
wonach  wir  die  gewöhnliche  Constraction  des  Hyperboloids  erhalten.  Aber 
zugleich  begegnen  wir  neben  dieser  ersten  Erzeugiiug  der  Fläche  ilirer  zweiten 
Erzeugung.  Die  Linien  der  ersten  Erzeugung  sind  diejenigen,  welche  sämmt- 
liclien  Complexen  der  di'eigliedrigen  Gruppe  angehören ,  die  Linien  der  zweiten 
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Erzeugung  siiul  tlie  Dhectnceii  u11»t  CungnK-n/.fii .  <lii-  wir  irlialtcii.  wenn 
wir  dit'  L'oinplexe  «ler  (inippc  paiirweise  zu.sainnu'n.sti'lleu. 

H»l.  Wir  köiuieu  uufli,  um  die  Linifuflili  lic  zu  construire» .  zu  den 
Ooniplexen  der  drei^ilitnlngen  (iru|)|)e  /inaik^;elieii,  und  zu  diesem  Hehufe 
wiederum  die  drei  Complexe  /.',  li'.  11*'  uuswilhleii.  Es  sei  ./"//"  irp-nd  eine 
gegebene  gerade  Linie  und  //.',  //.''.  ./"/?"  seien  die  drei  zugeordneten 
Polaren  dieser  Linie  in  Beziehung  iuit  die  ilni  ('uiii|p|r\r.  I  »iejenigen  Linien, 
welche  hezaglich  ./'//'  und  //>',  ///■  und  ./'/>''.  /  />'■  inid  ./"//"  schneiden, 
gehören  den  Comi)lexen  Si,  Si'  und  Si"  an.  Es  gilit  im  Allgemeinen  zwei 
gerade  Linien,  welche  vier  gegehene  schneiden.  Die  lieideii  geraden  Linien 
also,  welche  .t"/f'  xmd  gleichzeitig  .//?,  A'/i',  ,/"//"  s(liiK.id,.|i,  gciiöreii  silnnnt- 
lichen  drei  Complexen,  also  der  StralilenH;lche  an.  AVir  erhalten  dieselhen 
beiden  Stvalilen  der  Flüche,  wenn  wir  an  die  Stelle  der  Complexe  S>.  i>\  li." 
irgend  andere  Complexe  der  (iruppe  (2)  treten  lassen.  Die  Polaren  der  ge- 
gebeneu geraden  Linie,  in  Beziehmig  auf  alle  Complexe  der  Gruppe,  bilden 
eine  Conginienz,  welche  die  beiden  Strahlen  der  Flache  zu  ihren  Directricen  hat 

Die  Ijeideu  Puncte,  in  welchen  die  gegebene  gerade  Linie  von  den  bei- 
den Stralilen  der  Flache  getroffen  wird ,  können  reell  imd  imaginär  sein  und 
zusammenfallen.     Im  letzten  Falle  wird  die  Fläche  von  dieser  Liiiii-  l)erührt. 

Wir  köimen  insbesondere  die  gerade  Linie  A^ß"  so  wählen,  dass  sie  eine 
der  beiden  Dii-eetricen  der  Congruenz  ist,  welche  den  Complexen  Si,  und  il' 
angehört,  wonach  die  Polare  A' B'  mit  AB  zusammenfallt.  Dann  schneidet 
jeder  Strahl  der  Flache  die  beiden  Linien  A'>  B"  imd  AB:  diese  Linien  ge- 
hören Lhi-er  zweiten  Erzengmig  an.  Zugleich  aber  schneiden  die  Strahlen 
der  Fläche  auch  Ä' B",  so  wie  die  Polaren  von  A^B^,  in  Beziehung  auf  alle 
Complexe  der  Gruppe. 

Wir  gelangen,  indem  wir  zusammenfassen,  zu  folgenden  allgemeinen 
Sätzen : 

Ein  eiuschaliges  H3'perl)oloid  gehört  gleichzeitig  dreien  von 
einander  unabhängigen  Complexen  und  in  Folge  davon  allen 
Complexen  einer  dreigliedrigen  Gruppe  an.  Die  allen  Complexen 
gemeinschaftlichen  geraden  Linien  sind  die  Strahlen  seiner 
ersten  Erzeugung,  während  die  Directricen  der  Congruenzen  je 
zweier  dieser  Complexe  die  Linien  seiner  zweiten  Erzeugung 
bilden. 

Die   Polaren    einer    gegebenen    geraden    Linie    in   Beziehung 

P I  ü  c  k  c  r ,  Geoniclrie.  1 5 


—      114     — 

auf  alle  Complexe  einer  dreigliedrigen  Grruiipe  bilden  eine  Con- 
grnenz,  deren  beide  Directricen  diejenigen  beiden  Strahlen  der 
Fläche  sind,  welche  die  gegebene  gerade  Linie  schneiden.  Die 
Polaren  einer  beliebigen  Linie  der  zweiten  Erzeugung  der  Fläche 
in  Beziehung  auf  sämmtliche  Complexe  der  Gruppe  sind  Linien 
derselben  Erzeugung. 

102.  Die  Central -Ebene  irgend  dreier  Congruenzen,  denen  die  Fläche 
angehört,  schneiden  sich  in  einem  Punete,  in  welchem  drei  Diu-chmesser  der 
Congruenzen  —  diejenigen  drei  geraden  Linien,  welche  durch  diesen  Punet 
gehen  und  die  beiden  Directricen  der  drei  Congrueuzen  schneiden  —  sieh 
gegenseitig  halbiren.  Diese  Durclunesser  sind  zugleich  drei  Durchmesser 
der  Fläche.  Ihre  Scheitel  sind  die  Durchschnitte  derselben  mit  den  Directri- 
cen, die  Linien  der  zweiten  Erzeugung  der  Fläche  sind. 

Die  Central-Ebenen  aller  Congruenzen  einer  dreigliedrigen 
Ct  nippe: 

ii  +  itPJ  +  liii"  =  0 
schneiden   sich   in  demselben  Punete:    in   dem  Mlttelpuncte    der 
Fläche,  welche  durch  die  Gruppe  gegeben  ist.*) 


*)  Da  ein  direeter  Beweis  dieses  Satzes  -wünschenswerth  erscheinen  möchte,  so  füge  ich  Folgen- 
des hinzu: 

Der  Ausch'uck: 

A'/i  —  AB' 
vei'wandelt  sich,   wenn  wir  an  die  Stelle  der  beiden  Complexe   Si  und  Sl'   irgend   zwei  andere   der 
zweigliedrigen  Gruppe: 

a  +  x£i'  =  0, 

etwa  die  den  Werthen  X"  und  A.o  entsprechenden  nehmen,  in  den  folgenden: 

(A  +  loA')  (B+kOB')  —  {A  +  l"A')  (B  +  l^B')  =  (X„  — i")  (AB— AB'). 
Der  vorstehende  Ausdruck  —  und  dasselbe  gilt  gleichm'ässig  für  alle  Ausdrücke,  A'C  —  ACf.,  B'C — BC\ 
.  .  .  . ,  welche  in  gleicher  Weise  aus  zwei  Paaren  sich  entsprechender  Coefficienten  der  Gleichungen  der 
beiden  Complexe  ß  und  Sl'  gebildet  sind  —  ändert  also  nach  der  Vertauschung  iler  Complexe  seinen 
Werth  nur  dadurch,  dass  ein  Factor  (X^ — i.")  lünzutritt,  welcher  lediglich  von  der  Auswahl  der  beiden 
Complexe  aus  der  zweigliedx-igeu  Gruppe  abhängt. 

Die  Central  -  Ebene   der  der  zweigliedrigen   Gruppe  entsprechenden  Congruenz,  für  deren  Glei- 
chung wir  die  folgende  nehmen  wollen: 

;/'  =  0, 
ist  unabhängig  von  dei-  Auswahl  der  beiden  Complexe ,  die  wir  zur  Bestimmung  der  Congruenz  an- 
wenden.    In  Folge  davon  müssen  die  Coefficienten  ihrer  (ileichung  homogene  Functionen  desselben 
Grades  von  (ÄB  —  AB')  und  entsprechend  gebildeter  Ausdrücke:  (A'C  —  ACf),  (B'C  —  BC'),  .  .  .,  sein. 
■Aehnliches  gilt  für  die  beiden  Congruenzen: 

.ß-f;iß"  =  0,  ß'-f  Aß"  =  0, 

deren  Central-Ebenen  die  folgenden  Gleichungen  haben  mögen: 

//  =  0,  /j  =  0. 


ii:. 

Zwi'i  l>elit'l)i),'(.'  Linien  ilt-r  /.wt-itm  Er/i'U;.Miiij.'  der  FlAclu'  können  wir 
als  |)ireetri«en  einer  Conj^-uenz  hetraditen ,  welclier  die  Linien  ihrer  ersten 
Ei"zen;,'nn<4  aniirehüren,  iiixl  elienso  zwei  lieliebi^^e  Linien  iln-er  ei-sten  Er- 
zi'nuun'i  als  Dirtvtrieen  einer  t'onj^-nenz,  «ler  die  Linien  ihrer  zweiten  Er- 
zenuMui),'  anj^ehöreii. 

.lede  Eliene.  welehe  irjieml  zweien  Linien  der.sellien  Kr- 
zeugunj?  eines  H yperiioloids  ])arallel  ist  und  den  Altstand  der- 
selben halhirt,  geht  durc  li  den  M  it  tel|iiinrt  der  ElAehe. 

Der  (^rt  der  Mittelpnnete  aller  Flikhen,  die  durch  zwei  sich  nicht  schnei- 
dende Linien  flehen,  ist  eine  Ebene,  Der  Ort  der  Mittelpuncte  aller  Flilchen, 
die  ilurch  ein  rilumliches  Viereck  <;ehen,  ist  eine  gerade  Linie. 

Wenn  zu  den  lieidi;n  Linien  einer  Erzeugung  noch  eine  dritte  Linie  der- 
selben Erzeugung  hinzukonnut,  so  ergeben  sich  durch  paarweise  Zasamnien- 
stellung  der  drei  Linien  drei  Congi-uenzen .  wilche  iliese  Linien -Paare  zu 
Directricen  haben.'  Die  Fläche  ist  durch  diese  C'ongruenzen  vollkommen  be- 
stimmt. Der  Durchschnittspunct  der  drei  Central  -  Ebenen  der  Couginienzen 
ist  der  Mittelpunkt  der  Flilche;  die  drei  geraden  Linien,  welche  dm-ch  den 
^littelpuuct  gehen  und  die  beiden  Directricen  sclmeideu,  sind  <lrei  Dunh- 
messer  dei-selbeu. 

103.    Eine  Ebene,   welche  eine  Flilche  zweiten  Grades  in  einer  geraden 


In  unserem  speciellen  Falle  sind  die  Ausdrücke   von  der  fraglichen  Form    nur  in  linearer  Weise  i» 
den  drei  Gleichungen  enthalten. 

Nehmen  -ndr  ii-gend  eine  Congruenz  der  dreigliedrigen  Complex-Gruppe  und  stellen  dieselbe  durch : 

(a  -f-  |iio  ß'  +  f'o  ß")  -I-  ^(•Q  -F  ft'ß'  +  .u,"ß")  =  0 

und  ihre  Central -Ebene  dui-ch: 

7  =  0 
dar,  so  ergibt  sich  nach  dem  Vorstehenden  leicht,  indem  wir: 

5t  —  u'„,u"  —  fj,";*,,,  n   =  fi'o  — (l|^  3t"  =  ft,)— f°. 

setzen: 

?  Ei  «p  -t-  n'p  -\-  7c"it", 
womit  der  Beweis  geführt  ist,  dass  sämmtliche  Central  -  Ebenen  in  demselben  Puncte  sich  schneiden. 
Wir  können  diesen  Satz  in  folgender  Weise  ausdrücken: 

Die  Central-Ebenen  der  Congruenzen  einer  dreigliedrigen  Complex-Gruppe  bil- 
den ihrerseits  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  Ebenen. 

Wie  die  Gleichung  der  Complex-Gruppe  das  Symbol  einer  Strahlenfläche  ist,  ist  die  letzte 
Gleichung  das  Symbol  eines  Punctes,  des  Mittelpunctes  der  Fläche,  in  welchem  unendlich  viele 
Central-Ebenen  sich  schneiden. 

Ich  muss  mich  hier  damit  begnügen,  dadurch,  dass  ich  den  Satz  des  Textes  unter  der  neuen 
Form  ausspreche,  eine  entfernte  Andeutung  davon  zu  geben,  wie  derselbe  einem  allgemeinen,  weit 
reichenden  Gesicbtspuncte  sich  unterordnet.  Wenn  es  mir  vergönnt  sein  sollte,  die  Entwickeluugen, 
die  sich  hier  auf  gerade  Linien  beschränken,  später  auf  Kräfte,  Rotationen,  DjTiamen  auszudehnen, 
würde  dieser  Satz  seine  bescheidene  Stelle  in  einem  systematischen  Ganzen  finden. 

15* 
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Linie  schneidet,  schneidet  sie  ansserdem  noch  in  einer  zweiten.  Die  beiden 
Durchschnittslinien  gehören  den  Ijeiden  verschiedenen  Erzeugungen  der  Fläche 
an.  Jede  solche  Ebene  ist  eine  Tangential -Ebene  und  der  Pinict,  in  wel- 
chem die  beiden  Erzeugenden  in  ihr  sich  schneiden,  der  Berührungspunct. 
Jede  Linie,  welche  durch  den  Diu-chschnitt  zweier  Linien  verschiedener  Er- 
zeugung geht  und  in  der  durch  diese  Linien  gehenden  Ebene  liegt,  ist  eine 
Tangente  der  Fläche.  Eine  Ebene,  welche  dui-ch  eine  gegebene  Erzeugende 
lind  den  Mittelpunct  der  Fläche  geht,  ist  eine  Tangential -Ebene,  in  welcher 
der  Berührungspunct  nach  der  Richtung  der  gegebenen  Erzeugenden  imendlich 
weit  liegt,  indem  die  zweite  Erzeugende  der  gegebenen  parallel  wird. 

Die  Ebenen,  welche  man  in  jeder  von  drei  Congruenzen,  denen  die 
Linien  der  ersten  ErzeugTing  einer  Fläche  angehören,  durch  jede  der  beiden 
Directricen,  parallel  mit  der  Central -Ebene  legen  kann,  smd  Tangential- 
Ebenen  in  den  Scheiteln  des  bezüglichen  Durchmessers.  Die  Central -Ebene 
ist,  in  Beziehung  auf  die  Fläche,  dem  Durchmesser  zugeordnet.  Die  beiden 
Directricen  .sind  Linien  der  zweiten  Erzeugmig  in  den  Tangential -Ebenen; 
die  Linien  der.  ersten  Erzeugmig  in  denselben  erhält  man,  wenn  man  diu'ch 
den  Scheitel  des  Dm-chmessers  in  jeder  Tangential  -  Ebene  eine  gerade  Linie 
zieht,  welche  der  Directrix  in  der  anderen  parallel  ist. 

104.  Nach  dem  Vorstehenden  geht  eine  Ebene,  welche  irgend  zwei 
Linien  dersell)en  Erzeugung  parallel  ist  imd  iliren  Abstand  halbirt,  durch 
den  Mittelpunct  der  Fläche.  Lassen  wir  die  beiden  Linien  zusammenfallen, 
so  geht  die  fragliche  Ebene  dmx-h  diese  Linie  selbst  und  wird  dadurch  zu 
einer  durch  den  Mittelpunct  gehenden  Tangential -Ebene.  Der  Berührimgs- 
puuct  rückt  miencUich  weit.  Wenn  die  gerade  Linie  durch  eine  continun*- 
liche  BewegTing  die  Fläche  erzeugt,  umhüUt  die  fragliche  Ebene  eine  Kegel- 
fläche, welche  zugleich  von  einer  geraden  Linie  beschrieben  wird,  die  durch 
den  Mittelpimct  geht  und  der  die  Fläche  erzeugenden  geraden  Linie  \m 
allen  Lagen  derselben  parallel  bleibt.  Dieselbe  Kegelfläche  erhalten  Avir, 
wenn  die  die  Fläche  beschreibende  gerade  Linie  der  anderen  Erzeugung 
angehört.  Diese  Kegelfläche,  die  hiernach  von  jeder  Ebene  berühi't  wird, 
die  diu-ch  den  Mittelpunct  xind  irgend  eine  Linie  einer  der  beiden  Erzeugmigen 
geht,  und  die  jede  Linie,  welche  irgend  einer  Linie  einer  der  beiden  Er- 
zeugungen parallel  durch  den  Mittelpunct  gelegt  wird,  zu  einer  ihrer  Seiten 
hat,  heisst  der  Asymptoten-Kegel  der  Fläche.  Die  Seiten  des  Asj-anptoten- 
Kegels  sind  nicht  die  einzigen  geraden  Linien,    welche  die  Fläche  in  miend- 
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lichiT  Kntti'rnun<:  licrülinii.  .Ink-  ;4iTa<l('  Liiiif,  wi-iclio  in  einer  Tanf^ential- 
Ebene  des  Asymptuten-Kej^els  lie^t  und  derjeiiigL'ii  Seite  ininillel  ist,  niuli 
welcher  dieser  Kegel  berührt  wird,  ist  eine  Asymptote  der  Flilche. 
Durch  jeden  l'uiict  aiisserhiilb  des  Kegels  hissen  sich  zwei  solcher  Asymptoten 
legen,  die  zweien  Seiten  desselben  pitrullel  sind. 

10').  Die  beitlen  Linien  der  zweiten  Erzeugung  einer  Flache,  welche 
durch  die  beiden  Scheitel  irgend  eines  Durchines8ei"s  deiNclben  gehen,  sind 
die  beiden  Directricen  einer  Congi-uenz,  der  die  Flüche  angehört.  Die  Centriil- 
Ebene  der  Congi-uenz  ist  die  dem  Durchmesser,  in  Beziehung  auf  die  FHlche, 
zugi'onliicte  Diameti-al  -  Ebene.  Wenn  wir  dir  luiden  Directricen  iia«  h  i|i  m 
Durchmesser  auf  die  Central -Ebene  prqjiciren,  erhalten  wii-  die  AsjTnptoten 
der  Durchschnitts-Cm-ve  der  Flache  mit  der  Central-ElnMie.  Je  zwei  zugeord- 
nete Durclmiesser  der  Durchschnitts-Curve  fallen  in  zwei  zugeordnete  Neben- 
duixhinesser  der  Congiiienz.  Irgend  ein  Durchmesser  der  (.'(jngi-uenz  und 
zwei  zugeordnete  Nebendurchmesser  in  ihrer  Central  -  Ebene  sollen  drei  zu- 
geordnete Durchmesser  der  Flache  heissen. 

Je  nachdem  der  Durchmesser  der  Fläche  ])egegnet  oilri-  iii(  ht,  sind  die 
Directricen  der  liezüglichen  Congi-uenz  reell  oder  imaginär,  dem  entsprechend 
sind  auch  die  lieiden  As}Tnptoten  der  Dmx-hschnitts-Cui-ve  in  der  Central- 
Ebene  ideell  oder  imaginär.  Diese  Cm-ve  ist  in  dem  einen  Falle  eine  Hy- 
perbel, in  dem  anderen  eine  Ellipse.  Die  Durchschnitts-Curven  in  Ebenen, 
welche  der  Central- El lene  parallel  sind,  sind  gleich  orientirte  Hyperbeln 
oder  Ellipsen.  Die  Hyperbeln  arten  in  den  Ebenen,  welche  durch  die  End- 
pimcte  des  Dui'chinessers  gehen  und  Tangential -Ebenen  sind,  in  Sj^steme 
von  geraden  Linien  ans.  Die  Ellipsen  behalten  immer  endliche  Dimensionen, 
weil  die  entsprechenden  Tangential- Eljenen  imaginilr  sind.  Wenn  wir  eine 
Seite  des  Asjoiiptoten-Kegels  als  Durchmesser  betrachten,  fallen  die  Directricen 
der  bezüglichen  Congruenz  zusammen  (vergl.  Nr.  68.),  und  die  Ebene,  welche 
nach  dieser  Seite  den  AsjTnptoten- Kegel  berähi-t,  wird  Central -Ebene  der- 
selben. Die  Dm-chschnitts  -  Cun'e  der  Fläche  mit  der  Central -Ebene  artet  in 
ein  System  von  zwei  parallelen  Linien  aus,  deren  Durchmesser  die  Kegelseite 
ist.  Die  Durchschnitts-Curven  in  parallelen  Ebenen  sind  Parabeln,  deren 
Dm-chmesser  der  Kegelseite  parallel  sind. 

lOG.  Jedem  Durchmesser  der  Fläche  entsprechen  zwei  verschiedene 
Congi-uenzen,  deren  Directricen  in  den  Endpuucten  des  Durchmessers  sich 
schneiden  und  Linien  der  beiden  verschiedenen  Erzeugungen  der  Fläche  sind. 
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Solche  zwei  Cougruenzen  haben  wir  (Nr.  79.)  zwei  in  Beziehung  auf  den 
Durchmesser  conjugii'te  genannt.  Dei;jenigen  dieser  zwei  Congruenzen,  welche 
zwei  Linien  der  zweiten  Erzeugung  zu  Direetricen  hat,  gehören  die  Linien 
der  ersten  Erzeugung  an;  der  anderen,  die  zwei  Linien  der  ersten  Erzeugung 
zu  Direetricen  hat,  gehören  die  Linien  der  zweiten  Erzeugung  an. 

107.  Die  zugeordneten  Polaren  einer  gegebenen  Linie  des  Raumes,  ^o^o, 
in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Cornj^lexe  der  dreigliedrigen  Grupjje: 

ß  +  uß'  +  fj'ß"  =  0, 

durch  welche  eine  Linienfiäche  bestimmt  ist,  bilden  eine  Congruenz,  deren 
beide  Direetricen  Linien  der  ersten  Erzeugung  der  ersten  Fläche  sind  (Nr.  101.). 
Die  gegebene  gerade  Linie  schneidet  die  beiden  Direetricen  in  zwei  Puncten. 
Diese  beiden  Durchschnittspuncte  seien  A,-,  und  Bi,;  sie  sind  zugleich  die 
beiden  Dm-chschnittspuncte  der  gegebenen  Linie  mit  der  Fläche.  Die  beiden 
Direetricen  seien  A,,  A"  und  Bo  5".  Die  Ebene ,  welche  durch  A»  Bo  und  Jo  A^ 
geht,  berührt,  weil  A.oA°  eine  Linie  erster  Erzeugung  ist,  die  Fläche;  der 
Berührungspunct ,  der  auf  dieser  Linie  liegt,  sei  A".  Ebenso  berührt  eine 
Ebene,  die  durch  4,^o  und  BaB'  geht,  die  Fläche  in  einem  Puncte  von 
BoB";  dieser  Punct  sei  B".  Wir  wollen  die  beiden  Berührungspuncte  .1"  und 
B",  welche  auf  den  beiden  Direetricen  und  also  aixf  der  Fläche  liegen,  durch 
eine  gerade  Linie  yi'^B"  verbinden. 

Wenn  eine  Tangential  -  Ebene  der  Fläche  dm-ch  eine  Linie  erster  Er- 
zeugmig  derselben,  bezüglich  dm-ch  A^A"  oder  BnB"  gelegt  wird,  so  ist  die 
Linie  zweiter  Erzeugung,  welche  durch  den  Berührungspunct,  bezüglich  durch 
A°  oder  B"  geht,  dadm-ch  bestimmt,  dass  sie  irgend  eine  andere  Linie  erster 
Erzeugung ,  ))ezüglich  B„  B^  oder  Ao  A" ,  schneidet.  In  der  obigen  Construetion 
sind  also  AnB"  und  A>Bo  Linien  der  zweiten  Erzeugung.  AoA^B^'B^  ist  ein 
der  Fläche  autgeschriebenes  Viereck,  dessen  beide  Paare  gegenüljerliegender 
Seiten  der  zwiefachen  Erzeugung  der  Fläche  angehören.  Die  beiden  Diago- 
nalen des  Vierecks  sind  jt„BQ  und  A'>B".  Die  Seiten  des  Vierecks  sind  zu- 
gleich vier  von  den  sechs  Kanten  eines  Tetraeders;  die  Flächen  dessellien, 
deren  jede  zwei  auf  einander  folgende  Seiten  enthält,  berühren  die  Linien- 
fläche in  den  vier  Winkelpuneten  des  Vierecks.  Ao  Bo  niid  A^B^'  sind  die  bei- 
den übrigen,  einander  gegenüberstehenden  Kanten  des  Tetraeders. 

108.  Aus  dem  Vorstehenden  folgt  unmittelbar,  dass  die  Beziehung  der 
beiden  Lünen  AoBn  imd  A^B"  zur  Fläche  eine  vollkommen  gegenseitige  ist. 
Die  Ijeiden  Tangential -Ebenen,    welche  durch  jede  derselben   an  die  Fläche 


sich  legen  lassen,  Iterahren  tlieselU'  in  den  In-iilfn  iMiivlischnittspumten  der 
jetlesnialipen  anderen;  die  Tangential -P]l»enen  in  den  Idn'chsehnittsSpuneten 
jeiler  deiNelben  mit  der  Fli\<lie  sehneiflen  sich  auf  der  jedi'snial  anderen.  Wir 
nennen  die  Iteiilen  Linien  zwei  zugeordnete  l'olareii  in  Hezielinng 
anf  die  Flilehe.  Zn  jeder  Linie  des  Hannies  gehört  eine  zweite  als  zn- 
geonhiete  Polare. 

W'cim  wir  eine  C'onginienz  dadnnh  liestininien,  dass  wir  irgend  zwei 
Linien  einer  Fläche  als  IHreetricen  dei*selben  nehmen,  so  oi'dnen  sieh  die 
der  l'onginienz  angehörigen  Linien  paarweise  so  zusammen,  dass  joder  <heser 
Linien  eine  andere  entspricht,  mit  der  sie,  in  Beziehung  auf  die  Flüche, 
zwei  zugeordnete  Polaren  l)ildet.  Diejenigen  dieser  Linien,  die  mit  ihren 
zugeordneten  Polaren  zusammenfallen,  gehören  der  l'li'lche  an. 

Je  zwei  Linien  der  einen  Erzeugung  bilden  mit  je  zwei  Linien  der 
anderen  ein  der  Fläche  aufgeschriebenes  Viereck,  so  wie  die  \ier  Kanten 
eines  ihr  umschriebenen  Tetraeders;  die  lieiden  Diagonalen  dieses  Vierecks, 
otler,  was  dasselbe  heisst,  zwei  gegenüberliegende  Kanten  des  Tetraedei-s, 
sind,  in  Beziehung  auf  die  Flache,  zwei  conjugirte  Polaren. 

109.  Drei  Linien  der  einen  und  drei  Linien  der  anderen  Erzeugimg  einer 
Linienfläche  schneiden  einander  in  neun  Puncten,  welche  der  Fläche  an- 
gehören.    Diese  Pmicte  lassen  sich  in  drei  Gruppen: 

/',  V,  R,  P',  o\  K,  /'",  0",  ir  (.".) 

so  vertheilcu,  dass  in  den  drei  Puncten  dersclljcn  Gnxppe  die  drei  Liuicu  der 
einen  Erzeugung  die  drei  Linien  der  anderen  Erzeugung  selmeideu.  Den 
neun  Puncten  entsprechen  neun  Ebenen,  welche  die  Fläche  in  diesen  Puncten 
benihren : 

p,  q,  r,  //,  f/,  ;•'.  /',  y",   /'.  (4) 

Die  drei  Linien  der  einen  Erzeugmig  enthalten  die  Puncte: 
/>,  Q",  f{\  R,  p",  0',  Q,  R",  P', 

die  Linien  der  anderen  Erzeugung  die  Puncte: 

/>,  R",   (/,  ij,   />",  R',  R,  0",  P- 

Die  neun  Puncte  bestimmen  drei  der  Fläche  aufgeschriebene  Sechsecke: 

V  Q"  R- P"  Q' R" .    I 
P  (J"  R  P"  Q  /.'",    [  (•'») 

P  0'  R  P'  Q  R'.    1 

In  ähnlicher  Weise  erhalten  wir  di-ei  sechsflächige  Köiper,  gebildet  von  den 
Tangential  -  Ebenen  in  den  Eckpuncten   der  drei  Sechsecke.     Das  ganze  geo- 
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metrische  Gebilde  ist  gleichmässig  l^estimmt,  gleichviel,  o1)  wir  von  deu 
drei  Puucten  einer  der  drei  Grnppen  (3),.  oder  den  drei  Tangential -Ebenen 
in  solchen  drei  Puncten,  oder  endlich  von  einem  der  di-ei  Sechsecke  (5)  aus- 
gehen und,  dem  entsprechend,  drei  Puncte  der  Fläche,  oder  drei  Tangential- 
Ebenen  derselben  oder  ein  der'  Fläche  aufgeschriebenes  Sechseck  von  vorne 
herein  willkürlich  annehmen. 

Gehen  wir  von  drei  Puncten  der  Fläche  P,  Q ,  R  aus,  so  ist  durch  diese 
drei  Puncte  eine  Ebene  {P,  Q ,  R)  und  durch  die  drei  Tangential -Ebenen  in 
diesen  Puncten  ein  Punct  {p,  q,  r)  bestimmt.  Die  drei  Durchschnittslinien 
der  drei  Tangential -Ebenen   sind  die  ckei  Diagonalen  des  di-itten  Sechsecks: 

Die  drei  Diagonalen  'eines  der  Linieufläehe  aufgeschriebe- 
nen Sechsecks  schneiden  sich  in  demselben  Puncte. 

Das  erste  aufgeschriebene  Sechseck  hat  P'  imd  P" ,  Q'  und  Q" ,  R'  mid  R' 
zu  gegenüberstehenden  Winkelpuncten ;  die  Tangential -Ebenen  in  den  drei 
Paaren  gegenüberstehender  Winkelpuncte  schneiden  sich  in  den  drei  Linien 
{P,  Q),  {P,  R),  {0,  R),  welche  die  gegebenen  Puncte  P,  Q,  R  paarweise  mit 
einander  verliinden  mid  also  in  derselben  Ebene  liegen. 

Die  Tangential-Ebenen  in  je  zwei  gegenüberliegenden  Win- 
kelpuncten eines  der  Linienfläche  aufgeschriebenen  Sechsecks 
schneiden  sich  in  drei  geraden  Linien,  welche  in  derselben 
Ebene  liegen. 

110.  Ein  aufgeschriebenes  Sechseck,  für  welches  wir  das  erste  nehmen 
wollen,  bestimmt  drei  aufgescluiebene  Vierecke.  Die  Seiten  jedes  Vierecks 
sind  solche  vier  Seiten  des  Sechsecks,  welche,  paarweise  genommen,  in  zwei 
gegenüberliegenden  Winkelpuncten  desselben  zusammenstosseu.  Die  drei  Dia- 
gonalen des  Sechsecks:  {R,  R"),  {Q',  Q"),  (P',  P"),  welche  in  dem  Pvmcte 
(/>,  q,  r)  sich  schneiden,  sind  drei  Diagonalen  der  drei  Vierecke;  die  drei 
zweiten  Diagonalen  dieser  Vierecke  sind  {P,  Q),  {P,  R),  {Q,  R),  welche  in  der 
Ebene  [P,  Q,  R)  liegen.  In  Gemässheit  der  Nummer  104.  haben  hiernach 
drei  gerade  Linien,  welche  diux-h  denselben  Punct  gehen,  solche  drei  gerade 
Linien  zu  zugeordneten  Polaren,  die  in  derselben  Ebene  hegen.     Also: 

Die  zugeordneten  Polaren  aller  Linien,  die  in  demselben 
Puncte  sich  schneiden,  liegen  in  derselben  Ebene. 

Es  entspricht  hiemach  jedem  Pimcte  des  Kamnes  eine  Ebene  mad  jeder 
Ebene  ein  Punct.  Die  Ebene  ist  in  Beziehung  auf  die  Fläche  die  Polar- 
Ebene  des   Punctes.    der  Punct   der  Pol   der  Ebene.     Nach  dem  Vor- 


stelieiidfii  uinhnllen  (lii-  Tiinf.'L'ntiiil-KI)C'iU'ii  ili-r  Fli\(,lif  in  il.-ii  l'unctcii  ciiuT 
flieiR'ii  Dunlischnitts-Cunt'  eiiu-  Kt'>,'flHa<ht'.  ilic  iliin  li  .lit-sc  Curve  ^eht  und 
«U'ii  Pol  der  sehneidcndt'ii  Klu-iu'  zu  ihrem  Mittclpinictf  luit.  ünifii'kclirt 
ln'rnlufii  alle  Tan<,'entia!-El»enen  <ler  Flache,  welche  durch  einen  Pumt  (jehen, 
tlie  FliUhe  in  einer  elienen  Curve.  deren  Eiiene  die  Folur-Khene  den  f^e«^ebe- 
nen  Piinctcs  ist.*) 

111.  Wir  lassen  noch  einij^e  analytische  Entwicklun;^'en  folj^'en,  die 
bestimmt  sind,  ilic  voi*stehenden  geometrischen  Anschauungen,  die  weiter  /.u 
verfolgen  hier  nicht  der  Ort  ist,  zu  untei*stützen  uml  zu  erweitern.  \\  ii- 
wollen  eine  StrahlenH"iehe,  welche  durch  die  (ileichungeu  dreier  ('oniiiiexe 
des  ei"sten  (irades,  die  wir  aus  einer  <lreigliedrigen  (lrn])pe 

II  +  (iS2'  +  (i'Si"  =  0 
willkiirlich  auswählen  können,  gegeben  ist.'durcii  eine  Liluiclnuig  in  gewöhn- 
lichen Punct-Coordinaten  darstellen. 

Wir  werden  zunächst  für  die  drei  Complexe  der  üruj^pe  drei  solche 
Complexe  nehmen,  deicn  silramtliche  Linien  die  Axe  derselben  schneiden. 
Bestimmen  wir  den  Anlangspunct  willkürlich  und  legen  die  drei  Coordinaten- 
Ebenen  durch  die  drei  Axen  der  Complexe,  so  erhalten  wir  für  rlie  (dei- 
chungen der  drei  Comjilexe  die  folgenden: 

Si         C  —  Dg  +  Eq  =  0,  (d) 

ii'  —  ß's  —  /)'g  -f  F'ij  =  0,  (7) 

n"      .i"r+  E"o-\-F"'>j  =  0.  (8) 

^^'ir  haben  zwischen  den  Coordinateu  irgend  eines  Punctes  .v,  y,  z,  welcher 
auf  irgend  einem  Strahle  liegt,  und  den  vier  Coordinaten  r ,  s,  o  und  g  des 
Striihles  die  beiden  Relationen: 

.r  =  /-r  +  o,  y  =  sz  -f  G, 

woraus  zur  Bestimmung  der  fünften  Coordinate  folgt: 

ry  —  s.r  =  )j. 
Wenn  wir  zwischen  den   voi-stehenden  sechs  Gleichungen  die   fünf  Strahlen- 


*)  Ich  habe  die  drei  zusaimnengehorigeu,  der  Fläche  aufgeschrieljonen  Sechsecke  bereits  vor 
längerer  Zeit  in  dem  „System  der  Geometrie  des  Raumes"  betrachtet  (vergl.  Nr.  87.— 93.),  und  durch 
analytische  Symbole  den  Beweis  geführt,  dass  einerseits  die  drei  Puncte,  in  welchen  die  Diagonalen 
der  drei  Sechsecke  sich  schneiden,  in  einer  geraden  Linie  liegen,  und  andererseits  die  drei  Ebenen, 
welche  die  Durchschnittslinien  der  Tangential-Ebenen  in  den  gegenüberstehenden  Winkelpuncten  der 
drei  Sechsecke  enthalten,  sich  auf  einer  zweiten  geraden  Linie  schneiden,  und  endlich,  dass  diese 
beiden  geraden  Linien  zwei  zugeordnete  Polaren  in  Beziehung  auf  die  Fläche  sind. 

Plückcr,  Geometrie.  lO 
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Coordinaten  eliminiren,  so  stellt  die  resiütirende  Gleichimg  in  .v,  y,  z  die 
Stralileufläche  in  Punet-Coordinaten  dar. 

Eliminiren  wir  zuerst  »;,  so  erhalten  wir  statt  der  beiden  letzten  Com- 
plex-CTleichungen  (7)  und  (8): 

iß'  —  F'x)  s  +  F')j  ■  r  ~  D'6  =  0, 
{A"  +  F"y)  r-F"x  ■  s  +  E"q  -  0, 
imd  wenn  wir  dann  q  und  6  eliminiren,  kommt: 

Ezr~Dzs  —  C—  Ex  ^  Dy  ^0, 
F'y  ■  r  +  {B'  —  F'x  +  D'z) s  —  iJ'y  =  0, 
{A"  +  F"y  —  E"z)  r  —  F" x  ■  s  +  E"x  =  0. 
Bestimmen  wk  die  Werthe  von  s  und  r  aus   den  beiden   letzten    der  vor- 
stehenden drei  Gleichungen  mid  setzen  sie  in  die   erste  dieser  Gleichungen 

ein,  so  kommt: 

Exz  [E"{B'  —  F'x  +  />'--)  —  D'F"y] 

+  Dyz  [D'  (_4"  +  F"y—E"z)  +  E"F'.x^ 

+  {C  +  Ex  -  Dy)  [(J"  +  F"y  -  E"z)  [B'  -  F'x  +  D'z)  +  F'F'xy]  =  0. 

Aus   dieser  Gleichung  verschwinden  die  höheren  Potenzen  von  x,  y ,  z   und 

wir  erhalten: 

Ä'B'C  +  Ä'{B'E  —  CF')x  +  /?'  {CF"  —  Ä'B)  y  +  C{A"D'  —  ß'E")  z 

—  Ä'EF'  ■  .r3  —  B'DF"  ■  y-  —  CJ)'E"z^ 

+  {CB'F"  +  B'DE")yz  +  {CE"F'  +  A"B'E)xz  +  {B'EF"  +  A"BF')xy  =  0. 

Dividireu  wir  diese  Gleichung  durch  A"  B'  C  und  schreiben' für: 

E ^     _  EL         JL         -P"         E" 

~c'  C"'  B'  B''  A"'  ä'' 

bezüglich : 

,r  tf  .ff  t  r  ff 

t  ,        XI   ,        t    ,        V  ,        U ,        V   , 

so  ergibt  sich  die  folgende  Gleichung: 

!  +  (/'  +  t")  X  +  {u  +  u")  y  +  {v  +  v')  z 
-\-  (  t  X-  -\-  u  u  y-  +  1'  ''  ^ 
+  (liv  +  u"v")yz  +  {l'v  +  r'O  .rs  +  {t' u'  +  /"w")  .r^  =  0.  (0) 

Diese  Gleichung  stellt  dieselbe  Fläche  m  Pimct-Coordinaten  dar,  welche  ur- 
sprünglich durch  die  drei  Complex  -  Gleichungen  (6),  (7)  und  (8)  dargestellt 
wiuxle.  Diese  drei  Gleichungen  werden,  wenn  wir  die  sechs  neuen  Constan- 
ten einführen: 

t'q  +  xi'g  -f  1  =  0, 

—  v'g  —  t",^  +  *■  =  0,    \  (10) 

li  r^  —  v"  Q  -\-  r  =  0, 


V2:) 


und  tbl^lirli  ist.  wenn  ii  un<l  ;i'  zwei  nnltcstiiMmtf  Cocffitienten  bf/eichnfn, 
<lit'  alljit'nK'iui-  tilouliniij^  ili-r  tlnM^'li(_'<lri<it'n  C'ompK'X-CirupiM',  <luirli  wi'lihe 
die  StnüilonllAtlie  bestiniiiit  wird,  die  folficndo: 

{/'q  +  «"ff  +  1 )  -f  <i  (ra  -1-  f"  ))       s)  -f  (('  {1/ ,y        /•" I,  4-  M  =-.  (I.      (II) 

112.    Setzen  wir  in  der  (ili-iclnni;^  (9)  naeli  eiuander  :.   //  und  .r  gleich 
Null,  Sil  erhalten  wir: 

(/'.r  +  «"//  +  1)  •  (/".»•  +  1/1/  +  1)  =  0, 
(/•'.-  +  f".v  +  1)  •  (/'.-  +  /'•»•  +  1)  =  0, 
(«V  +  r":  +  1)  •  («'V  +  r'z  +  1)  =  0. 

Die  Durehstliuitts-CiU'Ven  der  Flikiie  mit  deu  drei  Coordinaten-Eheuen  ai*teu 
also  in  Systeme  von  zwei  geraden  Linien  aus.  Die  Fh'lehe  wird  von  den 
di'ei  Coordinaten-EluMien  .\'/'.  .\'Z.  )' Z  Iterührt;  die  Linien  der  zweiten  Kr- 
zeugnng  der  Flfiche  in  diesen  Ebenen  sind: 

/'.»■  +  "".'/+  1=0, 
i'z  +r.r+  1  =  0, 
uy^v'z  +  1  =  0, 
die  Linien  iler  ersten  Erzeugmig: 

i-x  +  u'y  +1  =  0, 
r" :  +  (' X  +  1  =  0, 
//"//  +  r'-  +  1  =  0. 

Die  Berüluimgs-Pimcte  in  den  drei  Coordinaten-Ebenen  sind  die  Diu-chschnitte 
der  Linien  erster  und  zweiter  Erzeugung  in  jeder  der  drei  Ebenen.  Die  drei 
Linien  zweiter  Erzeugimg  sind  die  Axen  solcher  drei  Complexe  der  drei- 
gliedi-igen  Gruppe,  auf  denen  alle  Linien  der  Complexe  sich  schneiden,  oder 
mit  anderen  Worten,  drei  Directricen  dreier  Conginienzen  der  Gruppe.  Wemi 
wir  die  ckei  Linien  zweiter  Erzeugung  mit  deu  drei  Linien  erster  Erzeugung 
vertauschen,  so  treten  an  die  Stelle  der  drei  Complexe  (10)  die  folgenden: 

t"  n  +  //o-  +1=0, 

—  l" G  —  t'  1]  -\-  s   =  0, 

}i" r\  —  r'ß  +  /•  ^  0, 

und   znr  Bestimmung  derselben  Strahlenfläche   erha 

gliedrige  Complex-Gnippe : 

(t" Q  +  m'ö  +  1)  +  fJi  {v" 6  +  /'»/  —  .V)  +  ;ti'  (n'i]  —  v'o  +  /•)  =  0.      (15) 

Jeder  Congnienz  einer  der  beiden  dreigliedrigen  Complex-Gruppen  (11)   und 

(15)  entspricht  in  der  andern  eine  coujugü-te  Cougmenz. 

16* 


1 


(12) 


(13) 


(14) 
en    wir   die   neue  drei- 
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113.  Wenn  insbesondere: 

('  4-  /"  =  0,  u  +  m"  =  0,  v  +  v"  =  0,  (16) 

nimmt  die  Gleichung  der  Fläche  die  folgende  einfachere  Form  au: 

1  _  /'ä.,;3  _  u'-i}f  —  v'-^f-  +  2  u'v  -yz  +  2  t'v  xz  +  2  t' ii  xij  =  0.  (17) 
Dann  sind  die  ijeiden  Linien  verschiedener  Erzeugungen  in  jeder  der  di'ei 
Coordinaten-Ebenen  einander  parallel  und  stehen  gleich  weit  vom  Anfangs- 
puncte  der  Coordinaten  ab.  Dieser  ist  der  Mittelpunct  der  Fläche.  Die  ckei 
Coordinaten-Ebenen  berüln-en  den  Asymptoten-Kegel  der  Fläche. 

114.  Wenn  die  Fläche  insbesondere  ein  hyperbolisches  Paraboloid 
ist,  bleiben  die  di'ei  geraden  Linien  (12)  Linien  derselben  Erzeugung  des- 
selben, sind  aber  der  Bedingmig  untervporfen,  dass  sie  einer  gegebenen  Ebene 
parallel  sind.     Nehmen  wir  für  die  Gleichung  dieser  Ebene: 

«.r-f-/yy  +  rr  =  0,  (18) 

so  kommt: 

a  t'  h  u'  c  v  (\i.\\ 

b  u  c  V  (i  t 

woraus  sich  die   folgende  Bedingungs-Gleichung  zwischen  den  sechs  Constan- 
ten, von  welchen  die  Fläche  abhängt,  ergibt: 

(  u  V   =  t   UV.  (2U) - 

In  Folge  derselben  Bedingungs-Gleichung  sind    die   Linien  der    zweiten  Er- 
zeugung einer  zweiten  gegebenen  Ebene  parallel.     Nehmen  wir: 

a.v  -f  ////  +  ."'-  =  0  (21) 

für  die  Gleichung  dieser  Ebene,  so  kommt: 

a    t"  y    u'  c    v"  (99\ 

V  u   '        c  V   ^        ä  t' 

Entwickeln  wir  die  Gleichimgen  (18)  und  (21),  so  kommt: 

("v'x  +  u'v'y  -f-  vv"z  =  0,   1 

.ff  I  ff     ff  I  /      //  i\  \  v**'       / 

1  V  X  Ar  u  V  y  -\-  V  V  z  =  y).   ] 
Die  Durchschnittslinie  dieser    beiden   Ebenen,    denen  die   Linien   der  ersten 
und  zweiten  Erzeugung   des  Paraboloids   parallel  sind,   bestimmen  die  Eich- 
tung  der  Durchmesser  desselben. 

Wh-  finden  für  dieselbe  unter  Berücksichtigimg  der  Bedingungs-Glei- 
chimg  (20): 

t't"x      __     uii'y     __     v  v" z  /tj.-, 

t    —  t  U    —  U  V    —  V 

116.  Wir  haben  bisher  gerade  Linien  vorzugsweise  als  Strahlen  be- 
trachtet ,  weil  diese  Vorstellungsart  unserer  Auffassung  näher  liegt  und  Kürze 


uiLS  gi'ltoten  Ist.  Dio  AulTiissunfi  fiiier  ^cnuK'»  Liiiic  als  Axe  ist  alwr  cmiiu 
^Ifirhltereiliti'ftf.  I>ie  .Stralilen-l'ungnienzeu  trt't«,>n  ilaiiii  als  Axi'n-('oiif,'nicii- 
Zfu.  dit'  Strahlen -FiVlit'ii  als  AxtMi- FliUliciu  auf.  Wir  wulli'ii  liit-r  »lifst-lbe 
Fhlilif.  wclclu'  wir  i-Ik'Ii  als  Stralilt'ii-l-'lri<lit'  lietnicliti-t  lialicn,  iiunmclir  als 
Axfii-FliUlu'  lietracliti'ii  uiul  iluah  tlie  IVülificii  l'fjiiipU-xi'  Sl.  .'>'.  11",  wclcliu 
imu  nach  Einl'nlnnn^'  der  tilnf  Axen-Coordinaten  /i .  y,  ,t.  x.  i,>  durch  dio 
lol^cndun  ( »Icichnnj/fn : 

'/'  C;  +  /j/f  -f-  /;//  =u,  (2rj) 

<i>      '.["■/.-{-/•:"(/+  I'"   =0  (j7) 

dargestellt  worden,  liest innnen.  Wir  erhalten  die  Gleichung  dieser  Fläche 
iu  Plan-Coordinaten  /.  u.  r .  wenn  wir  zwischen  den  vorstehenden  drei  Glei- 
chungen und  den  (ileichungen: 

f  ^  pv  +  sr, 

"  =  '/''  4-  y-, 
pu  —  Hl  =  (•) 
die  fünf  Axeu-t'oovdinaten  eliniiniren.     Eliniiniren  wir  zunächst  zwischen  der 
ersten  imd  sechsten,  der  zweiten  und  vierten,   der  dritten   und    fünften  der 
vorstehenden  sechs  Gleichungen  bezüglich  (■> ,  .r  und  y..  so  kommt: 

fr«  +  /?)/>    =  (67  —  A')y, 
(B'l  +  F)      =^  (B'v  —  D'Yp, 
{A"v+  E")H^{A"u--F"), 
und  liieraus,  wenn  wir  diese  drei  Gleichungen  mit  einander  multipliciren : 

[Ct  -  E)  [Ä'u  —  F")  [B-y  —  ff)      _ 
'Ft-\-F')  [Cu  +  D)  [Ä'v  +  E")     ~  •^" 
Dividii'en   w'ir  Zähler   und  Nenner  des  Bruches   auf  der  ersten  Seite  dieser 
Gleichling  diuxh  A'ß'C,  so  konuut,  wenn  wir  wiederum  der  Kürze  wiegen 
die  fniheren  Constanten  /'  und  /",  u'  und  i/".  r'  und  r"  ciiiinhi-en: 

(/  — /')(m-  u)  JV  —  V')     _    ^  .^o-j 

\e  —  t")  (m  -  m")  (v  -  v")  ■  ^"^ 

In  dieser  Gleichung  fällt,   wenn  sie  entvpickelt   wird,    das  Produet  der  drei 

Veränderlichen  aus.     Sie  stellt  dieselbe  Fläche  in  Plau-Coordinaten  dar,   die 

wir  früher  durch  die  Gleichung  (U)   in  Pimct-Coordinaten   dargestellt   lialien. 

IIG.    Die  vorstehende  Gleichung  wird  l^eft-iedigt,  wenn  gleichzeitig: 

/  —  /'  =  0,  u  —  u"  ^  0, 

u  —  i/  =  0,  V—  v"  =  0,    \  (29) 

V  —  V  =  0,  l  —  l"  =  0, 
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und  ebenso,  wenn  gleichzeitig: 

(  ^  t'  =  0,  V  ~  v"  =  0,  \ 

U  —  y'  =  0^  /  —  /"  =  0,     l  (30) 

V  —  V  =  0 ,  u  —  ii"  =  0.    J 

Die  Gleichungen  (29)  und  (30),  welche  sich  auf  sechs  verschiedene  j-edu- 
ciren,  stellen,  einzeln  genommen,  sechs  Punete  dar,  von  denen  zwei  auf 
jeder  der  di-ei  Coordinaten-Axen  liegen.  Paarweise  zusammengestellt,  vne 
vorstehend  geschehen,  stellen  sie  Axen  dar,  welche  in  den  drei  Coordinaten- 
Ebeneu  und  zugleich  auf  der  Fläche  liegen,  einmal  die  drei  Linien  zweiter 
Erzeugimg  der  Fläche  (12),  das  andere  Mal  die  drei  Linien  erster  Erzeugung 
derselben  Fläche  (13).  Die  Fläche  wird  von  den  drei  Coordinateu-Ebenen 
berührt. 

Wir  können  die  Fläche ,  ihrer  doppelten  Erzeugung  entsprechend ,  durch 
jede  der  folgenden  beiden  dreigliedrigen  Gruppen  linearer  Axeu  -  Komplexe 
darstellen : 

(oj  _  „"p  +  t'q)  +  X  {n  +  v'p  -  /")  +  r  {k  +  v'q  -  u)  =  0,  (31) 

(«  _  „/p  +  r^y)  +  ^,  (ff  +  v"p  -  /')  +  a;(x-  +  i' V  -  >n  =  0 ,      (32) 

indem  wir  durch  A,  X',  A,,  X\  unbestimmte  Coefficienten  bezeichnen. 

117.  Wenn  wir  für  die  drei  Coordinaten-Ebenen  irgend  drei  Tangential- 
Ebenen  des  Asymptoten-Kegels  der  Fläche  nehmen,  so  nimmt  in  Folge  der 
Relationen  (16) 

f'  +  /"  =  0,  it'  +  u"  =  0.  ?''  +  v"  =  0 

die  Gleichimg  der  Fläche  in  Plan-Coordmaten  die  folgende  Form  an : 

(/  -  t')  {u  —  u')  jv  —  jQ     _   .  ,00-, 

{t  +  f){u  +  u){v+v)  '•  ^'^"'^ 

In  dem  Falle  des  hyperbolischen  Paraboloids  particularisirt  sich  die  allge- 
meine Gleichung  (28)  dadurch,  dass  das  constante  Glied  bei  der  Entwicke- 
lung  fortfällt,  was  wieder  zu  der  früheren  Bedingungs-Gleichung  (20)  führt. 

118.  Wir  haben  in  den  letzten  Nummern  dieselbe  Erzeugung  derselben 
Fläche,  einmal  durch  ckei  lineare  Gleichungen  in  Stralden-Coordinaten ,  das 
andere  Mal  dmx-h  drei  lineare  Gleichungen  in  Axen-Coordinaten  dargestellt 
rmd  aus  den  drei  linearen  Gleichungen  die  Gleichung  derselben  Fläche  ein- 
mal in  Punct-Coordinaten ,  das  andere  Mal  in  Plan-Coordinaten  aljgeleitet. 

Wir  wollen  als  zweites  Beispiel  eine  Linienfläche  diu-ch  drei  Complexe 
der  besonderen  Art  bestimmen,   indem  wir   für  die  Gleichung  derselben  drei 


r_' 


solcht'  iifluiKMi,  dii-  iiHs  den  tnllu'ren  Iiorvor^iclun.  u.nn  uir  ,li.- ('.,ii<tiin1<n 
derst'Hien  mit  Unvii  nxipi-Dken  Wertlu'u  und 

/•,  s,  o.  li .  tj   mit  /','/.  :t  .  y. .  i.i  ^ 

gefienscitif^  vei"tau.scln'n. 

Auf  diesem  We^^e  erludteu  wir,  indem  wir  der  Kilr/e  wegen  die  reei- 
proken  Wei-the  wn  l' .  t" .  u,  u",  r,  r"  dunli  .»',  .1",  //'.  //".  z ,  z"  be/oiclinen, 
statt  der  drei  Comidex-lileiehungen  (H»)  die  folgenden: 

.r'.T  +  y"x  +  l  =0, 
-.-'^  -.r"f.,  +  ^/  =  <>,  (;il) 

//(,<  A  :"  .T  +  ip  =  0. 
11!'.     Wenn    wir   zwisehen   diesen    drei   (Ilciclmngen    und    A\-\\    dn'i   'üii- 
chungen : 

/=///'  +  -T .  n  =  f/v  -\-  ■/.,  pu  —  f/f  =  i.) 

die  fünf  Axen-Coordinaten  //.  y.  .t.  ■/..  m  eliminiren.  erhalten  wii-  die  folgende 
Gleichung  der  Flilclu^  in  Plan-<'o(jrdinaten: 

1  +  (•»•'  +  •«■")  t+ii/'  -{-  y")  u  +  {■:  +  z")  V 
.r  x  (-  +  1/1/  «-•  +  z  I  /;-' 
+  {y'z  +  >/":")  UV  +  {x'z   +  .r";")  (v  +  {x  >/  +  .r"y"j  ///  =  ('.        (30) 
Diese   Gleichung   ergibt    sich   unmittelbar,    wenn   wir   in   der   Gleichung  (0) 
t'.  /",  u,  «",  v ,  v"  durch  x',  x",  y ,  [/" ,  z,  z"  und  x,  ij,  z  dunli  /.  11,  v  ersetzen. 
Um  dieselben  Complexe  (34)   in  Stralüen-Coordinaten  auszudrilcken,   er- 
halten wir: 

'/  —  //  •'■  +  •*■  •■^'  =  0, 

Q  +  z'    r  —  x"    =  0,  (36) 

—  a  —  z"  -s  -\-  y       =  0, 

imd  wenn  wii-  zwischen  diesen  drei  Gleichungen  imd  den  drei  folgenden: 

.r  =  ;-r  -f-  9,  y  =  sz  -\-  a,  ry  —  sx  =  »;, 

die  Strahlen-Coordinaten  /•,  s,  o,  a ,  r/  eliminiren,  kommt: 

(x  -  x)  (ij  —  y)  {z  —  z)    ^  ^  .g-, 

(x  —  x")  iy  —  y")  {z  —  z") 

Diese  Gleichung  erhalten  wir  iinmittelbar,  wenn  wir  in  der  Gleichung  (28) 
t',  l",  u,  11",  v,  v"  mit  .1',  x",  y ,  y",  z ,  z"  und  I ,  u,  v  mit  x,  y ,  z  ver- 
tauschen. 

Die  beiden  Gleichmigen  (35)  und  (37)  stellen  dieselbe  Fläche  in  Plan- 
und  Pimct-Coordinaten  dar,  die  in  Axen-  und  StraMen-Coordinaten  durch  die 
S3'Steme  linearer  Gleichungen  (34)  mid  (3G)  dargestellt  wh-d. 
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120.  Wenn  wir  in  der  Grleichimg  (35)  nach  einander  v,  u  imd  /  gleich 
Null  setzen,  so  erhalten  wir: 

^  {.VI  +  y"u  +  1)  {x"t  +  /«  +  1)  =  0,  ■ 

(.'e,  +  .,,.'7  +  1)  {z"v  +  .rV  +  1)  =  0,    ^  (38) 

{ij'u  +  z"v  +  1)  {y"u  +  r'i.  +  1)  =  0. 
Während  also  im  Allgemeinen  die  Tangential-Ebenen  einer  Fläche  zwei- 
ter Ordnung  und  Klasse,  welche  einer  gegebenen  geraden  Linie  parallel  sind, 
einen  Cylinder  umhüllen,  artet  dieser  Cylinder,  wenn  wir  für  die  gerade 
Linie  nach  einander  die  drei  Coordinaten-Axen  nehmen,  in  ein  System  von 
zwei  parallelen  geraden  Linien  aus.  Die  Coordinaten-Axen  sind  also  irgend 
dreien  Erzeugenden  der  Linienfläche,  oder,  was  dasselbe  ist,  irgend  dreien 
Seiten  des  Asjrmptoten-Kegels  der  Fläche  parallel.  Denn  alle  Ebenen,  welche 
dm'ch  irgend  eine  Linie  der  Fläche  gehen,  sind  Tangential-Ebenen  der  Fläche. 
Den  "drei  Lmien  der  ersten  Erzeugung,  denen  die  drei  Coordinaten-Axen 
parallel  genommen  worden  sind,  sind  drei  Linien  der  zweiten  Erzeugaing 
parallel.  Die  l^eiden  Pimcten-Paare ,  in  welchen  die  Ebenen  FX,  XZ,  ZY 
von  den  Linien  beider  Erzeugimgen,  die  bezüglich  den  Axen  OZ,  OY ,  OX 
parallel  sind,  getroffen  werden,  werden  durch  die  Gleichungen  (38)  dar- 
gestellt. 

121.  Li  Uebereinstimmung  hiermit  erhalten  wir,  um  die  Gleichung  (37) 
zu  liefriedigen ,  einmal  die  di'ei  Gleichmigen-Paare : 

X  —  x  =0,  y  —  >j"  =  ^,\ 

y  -y  =  0,  ._z"  =  0,  (39) 

2  —  z'  =  0,  x  —  x"=  0,    J 

welche  die  drei  Linien   zweiter  Erzeugung,    das  andere  Mal   die   drei   Glei- 
chungen-Paare : 

.i-_.i'  =  0,  z 

y-y'  =  0,  .r-.r"  =  0,    \  (40) 

^--'  =  0,  y-y"  =  0,\ 

welche  die  drei  Linien  erster  Erzeugimg  darstellen ,  die  den  drei  Coordinaten- 
Axen,  bezüglich  OZ,  OX,  OY  und  OY,  OZ,  OX  parallel  sind. 

123.  Die  drei  Complexe  besonderer  Art,  durch  welche  die  Fläche  be- 
stimmt ist,  die  einmal  dm-ch  die  Gleichungen  (34),  das  andere  Mal  dm-ch  die 
Gleichungen  (36)  dargestellt  werden,  haben  zu  Axen  diejenigen  Linien  zweiter 
Erzeugung,  die  durch  die  Gleichungen -Paare  (39)  dargestellt  werden,  und 
andererseits  dadurch  bestimmt  sind,  dass  sie  den  Coordinaten-Axen  0 X,  OY, 


-■;;  ^ "'  I 
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'»'/.   piirallfl  siml  uii<l  «lii-    lti'/aj,'lülR'n  (V)onliiuitfu-KI).'iuii    ;  /,   \/     \y   in 
Piunten  sehiu'idi'ii ,  wekhe  in  diesen  Ebenen  dnixli  die  Cileieliungen: 

ij'u  +  z"v  -f-  l  =  0, 

ZV  +.f"/+  1  =  0,    ^  (41) 

.r'/  +  y"M+  1  =  0 
diir^iestellt   wenleii. 

Wenn  wir  drei  Seiten  des  As^nnjitoten-Kegels  selbst  zu  l'oordinaten-Axfn 
nelinuMi,  kommt: 

x  +  x"  =  0,  y  +  /'  =  0,  c'  +  ;"  =  0.  (42) 

Dann   nimmt    die  Gleichung    der   Fhlelic    in    Plan-Coordinaten    die    folgende 
Form  an: 

l  —  x-l-  —  //-//-'  —  r'-'r-  +  -lij  z  ■  UV  -\-  'Ix-  ■  /r  +  'Ix  ij  ■  In  =  0,     (4;j) 
die  Gleichung  derselben  Flilehe  in  Pimct-Coordinaten  die  folgende: 

(■r  -  g')  (y  -  y')  {z  -  z)    _  ... 

(•r+.r')(y  +  y')l^  +  ^')  ^ 

lL'4.    Wir    wollen    endlich,    ziinächst    unter  der  Vorau-ssetzung   recht- 
winkliger Coordinaten-Axen,  filr  die  Complexe  einer  dreigliedrigen  Gruppe: 

il  +  nSÜ  +  {t'iä"  =  0, 
durch  welche  eine  Linienflache  bestimmt  ist,   die  folgenden  drei  nehmen: 

a  -  G  —  /-,?•  =  0,  1 

ß'  —  9  +  k.s  =  0,    ^  (4.Ö) 

ß"  -  ,,  +  X-3  =  (). 
Dann  fallen  die  Axen  der  drei  Comi^lexe  in  die  drei  Coordinaten-Axen  OX, 
oy,  <iZ,  sind  also,  wie  diese,  auf  einander  senkrecht  und  schneiden  sich  im 
Anfangspunete  der  Coordinaten.  Die  Parameter  sind  /.,,  k«,  k-^.  Wenn 
wir  die  drei  Complexe  paarweise  zusammenstellen,  erhalten  wir  di-ei  Con- 
gi-uenzen  (J2',  />"),  (il.  P"),  (P,  />')•  'leren  Hauptaxen  bezüglich  in  OX,  OY, 
OZ  und  deren  Paare  von  Nebeuaxen  bezüglicli  in  OY  und  OZ.  OX  und 
OZ,  OX  und  OY  fallen. 

AVenn  wir ,  wie  früher ,  vermittelst  der  drei  Gleichungen : 

X  =  /-z  +  «,  t/  =  sz  +  G,  rx  —  .sy  =  ij 

a,  Q  und  r/  elimiuiren,  so  kommt: 

1/  —  sz  —  k,r  =  0, 
X  —  rz  -\-  kiS  =  0, 
;-y  —  .y.r-f  X-.,     =  0. 
Aus  den  beiden  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen  fi^lgt; 
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{/>\k„  +  r-)  /■  =        xz  +  k,ij, 

{A\/c.i  -\-  Z-)  s  =  —  i/z  +  X-,.r, 
lind  wenn  wir  zwischen  diesen  beiden  Grleiclmngen  nud  der  diitten  der  vor- 
hergehenden drei  Gleichungen  ;•  und  s  eliminiren: 

/c,.V^  +  X-,y2  +  A:^:2  _|_  x.^x-,/-3  =  0, 
oder : 

xt  +  Ä  +  Ä  + '  =  ''•  ""> 

Diese  Grleichung  bleibt  nngeändert  dieselbe,  wenn  die  Werthe  der  drei 
Constanten  A\,  k^,  k^  gleichzeitig  ihr  Zeichen  ändern.  Dann  treten  an  die 
Stelle  der  drei  gegebenen  Complexe  drei  andere,  deren  di-ei  Durchmesser 
nach  wie  vor-  in  die  di'ei  Coordinaten-Axen  fallen  und  deren  drei  Parameter 
bloss  ihr  Zeichen  geändert  haben,  das  heisst,  die  di'ei  neuen  Complexe  sind 
entgegengesetzt  gewunden,  als  die  drei  gegebenen.  Darin  ist  die  doppelte 
Erzeugung  der  Fläche  ausgesprochen.  Die  Linien  der  einen  Erzeugimg  ge- 
hören gleichzeitig  den  drei  ursjjrünglichen ,  die  der  anderen  gleichzeitig  den 
drei  neuen  Complexen  an. 

125.  Wenn  die  Parameter  der  drei  ursprünglichen  Complexe  sämmtlich 
positiv  und  demnach  die  Parameter  der  drei  neuen  Complexe  negativ  sind, 
oder  inngekehrt,  wenn  jene  negativ  und  diese  positiv  sind,  so  ist  die  Fläche 
imaginär.  In  allen  übrigen  Fällen,  so  lange  die  Werthe  der  Parameter 
reell  bleiben,  ist  die  Fläche  ein  einschaliges  Hyperboloid.  Dann  stimmen 
die  Werthe  zweier  der  drei  Parameter  der  beiden  Gruppen  von  Complexen 
im  Zeichen  überein,  und  der  Werth  des  jedesmaligen  dritten  Parameters 
hat  das  entgegengesetzte  Zeichen.  Je  nachdem  der  Parameter  des  ersten, 
zweiten  oder  dritten  Complexes  der  Gruppe  im  Zeichen  von  den  Parametern 
der  beiden  übrigen  Com^^lexe  abweicht,  fällt  die  imaginäre  Axe  des  Hyper- 
boloids bezüglich  in  die  Coordinaten-Axen  OX,  OF,  OZ.  In  dem  ersten 
Falle  erhalten  wir: 

(fy-(ry-(7y=-'.  <^^) 

indem  wir: 

k.,k^  =        (fi, 

k,k,  =  -  ^^  .  (48) 

k,k,  =  -c-^ 
setzen. 

Wenn    wir  den   vorstehenden  Entwickelungen    statt  Punct  -  Coordinaten 
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Liuii'n-l't)oriliiiuttMi  zu  (iiuiidt'  Il'^tii  uiuI  ili-iniiiuli  dii-  hinifii  ili-r  ('oinpli-x»», 
statt  als  Stnihlfii .  als  Axon  liotiiuhtou,  so  erhalten  wir  tilr  ilicscllH' Linicii- 
Hilclio,  tlii'  niiiiinohr  als  AxenHiltlK-  auftritt,  die  folgende  (ileicimng: 

/•,  /•,  /  ^  +  /•,  /-,  II-  +  /.-,  /-,  ,.^  +  1  =    ( ».  ,  I . , , 

12(1.  Jeder  gegebenen  geraden  Linie  im  HaunK'  sind  die  iMm  linn-scr 
eines  der  unendlich  vielen  Durehmesser  einer  dreigliedrigen  (Sruppe  parallel. 
Wir  können  daher  die  drei  C'oordinaten- Axen  als  Dun-hniesser  dreier  Com- 
pli'Xe  betrachten,  durch  welche  i-im-  Linienlläche  bestimmt  ist.  In  dini 
Falle  rechtwinkliger  Coordinaten-Axen  stellen  die  (rleichnngen  (40)  drei  (.'om- 
|ilexe  dar,  deren  drei  Axen  in  die  drei  Axen  der  Linientläche  fallen.  I)ie 
llaiiptparameter  der  drei  Komplexe  sind  /, .  /.,  /j.  \\'emi  wir  als  Cuurdi- 
naten-Axen  irgend  drei  /.uge<jrdnete  Durchmesser  derselben  Linienfläche  neh- 
men, stellt  die  Gleichung  (40)  immer  noch  drei  Complexe  der  di'eigliedrigen 
(iruppe  dar.  Nur  sind  dann  /•, .  /_. .  /-,  nicht  mehr  die  Hauptparameter  der 
drei  Complexe,  sondern  <lie  Parameter  derjenigen  drei  Durchmesser  derselben, 
welche  mit  den  drei  C'oordinaten -Axen  zusammenfallen.  Diese  drei  Para- 
meter wollen  wir  zur  Unterscheidung  diuxh  /•,",  /.,",  /.-.j'  ])ezeichneu  und  den 
drei  obigen  Constanten  ihre  Bedeutung  als  Hauptparameter  der  drei  Com- 
plexe lassen.  Drei  Complexe  der  dreigliedrigen  Gruppe,  deren  Diu'chmesser 
irgend  dreien  zugeordneten  Durchmessern  der  (Inrcli  diese  Gruppe  bestimmten 
Linienflilche  parallel  sind,  wollen  wir,  in  Beziehung  auf  die  Linienfläche, 
drei  conjugirte  Complexe  nennen.  Es  seien  t",  t' ,  t  die  drei  Winkel 
Xoy,  A'ffZ,  rOZ,  weiche  die  drei  Coordinaten-Axen ,  paarweise  genom- 
men, mit  einander  bilden,  und  d",  ö',  6,  die  Neigungs-AVinkel  von  OZ  gegen 
AT,   von   Ol'  gegen  A'Z,  von   (KV  gegen    FZ.      Dann   sind  die  drei   Aus- 

dnicke : 

sin  f"  sin  rf",  sin  /  sin  ()',  sin  t  sin  d 

einander  gleich.  Bezeichnen  wir  sie,  der  Kürze  wegen,  durch  ;-,  so  er- 
halten wir: 

und  hieraus: 

/V  : /v,o : /-^o  ==  /•_  :/•,  :/-^.  (.50) 

Setzen  wir,  den  Gleichungen  (48)  entsprechend, 

/co/c^o  =  _  ^,^.'^  (,01) 

17* 
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so  erhalten  wir  für  die  Gleichung  der  Linienfläche   in  scliiefwinkligen  Coor- 
dinaten : 


(t)'  -  ({,)■'  -  (i)"  =  -  >■  ('^'ä) 


Es  bedeuten  «0  J^  —  1,  Ai,  f»  diejenigen  Halbdurchmesser  der  Fläche,  welche 
mit  den  drei  Coordinaten-Axen  0A\  OV,  OZ  zusammenfallen.     Setzen  wir 

;'■-'•  ^V  *o^  ro^  EEE  (S)ä,  (53) 

so  ist  bekanntlich  &  eine  Grösse,  welche  sich  nicht  ändert,  wemi  wir  statt 
der  di*ei  gegebenen  zugeordneten  Durchmesser  der  Fläche  irgend  drei  andere 
zugeordnete  Durchmesser  zu  Coordinaten-Axen  nehmen. 

127.  Wenn  wir  gliedweise  die  beiden  letzten  Gleichungen  (51)  mit 
einander  multipliciren  und  durch  die  erste  dieser  Gleichungen  dividiren,  so 
kommt : 

imd  wenn  wir  h^  statt  k^  einführen: 

"ll 

Hiernach  ist: 


02 

^7T 


/.-.=  +  -^  •  (54) 

X'i  ist  der  Hauptparameter  desjenigen  Complexes  der  dreigliedi-igen  Gruppe, 
dessen  Dm-chmesser  der  Axe  OX  parallel  sind  und  (in-  (mit  entgegengesetztem 
Zeichen  genommen)  das  Quadi'at  desjenigen  Halbdurehmessers  der  Fläche, 
welcher  in  diese  Axe  fällt.  Da  wir  von  vorne  herein  als  Coordinaten-Axe 
jeden  beliebigen  Dm-chmesser  der  Linien -Fläche  nehmen  können  (wobei,  je 
nachdem  der  neue  Durchmesser  die  Fläche  schneidet  oder  nicht,  rA,-  mit  po- 
sitivem oder  negativem  Zeichen  genommen  werden  muss),  ergibt  sich  der 
folgende  Satz  unmittelbar: 

Der  Hauptparameter  desjenigen  Complexes  einer  drei- 
gliedrigen Gruijpe,  dessen  Durchmesser  irgend  einem  Durch- 
messer der  durch  die  Gruppe  bestimmten  Linieufläche  parallel 
sind,  ist  umgekehrt  dem  Quadrate  der  Länge  des  Durchmessers 
der  Fläche  proportional. 

128.  Einer  beliebigen  durch  den  Anfangspunct  gelegten  Ebene  ist  gleich- 
zeitig ein  Durchmesser  der  Linien-Fläche,  der  Hauptdurchmesser  einer  Con- 
gruenz,   der  diese  Fläche  angehört,    und   ein  Durchmesser    eines  Complexes 


•  O.l 

—  I.l.l 

«ItT  <lit'i}ilu'<lnfft>n  »iruiipf,  ilunli  welclie  ilie  Flilclu'  iM-sliiiiiiit  winl,  /au^o- 
imliift.  Dit'seÜK'n  KIm-mi'H,  woIcIh'  «Ifiii  Diinhiin's.si'r  «Icr  Flilohe  zu^^cijnliu't 
siml,  sind  der  Ccntral-Kltfiu-  d»T  r(ni<;nirii/,  imnillfl  und  in  di-ni  Coniplt-xe 
i'lu'nfalls  drni  mit  dmi  hnn  hinrsscr  der  Klilcln'  /.iisiiinnii-nridlfiidcn  Durcli- 
nu'ssiT  zugeordnet.  Es  \\i\<s.t  dies  nninittelluir  aus  den  ( Jlciclnnigi-ii  der  drei 
conjugirten  Luniplexe  (4")),  durcli  welrlie,  aneli  in  der  Ainiainne  schiefwink- 
liger Coordinaten.  cinf  LiiiieiiHilriu'  bestimmt  wird.  I>iim  I  >iin  lmii'><ci-  i-ine.s 
der  drei  Complexe.  welclici-  in  eine  der  drei  C'ourdinaten-Axi'n  lallt  .  i.st  die 
Coordinaten-Ebeni'.  welche  diiivh  dii.'  beiden  andern  (.'(XJi-(linaten-A.\en  geht, 
zugeordnet,  nml  diesi-llic  Elu-ne  ist  i-inerseits  die  Central-Klieiie  derjenigen 
Congi-uenz,  wekhe  dureli  die  beiden  ül>rigen  L'omplexe  bestiuunt  wird  und 
andererseits  die  Diametral-Ebene  der  Flilehe,  die  demjenigen  Dmehme.sser 
dei-selben  coujugii-t  ist,  weleher  mit  dem  Durchmesser  des  Complexes  zu- 
sammenlilllt. 

Ein  Comjjlex  einer  dreigliedrigen  (iruj)pe  ist  vollkommen  bestimmt,  wenn 
die  Kichtung  seiner  Durchmesser  gegeben  ist.  In  dn-  vorigen  Nummer 
haben  wir,  vennittel.st  der  entsprechenden  Linien- Kl;'nlic.  in  einfachster 
Weise  seineu  Parameter  erhalten.  Die  vorstehenden  Eriirterungen  geben  uns 
fftr  einen  seiner  Durchmesser  die  zugeordneten  El)enen.  Die  Construction 
seiner  Axe  ist  hiernach  auf  die  4G.  Nummer  zurückgeführt. 

]klan  trage  auf  demjenigen  Dm-chmesser  der  Fläche,  welcher  die  gege- 
bene Durchmesser-Richtung  des  Complexes  hat,  vom  Mittelpuncte  aus  den 
Parameter  des  Complexes  auf  und  projicire  denselbeu»auf  die  dem  Diu-ch- 
messer  zugeordnete  Diametral-Ebene  der  Fläche.  Der  Parameter  ist  nach 
der  vorigen  Nummer,  wenn  wii-  die  Länge  des  Halbdurchmessers  der  Fläche 

dm-ch  /•„-  bezeichnen,  gleich-^,  die  Projection  desselben,  wenn  wir  den 
Winkel,  den  der  Durchmesser  der  Fläche  mit  der  ihr  conjugirten  Ebene  bil- 
det, do  nennen,  gleich 

— j    cos  rfo. 

Wenn  wir  dann  den  Dm-chmesser  der  Fläche,  parallel  mit  sich  selbst,  von  der 
projicü-enden  Ebene  lun  eine  Strecke  entfernen,  die  dieser  Projection  gleich 
ist,  so  ist  der  verschobene  Dm-chmesser  der  Fläehe  in  der  neuen  Lage  die 
Axe  des  Complexes. 

Diese  Verschiebmig  kann  nach  entgegengesetzter  Richtung  vorgenommen 
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werden.  Dem  entsprechend  erhalten  wii-  die  beiden  gleichweit  vom  Mittel- 
pimcte  aljstehenden ,  unter  sich  parallelen  Axen  zweier  verschiedenen  Com- 
plexe.  Diesen  lieiden  Complexen  gehören  die  beiden  verschiedenen  Erzeu- 
gungen der  Linienfläche  an. 

129.  Wii-  erhalten  für  die  Parameter  der  bezüglich  in  OA'.  Ol'.  ()Z 
fallenden  Durchmesser  der  drei  conjugii'ten  Komplexe: 

/■.°-±'^,  ^.»=+^;^,  >^«=+^,  (55) 

und  für  die  Hauptparameter  dieser  Complexe: 

(ü)  G)  (ü) 

^•.  =  +  iV,  ^■'  =  +  i^^,  ^■■.'.  =  +  TT  •  (56) 

"(I  "n  'd 

In  Gemässheit  der  Gleichungen  (5(S)  haben  l\:>  und  /a"  üljereinstiinmende 
Zeichen  und  X'i"  weicht  von  ihnen  im  Zeichen  ali,  woraus  unter  Berücksich- 
tigung der  Proportionen  (50)  folgt,  dass  auch  k^  und  /j  unter  sich  gleiche, 
mit  A\  entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Wir  müssen  demnach  sowohl  in 
den  Gleichungen  (55)  als  auch  in  den  Gleichungen  (56)  die  drei  oliern  und 
die  drei  untern  Zeichen  zusammennehmen. 

Wenn  wir  die  drei  Gleichungen  (55)  gliedweise  mit  einander  multipli- 
ciren,  so  kommt: 

/■i''  L^  k.j>  =  ±  fi.Kco.  (57) 

Das  Pvoduct  der  Parameter  derjenigen  Durchmesser  dreier 
conjugirter  Complexe,  welche  mit  den  drei  zugeordneten  Durch- 
messern der  Linienfläche  zusammenfallen,  ist  dem  Producte  der 
drei  halben  Durelimesser  der  Fläche  gleich. 

Wenn  wir  die  drei  Gleichungen  (56)  gliedweise  mit  einander  multipli- 
ciren,  so  kommt: 

f<i  /•,,  /.-j  =  +  -^ri-T:r^  =  +  j'^.  «0  bo  c„  =  +  f.  ahc, 

"n   ^0  «^o 

mithin 

K^  rCt)  rCr^ 


=  +  f-  (5^) 


abc 
Aus  denselben  drei  Gleichungen  (56)  erhalten  wir  ferner: 


(,„.  _  ,,,  _  .„.)  =  +  e  (]-  +  ]^  +  1-) 


und  hiei'aus: 


-^    ^  ±  -L  ±  =  ^    ^'-^'-^'  (59) 

/'i    """    A-j   "'"    A'3  —  «fcc  ^     ^ 

Die   Summe    der    reciproken   Werthe    der    Parameter    irgend 


ilrt'itT,  in  Ht'zii'hiniji  iitil'  ^.^in^^  •jfji'\i>-u,-  I,i  in.n  i  !,i  c  In-  /  ii._'.,ir.l - 
neter,  Complexe  ist  constant. 

l.lii.  Wir  wiillcii  ilii'  Axt'U  der  Coinplexe  cimr  ilivi^'licilri'^t'n  («rupite, 
•liirili  wekhf  eim-  LiiiicnHilrlie  hostimmt  ist,  itaniUfl  mit  sich  selbst  ver- 
schit'iien,  bis  sie  iluivli  <leii  Mittelpiinct  der  Flilche  f^elieii  und  dinni,  indem 
wir  die  Ihir(hni('<ser  der  Khlehi'  als  Leitstrahlt-n  betrachten,  auf  jt-deni  dt-r- 
sell>en  vom  Mittclpuncte  aus  den  Ihiuittparanieter  desjoni^fn  ('(iniiili-xi's  aul- 
trageii,  der  diesen  Hurihinesser  auch  zu  dem  «einigen  hat.  Dann  erhalten 
wir  eine  neue  FliVche,  welche  in  Heziehunj^  auf  die  LinifiiHilche  dieselbe 
Kölle  spielt,  als  die  characterLstLsche  CHirve  eim-r  LinienHilclu'  in  Beziehung 
auf  diese.  Wir  wollen  dii-  neue  Flilche  die  characteristische  Flilchi-  der 
LinienHilche  nennen. 

Wenn  wir  irgend  einen  Leitstrahl  der  eiiaructeristischen  Fläche  ilureli 
/•  und  den  ent.sprechenden  Leitstrahl  der  Linienflilche  diu-ch  /'i  bezeichnen, 
so  i.st: 

Wir  wollen  die  Linientläche  (47j  auf  ihre  drei  Axen  als  Coordinaten-Axen 
beziehen.  Indem  wir  dann  diejenigen  drei  Winkel,  welche  ein  lieliebiger 
Leit.stralü  /•,  mit  den  drei  Axen  Inldet,  «,  ß,  y  nemien,  können  wir  die 
Gleichung  dieser  Fläche  in  der  nachstehenden  Weise  schreiben: 

cos- «        cos*  ß        cos-  y  1 

imd  erhalten  die  Clleichung  der  characterlstischen  Fläche,  wenn  wir  in  dieser 

1  r 

Uleichnng  für  — 5  seineu  Werth  4-  >:    einsetzen.       Auf    diesem    Wege    er- 

°  ;-,-  —     0  o 

gibt  .sich: 

^  |cos^a         cos'/3         cos^yl   |^ 

und  wenn  wir  zu  den  recht winldigen  Punct-Coordinateu  zurückgehen: 

'■»{'^l  -  i  -  4)  =  +  '■'•  ^*^^') 

\a-  b-  c^  ]         — 

Wenn  wii-  die  beiden  Seiten  'der  letzten  Gleichung  quadriren  und  für  /•-  imd 
Ö-  bezüglich  (.r-  -\-  ij-  -\-  z-)  i;nd  a-b-c-  schi'eiben,  so  kommt: 

"'  "' '"  {$-!--$-}'-  (-'■'  +  !/'+  --f^  (61) 

oder : 

(f/'c-^v'  —  f(-c^>/'  —  «■-//-'-■-)-  =  fi'b^c^  f.r2  +  //'-  +  :')*.  (62) 
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131.  Die  vollstäudige  charaeteristische  Fläche  zerfallt  in  zwei  Theile, 
welche  einzeln  durch  die  Gleichung  (GO)  dargestellt  werden,  wenn  wir  in 
dieser  Gleichung  r  nach  einander  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  nehmen. 
Es  gibt  immer  zwei  dreigliedrige  Gruppen  von  Comjilexen,  welche  in  einer 
solchen  geometrischen  Beziehung  zu  einander  stehen,  dass  die  Complexe  der 
beiden  Gruppen  sich  bloss  dadurch  von  einander  unterscheiden,  dass  ihre 
Parameter  entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Solchen  zwei  Complex-Gruppen 
entsprechen  die  beiden  Erzeugungen  derselben  Fläche.  Es  gibt  also  insbe- 
sondere auch  zwei  Systeme  von  drei  conjugirteu  ComjJexen,  deren  Durch- 
messer irgend  dreien  zugeordneten  Durchmessern  der  Linienfläche  parallel 
und  deren  Parameter  bezüglich  gleich  aber  von  entgegengesetztem  Zeichen 
sind.  Durch  die  beiden  Gruppen  zugeordneter  Complexe  sind  die  lieiden 
Brzeugimgen  der  Linienfläche  bestimmt.  Die  character istische  Fläche 
bezieht  sich  gleichmässig  auf  beide  Erzeugungen. 

132.  In  Gemässheit  der  Relationen  (48)  können  wir  in  die  Gleichung 
der  characteristischen  Fläche,  statt  der  drei  Halbaxen  der  Linienfläche,  die 
Hauptparameter  derjenigen  drei  conjugirteu  Com23lexe  einführen,  deren 
Durchmesser  den  Axen  der  Linienfläche  parallel  sind.  Auf  diese  Weise 
finden  wir: 

(/■,  .r^  +  /•,  if-  +  k,  z^)^  =  {xr-  +  ir-  +  2'OS  (63) 

während  die  Gleichung  der  Linienfläche  selbst,    nach  Einführung    derselben 
Constanten,  die  folgende  wird: 

k,  x^  +  k.if  +  k-,  z^  =  kj<.,k.,.  ((U) 

Wenn  wir  in  der  Gleichung  (()3)  nach  einander  x,  ij,  z  gleich  Null 
setzen,  so  erhalten  wir  für  die  Durchschnitts-Curveu  der  characteristischen 
Fläche  mit  den  drei  Coordinaten-Ebenen : 

{k,x^^k^y^  =  {x^^fy, 

{k,  x^  +  k^  t^  =  (.r^  +  z^\  (ß7) 

{hy''^k,z^f  =  {f-^  i^. 
Durch  drei  conjugirte  Complexe  einer  Liuieufläche,  paarweise  genom- 
men, sind  drei  Congiaxenzen  bestimmt,  die  wir  ihrerseits  als  ch-ei  conju- 
girte Congruenzen  der  Linienfläche  bezeichnen  können.  Den  ))eiden 
Systemen  di'eier  conjugirter  Complexe,  deren  Dm'chmesser  den  drei  Axen  der 
Linienfläche  parallel  sind,  entsprechen  zwei  Systeme  dreier  conjugirter  Con- 
gTuenzen,  deren  jede  eine  Axe  der  Linienfläche  zur  Hanptaxe  und  die  jedes- 
maligen beiden  andern  Axen  derselben  zu  Nebenaxen  hat.      Die  drei  Con- 


i;;7 

^•uenzeu  eines  der  heiileii  Systeme  entsprechen  i-iiit-r  iIit  <lrei  C'ongrnen/en 
<li's  iiiulern  S^'stenis  der  andern  Kr/eugunj:  ili-r  LinienHiltlic  l>ie  ei-ste  der 
drei  iJleiehunjien  ((j7)  stimmt  vollkommen  mit  der  (ileithniij;  (14!')  des 
vorijjen  Para^Tiiiihen    Olterein.     Daraus   entnehmen    wir  den    fol^ienden  Satz: 

Die  drei  iUirchsehnitts-Curven  der  charaeteristisL-hen  l'hlelu' 
einer  gegebenen  Linienf'lilche  mit  den  drei  llauptsehuitten  .Vi'. 
.\  Z.  /'Z  dieser  let/.tiMii  l'läiiie  sind,  in  diesen  llau[»tsehnitteu, 
die  Projectionen  der  characteristischeu  Curven  dreier  conju- 
girter  Congruenzen,  welche  liezOglicIi  OZ.  o }' ,  o X  /u  ilncii 
Hauptaxen  haben.*) 

Wir  verweisen,  was  die  lUscvission  der  DiiivlisLliuilU-Ciirven  ((j7j  beti-iül, 
auf  den  vorigen  Paragi-aithen  und  l)emerken  bloss,  dass  die  in  .VF  und  A'Z 
liegenden  Dnrchschnitts-Cm-ven  aus  vier  Schleifen  bestehen  und  im  Mittel- 
puucte  der  Fläche  einen  vierfachen  Pimct  haben,  wilhreiid  tiir  ilit-  in  }'Z 
liegende  Durchsehnitts-Curve  dieser  Pimct  ein  isolirter  ist. 

133.  Um  die  (deichung  der  characteristischeu  Flüche  (r;3j  zu  betiiedigen, 
können  wir  gleichzeitig: 

/.;  .)-•  +  /■..//-  +  /-a  :'  =  ±  z  ■  /•./■,/.-3,  1 

.,.:  _L        ,,2  _L        .--•  =  5,,  y  /-.s  /-^a  A-^2  J 

setzen,  indem  wii-  duivh  x  und  z„  zwei  beliebige  Constanten  bezeichnen, 
zwischen  denen  die  iblgende  Relation  besteht: 

Diese  Relation  wird  insbesondere  befriedigt,  wenn  die  beiden  Coustanten  gleich 
Eins  sind.  Es  lässt  sich  eine  characteiistische  Fläche  durch  eine  räumliche 
Curve  beschreiben,  welche  der  Durchschnitt  einer  Kugel  mit  zwei 
Flächen  zweiter  Ordnung  ist.  Diese  Cm-ve  bestimmt  in  jeder  ihrer  Lagen 
solche  Complexe,  deren  Parameter,  abgesehen  vom  Zeichen,  gleich  sind. 

In  uusenu  Falle  ist  die  gegebene  Linieiifläche  ein  eiuschaliges  Hyper- 
lioloid.  Führen  ^vil•  in  die  letzten  beiden  Gleichungen  statt  der  Parameter 
die  Halbaxen-Quadi-ate  desselben  wieder  ein,  so  erhalten  vnx: 


>/  _  ^  _    , 


f-  +  >f-   +  --  =  'So  VaH'- 


(69) 


*)  Den  Satz  des  Textes  können  wh-  anf  drei  Ijelieljige  zugeordnete  Complexe  einer  gegebenen 
Linienfiäche  und  die  drei  entsprechenden  zugeordneten  Durckniesser  ausdehnen. 

Plückor,  Geometrie.  18 
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Wenn  wir  z  und  xo  gleich  Eins  setzen,  so  stellt  die  erste  der  beiden  vor- 
stehenden Gleichungen,  wenn  wir  das  untere  Vorzeichen  nehmen,  das  gege- 
bene einschalige  Hyperboloid  dar,  wenn  wir  das  obere  Zeichen  nehmen,  ein 
zweischaliges  Hyperboloid.  Die  beiden  Hyperboloide  haben  denselben 
Asymptoten-Kegel  und  die  Quadi-ate  irgend  zweier  gleichgerichteter  Durch- 
messer derselben  sind  gleich  imd  von  entgegengesetztem  Zeichen.  Ein  ein- 
schaliges lind  zweischaliges  Hjrperboloid,  welche  in  dieser  gegenseitigen  Be- 
ziehung zu  emander  stehen,  wollen  wir  überhaupt  zwei  zusammen- 
gehörige Hyperboloide  nennen. 

Die  characteristische  Fläche  eines  gegebenen  einschaligen 
Hyperboloids  geht  durch  die  Curve,  nach  welcher  das  gegebene 
einschalige  Hyperboloid  und  das  mit  diesem  zusammengehörige 
zweischalige  Hyperboloid  von  einer  Kugel  geschnitten  wird, 
deren  Kadiiis  der  Cubik-Wurzel  aus  dem  Producte  der  drei  Halb- 
axen  des  gegebenen  einschaligen  Hyperboloids  gleich  ist. 

Wemi  wii'  die  linearen  Dimensionen  der  beiden  Hyperboloide  im  qua- 
dratischen, den  Kadius  der  so  bestimmten  Kugel  im  cubischen  Verhältnisse 
continuirlich  wachsen  lassen,  so  beschreiben  die  Durchschnitts -Curven  die 
characteristische  Fläche. 

134.  Die  vollständige  characteristische  Fläche  theilt  sich  in  zwei  Theile, 
die  durch  den  As3'm2)toten-Kegel  von  einander  getrennt  sind.  Der  eine  Theil 
besteht  aus  Curven-Zügen ,  die  auf  den  einschaligen  Hyperboloiden  liegen. 
Durch  ilm  sind  die  Parameter  solcher  Complexe  bestimmt,  deren  Dm-eh- 
messer  den  reeUen  Durchmessern  des  gegebenen  einschaligen  Hyjjerboloids 
parallel  sind.  Der  andere  Theil  besteht  aus  Cm'ven- Zügen,  die  auf  den 
zweisehaligen  Hyijerboloiden  liegen.  Durch  ihn  sind  die  immer  reeUen 
Parameter  derjenigen  Complexe  bestimmt,  deren  Durchmesser  den  (ihrer 
Länge  nach)  imaginären  Dmx-hmesser  des  gegebenen  einschaligen  Hyper- 
boloids parallel  sind.  Während  die  Dm-chmesser  der  Fläche,  durch  die  Seiten 
des  Asymptoten-Kegels  hindurchgehend,  unendlich  gross  werden,  werden  die 
entsprechenden  Parameter  gleich  NuU.  Diesem  Durchgange  entspricht  der 
Uebergang  zwischen  reellen  und  imaginären  Durchmessern  der  Fläche,  zwi- 
schen positiven  und  negativen  Parametern  der  Complexe. 

135.  Wir  haben  bisher  bloss  das  einschalige  Hyperboloid  betrachtet, 
dessen  Erzeugende  reelle  gerade  Linien  sind.  Der  imaginären  Linienfläche, 
die  wir  imaginäres  Ellipsoid  nennen  wollen,  entspricht,   dass  die  Para- 


metor  der  «Irei  CVntral-l'oinpU'Xe  dii-sselhe  Zficlit-n  luilx-n.  WViiii  wir  «Umii 
»•ntspriTheiul 

k,k,  =  b\  (7(1) 

/■,      /;,        =       ^    -' 

setzen,  erlialleii  wir  für  thi-s  imugiuilre  Eiliii.si)iil  tolfieiule  Gleiclamjj; : 

:.  +  ;;,  +7^ +  !  =  <•.  «td 

Al)er  die  (ileieliuiig  (t»4),  welche  die  LinieiifUiUliL'  dar.>ti'lit.  Mcilit  uucli 
dann  noch  reell,  wenn  die  Parameter  der  drei  Central-Coniplexe  gleichzeitig 
imaginär  werden.  Wenn  wir  für  /,./., /-^  die  imaginilren  Werthe  k^V —  1, 
k^ ^ —  1,  k^V —  1  einsetzen,  geht  diese  Gleichung  in  die  folgende  über: 

/■/.r-'  +  /•,>•-'  +  k.'-J^  =  -  /■;/•;/■;.'•  (72) 

Hier  hahen  wir  wiederum  zwei  Falle  zu  unterscheiden:  entweder  haben  von 
den  drei  neuen  Constanten  nur  zwei  dassellie  Zeichen  \\\\A  die  dritte  hat  das 
entgegengesetzte  Zeichen,  oder  die  Zeichen  derselben  stimmen  silmmtlich 
ilberein.     In  dem  ersteren  Falle  können  wir 

/•/  /■,'  =        <i- , 

/•/  k,'  =  -  *^  (73) 

/•,'  /•;  =  —  c-^ 
setzen  und  erhalten: 

.*■'  _  y —  =  1  (74) 

rt-  ft^  c*  ^      ' 

Dann  ist  die  Fläche  ein  zw  ei  schaliges  Hyperboloid.      In   dem   zweiten 

Falle  können  wir 

k.:k^'  =  «-', 

k,  k,  =  ¥,  (75) 

kl  k.,  =  r- 
.setzen  und  erhalten: 

-»•2  f/2  y2 

^  +  |r  +  ^  =  1.  "6, 

Dann  ist  die  Fläche  ein  Ellipsoid, 

In  jedem  Puncte  des  zweischaligen  H}q)erboloids  und  des  Ellipsoids 
schneiden  sich  zwei  imaginäre  Erzeugende.  Die  Flächen  werden  in  doppelter 
Weise  von  imaginären  geraden  Linien  erzeugt,,  die  beiden  imaginären  geraden 
Linien,    welche  in  jedem  Puncte   der  Flächen  sich  sclmeiden,    gehören  den 

beiden  Erzeugungen  derselben  an. 

18* 
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136.  Die  Betrachtuugen  über  characteristische  Flächen  in  der  133.  Num- 
mer runden  sich  erst  dann  ab,  wenn  wir  neben  der  characteristischen  Fläche 
des  einschaligen  Hy]^)erboloids  auch  die  characteristische  Fläche  der  imagi- 
nären Linienfläche,  welche  reell  bleibt,  und  die  imaginären  characteristischen 
Flächen  des  zweischaligen  Hyperboloids  und  des  Elliijsoids  betrachten. 

Das  einschalige  und  das  zweischalige  Hyperboloid,  welche  durch  die 
beiden  Gleichungen  (47)  und  (74)  dargestellt  werden,  haben  ^vii-,  in  dem 
Falle,  dass  k^  =  kl,  k.,  =  k.2,  k^  =  k^',  zwei  zusammengehörige  Hy]3erboloide 
genannt.  Unter  derselben  Voraussetzung  sagen  wir ,  dass  das  imaginäre  und 
reelle  Ellipsoid,  welche  durch  die  Grleichungen  (72)  und  (76)  dargestellt  wer- 
den ,  zusammengehören. 

Um  die  Grleichung  der  characteristischen  Fläche  für  das  imaginäre  El- 
lipsoid (72)  zu  erhalten,  brauchen  wir  liloss  in  der  Clleichung  dieser  Fläche 
für  das  einschalige  Hyperboloid  (47)  die  Zeichen  von  f/'  und  c-  zu  ändern. 
Dann  kommt  statt  (61): 

'''^'^'{5  +  t  +  c^y  =  (r^  +  !/-'-\-z"-f>  (77) 

und  wir  erhalten  statt  (69)  die  folgenden  beiden  Gleichungen: 

--  +  ^-1  +  ^^  =  4-  X         ] 

3 \  ('8) 

x-  +  y  +  --  =  XoVa^'b-c-^, 
wobei  zwischen  z  und  %„  die  frühere  Bedingimgs-Gleichung  fortbesteht.  Die 
characteristische  Fläche  besteht  hier  aus  einem  reellen  und  einem  imaginären 
Theüe.  Diese  beiden  TheUe  werden  bezüglich  von  Cm-ven  erzeugt,  nach  wel- 
chen zusammengehörige  reelle  und  imaginäre  Ellipsoide  von  Kugeln  geschnit- 
ten werden.  Unter  den  imaginären  Ellipsoiden  befindet  sich  insbesondere 
das  gegebene.  Das  mit  diesem  zusammengehörige  reelle  Ellipsoid  wird  von 
der  characteristischen  Fläche  immer  in  einer  reellen  Curve  geschnitten,  die 
gleichzeitig  auf  einer  Kugel  liegt,  deren  Radius  der  dritten  Wurzel  aus  dem 
Producte  der  drei  Halbaxen  dieses  Ellipsoids  gleich  ist. 

Wenn  die  Gleichung  der  für  den  Fall  des  einschaligen  Hyperboloids  und 
des  imaginären  Ellipsoids  reellen  characteristischen  Fläche  (63)  auf  den  Fall 
des  zweischaligen  Hyiierboloids  und  des  reellen  Ellipsoids  bezogen  werden 
soU,  so  müssen  wir  ki,  k^,  k^  mit  k^  i — 1,  k/V—l,  k^  V — 1  vertauschen. 
Dann  wird  das  Quadrat  des  Leitstrahles  der  characteristischen  Fläche  negativ, 
die  Fläche  selbst  also  imaginär.    Wir  erhalten  aber  eine  neue  reelle  Fläche, 
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weau  wir  t(\r  ilfii  iinafjiiiAron  Leitstnvld /'f  -    1   iicliincii.     |)iiiiii  koiniiit: 

{/■/..•*  +  X/y»  +  XV^»)*  =  (t*  +  y»  +  ^)\ 
und  wenn  in.sbt'sonderf  A\  =  X-,',  /j  =  //,  /j  =  XV»    ist  diese  Crleichun^  die- 
selbe, von  der  wir  ausgegjingen  sind. 

Dil-  ehiirai-teristiselie  FlJlclu'  eines  einsehalinen  II yperixiloids 
bestimmt  also  zugleich  die  iniaj^inilren  Parameter  aller  ('(tm- 
l)lexe  des  zu'iehorifjen  zweiseliali-ien  Tl yperholoids,  so  wie  die 
eliaracteristische  Fläche  eines  iniaginiireu  Ellipsoids  zugleich 
die  iniaginilren  Parameter  aller  Complexe  des  zugehörigen  reel- 
len Ellipsoids  bestimmt. 

1.17.  Wir  liiiliiii  in  der  !»s.  Nummer  vier  vei-schiedene  Arten  von  Con- 
gi'uenzen  unterschieden.  Jeder  Durchmesser  einer  Flilche  zweiter  Ordnung 
und  Classe,  welche  einen  Mittelpunct  hat,  filllt,  der  Richtung  und  Grösse 
nach,  mit  dem  Hauptdurchmesser  einer  tVjngi'uenz,  der  die  Flilche  angehört, 
zusanunen.  Es  entspricht  hierbei  jedem  Durchmesser  des  einschaligen 
Hyperboloids  eine  Congnienz  der  ersten  oder  zweiten  Ai't,  je  nachdem 
dieser  Durchmesser  das  Hyi^erboloid  schneidet  oder  nicht  schneidet.  Den 
Uebei'gang  bezeichnet  der  Fall,  dass  die  beiden  Directricen  der  Congiucnz  in 
einer  As;yTnptote  der  Flilche  zusammenfallen. 

Jedem  Durchmesser  eines  iniaginilren  Ellipsoids  entspricht  eine 
Congruenz  der  zweiten  Ai-t. 

Jedem  Diux-hmesser  eines  zweischal  igen  Hyperboloids  entspricht, 
je  nachdem  er  die  Flilche  schneidet  oder  nicht  schneidet,  eine  Congruenz 
der  dritten  oder  viei'teu  Art. 

■Jedem  Dmxhmesser  eines  reellen  Ellipsoids  entspricht  eine  Congruenz 
der  cMtten  Art. 

138.  Von  den  vorstehenden  Entwnckehmgen  sind  diejenigen  Fliulicn 
zweiter  Ordnung  und  zweiter  Classe  ansgesclüossen ,  welche  keinen  Mittel- 
punct  haben  und  einmal  von  reellen,  das  andere  Mal  von  imaginilren  ge- 
raden Linien  erzeugt  werden:  das  hyperbolische  imd  elliptische  Paraboloid. 

139.  Wir  haben  bereits  früher  in  der  111.  Nummer  eine  Flilche  zwei- 
ter Ordnung  durch  drei  Complexe  bestimmt,  deren  Parameter  gleich  Null 
sind.  Es  kommt  dies  darauf  hinaus,  die  Axen  solcher  drei  Complexe  als 
Linien  der  zweiten  Erzeugung  der  Flilche  zu  betrachten,  die  von  den  Linien 
ihrer  ersten  Erzeugung  geschnitten  werden.    Dui'ch  die  drei  Linien  der  zwei- 
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ten  Erzeugung  haben  wii-  drei  beliebige  Ebenen  gelegt  und  diese  Ebenen  zu 
Coordinaten- Ebenen  genommen.  Dann  berührt  die  Fläche  diese  drei  Ebenen. 
Diese  Ebenen  schneiden  die  Fläche,  ausser  in  den  drei  Linien  der  zweiten 
Erzeugiing,  auch  noch  in  di'ei  Linien  der  ex'sten  Erzeugung.  In  jeder  dieser 
Ebenen  ist  der  Durchschnitt  der  beiden  Linien  der  zwiefachen  Erzeugung 
der  Punct,  in  welchem  dieselbe  von  der  Fläche  berührt  wird.  Unter  ana- 
logen Voraussetzungen  können  wir  auch  das  zweischalige  Hyperboloid  und 
das  Ellipsoid  bestimmen.  Wir  nehmen  irgend  drei  Tangential  -  Eigenen  einer 
dieser  Flächen  zu  Coordinaten -Ebenen.  Dann  geht  jede  dieser  Ebenen  diu:ch 
zwei  conjugirt  imaginäre  Linien  der  Fläche  und  diese  Linien  schneiden  sich 
in  dem  reellen  Puncte,  in  welchem  die  Ebene  von  der  Fläche  berührt  wird. 
Wir  woUen  in  Uebereinstimmung  hiermit,  indem  wir  zur  angezogenen  Num- 
mer zurückgehen , 

u,  u"  =  «0  +  Mo'  y 

=  Vo  +  Vo'V 
setzen. 


-1, 


(79) 


1, 

V,   V"  =  Vo  +  Vo  y  —1 
Dann  gehen  die  Gleichungen  (12)  und  (13)  dieser  Nummer,    welche 


die  drei  Linien  der  zweiten  und  die  drei  Linien  der  ei'sten  Erzeugung,  welche 
in  den  drei  Coordinaten -Ebenen  liegen,  darstellen,  in  die  folgenden  über: 

(/„  +  (,'V^^).v  +  (Wo  — «oY^y  +  1  =  0,  ^ 

(r„  +  vöV^\)z  +  (/„  -  /oV^.r  +1  =  0,    )  (80) 

{Un  +  Hn'V 


und 


■i).y  +  (*'o  —  «'oV— 1);  +  1  =  0, 

{(,  —  /oY=^).r  +  («o  +  WoV— i)y  +  1  =  0, 
{v,-v,']/~^)z  +  (4  +  ^oY=l).f  +1  =  0, 


_  '  (81) 

(Mo-wor-i)y  +  {v„  +  ?'oy=3);  +  1  =  0.  J 

Die  Coordinaten  der  drei  Berührungspuncte  in  den  drei  Coordinaten -Ebenen 
Xr,  XZ,  YZ  sind: 


Vi 


'nW,i'  +  C«o  '' 
'oV  +  'o'«'o 

—  < 


y-. 


-  u 


'(,Wo'  + 'o'Wo 


'o«'o'+'o'»'n 
W0V+  «o'^o 


(82) 


*) 


*)  Die  Gleichungen  (81)  geben  unmittelbar: 


^2  Z/a  "2 ) 


—    14;^    — 

Wir  eiluilten  tilr  die  (ilukhun^  iler  liinifiitlarlii-  mis  (}»): 
1  +  2/0.1+  2«..y  +  2r„2  +  (/o»  +  /o'»).r»  +  (««»  +  «o'')y*  +  (n,»  +  r«''):^ 
+  2  (Mo  i'o  —  «n'  i'«')y  z  +  2  (/o  Po  —  /o'  «'0')  .1- :  +  2  (/o «.,  —  A,'  «„')  .»y  =  0.        (H3) 
Je  nachdem 

Ui,-  +  /«' »)»  >  ( A,  v,;  —  C  v)  (/« ^^.'  —  /„'  r„) , 
oder 

(l,?  +  /,;*)  <  (/., r,,'  -  /o' 'V.)  (/o '•»'  —  a; r.,) , 
.stellt   diese    Cileielum^    ein    zwei><rliii  licres    llypiM-Jjoidid    ddcr   ein    Klii- 
psoid  dar.*) 

Setzen  wir  in  dieser  fTleiehung  /n,  Wo,  ''0  gleich  Null,  so  Uoinnit: 
1  +  /„^'.i-'  +  H^iif.  —  v^^z"-  —  2uoVoy--  —  ■2f.'ro.r:  —  2/'„'wo' ry  =  0.      (H4) 
Dann   ist  die  Fläche   ein   zweischaliges  Hyperboloid,    das   auf  seineu  Mittel- 
punot  als  Anfangspunct  der  Coordinaten  liezogen  ist. 

140.  Die  Bestiinnunig  des  elliiitisohen  Paral)oloids  ist  der  Bostinnnung 
des  h}i3erbolischen  in  der  114.  Nunnner  ganz  analog.  Die  Bedingiuigs- 
Gleichung  (20)  geht  in  die  folgende  ill)er: 

r  +  u'  +  'v'  =  1-  ^^^) 

'1)      "0      "(] 

Mit  den  Linien  der  lieiilen  Er/eugungen  werden  die  l)eiden  Ebenen,  denen 
sie  parallel  sind,  conjugirt  imaginär.  Wir  erhalten  für  dieselben  die  folgen- 
den Gleichungen,  welche  \vir  in  eine  einzige  zusammenziehen: 

[(4i'o  +  Ao'j'o')  +  (Aoi'o'  —  4' i'o)  /^].i-  +  [(«oi'o  +  Uo'vo)  +  (unVo  +  u^'vo)  /— 1]  y 

+  (vo'  +  Vo')z  =  i)  (86) 

und  ans  (24)  zm*  Bestimm vmg  der  reellen  Dui-chmesser-Richtmig: 

141,  Wir  halx'n  hiemiit  die  sämmtlichen  reellen  Flächen  der  zweiten 
Ordnimg  und  Classe  durch  die  Gleichungen  dreier  linearer  Complexe,  deren 
Parameter  verschwinden,  "dargestellt  und  aus  den  Systemen  solcher  drei 
Gleichungen  die  Gleichungen  derselben  in  Punct  -  Coordinaten  abgeleitet:  das 
einschalige  Hyperboloid  ('.)),  dasselbe  bezogen  auf  seinen  Mittelpuuct  (17), 
das  hyi^erbolische  Paraboloid  (9),   unter  Voraussetzimg  der  Bedingungs  -  Glei- 


eine  geometrische  Beziehung  zwischen  irgend  drei  Tangential -Ebenen  einer  gegebenen  Fläche  zweiter 
Ordnung  und  Classe,  welche  zu  discutiren  hier  nicht  der  Ort  ist. 
*)  Geometrie  des  Raumes  Kr.  26. 
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chung  (20),  das  zweischalige  Hyperboloid  und  das  EUipsoid  (83),  ersteres 
auf  seineu  Mittelpunct  bezogen  (84),  und  endlich,  unter  Voraussetzung  der 
Bedingungs- Gleichung  (85),  das  elliptische  Paraboloid  (86).  Ausgeschlossen 
bleibt  hier,  für  den  Fall  des  zvvreischaligen  Hyperlwloids ,  des  elliptischen 
Paraboloids  und  des  Ellipsoids,  die  Annahme,  dass  der  Anfangspunct  der 
Coordinaten  innerhalb  der  genannten  Flächen  liege.  Für  den  FaU  des  ein- 
schaligen H^'jjerboloids  gibt  es  kern  Innerhalb  und  kein  Ausserhalli.  Die 
imaginäre  Fläche  ist  ganz  ausgeschlossen.  Die  Coordinaten-Bestimmung  wird 
illusorisch,  wenn  der  Anfangspunct  auf  der  Fläche  angenommen  wird. 

142.  Dieselben  Flächen  der  zweiten  Ordnung  und  Classe,  die  wir  durch 
drei  lineare  Gleichimgen  in  Strahlen -Coordinaten  dargestellt  haben,  haben 
wir  in  analoger  Weise  auch  diu"ch  drei  Gleichungen  in  Axen- Coordinaten 
dargestellt  und,  wie  wir  aus  jenen  die  Gleichung  der  Flächen  in  Funct- 
Coordinaten  abgeleitet  haben,  aus  dieser  die  Gleichung  derselben  Flächen  in 
Plan-Coordinaten  abgeleitet.  Die  Gleichung  (28),  welche  wir  in  der  115.  Num- 
mer erhalten  haben,  geht  für  solche  reelle  Flächen,  welche  nicht  durch  reelle 
gerade  Linien  erzeugt  werden,  in  die  folgende  über: 

i{i-/<,)  —  'nV^)  i(u-u,)  -  </^)  {{v-V„)  -  t'nY^)     _  ,^„, 

{(t-i,)-\-i,'j/-l){{u-u,)  +  v;T/-l){{v-v,)-\-v,']/-l)  ■  ^     ' 

Wenn  wir  entwickeln,  verschwindet  aus  dieser  Gleichung  das  Imaginäre. 

143.  ReeUe  und  imaginäre  Kegelflächen  so  wenig  als  reelle  und  imagi- 
näre ebene  Curven  lassen  sich  durch  drei  lineare  Gleichungen,  weder  in 
Strahlen -Coordinaten  noch  in  Axen- Coordinaten,  darstellen.  Jene  sind  nicht 
als  Flächen  zweiter  Classe,  diese  nicht  als  Flächen  zweiter  Ordnung  zu 
betrachten. 

144.  Aber  die  Frage,  ob  che  Liuieuflächen ,  die  wir  durch  das  Symbol: 

ii  +  fii2'  +  (i'ß"  =  0 
dargestellt    haben,    dui-ch  Particularisation    der  .Complexe  ß,  ii .  il"    nicht 
dennoch  in  andere  geometrische  Gebüde   ausarten  kömien,   ist  hiermit  nicht 
erledigt. 

Wir  wollen  einem  der  drei  Complexe  seine  ganze  Allgemeinheit  lassen, 
aber  annehmen,  dass  die  beiden  anderen  Complexe  von  der  Ijesonderem  Art 
seien,  dass  sämmtliche  Linien  jedes  derselben  einer  festen  geraden  Linie 
begegnen,  und  dass  die  beiden  festen  geraden  Linien  sich  schneiden,  oder, 
was  dasselbe  heisst,  in  derselben  Ebene  liegen.    Wir  wollen  die  beiden 


=  0,   \ 


14.". 

Coonlinuton-Axen  <>X  uml  Ol'  mit  ihiK'U  /ii.siiinnK'nfullfn  hussfii.  Iiiiiiii 
stelk'U  die  (Jk'irhun^'i'ii 

.'.'■       V       '■"■  —  *■('  =  t),  11"  ^9  =  0 

»lif  tiaglithen  liuiilm  l'uinplext'  tlar.  Dii'si-  iK'iik'ii  nit'i(lmii|,'cn  luilien  zur 
Fuljrt',  tlass  i'ntwi'tU>r  o'  oiUt  /•  ^'leich  Null  ist.  Ificnnit  in  LV-licrciiistiin- 
luung  gehören  eiuei*seits  iilk- Linien,  deren  (.'ounliniiti-n  ilii-  .Ir.i  niciihungen: 

Jy  +  /y.v  +  C=  0,    I 

0  =  0,         ö  =  U     )  <^''^ 

J)efriedigen ,  anderei-seiis  alle  liinien,  deren  Coordinaten  die  (h-ei  Gk^chungcn: 

//.s  +  C—  Da 

<J  =  ^,  f 

befriedigen,  ik-r  diiivli  die  dreigliediüge  Compk'X-Grui)i)e  dargestellten  liinieu- 
fliVehe  an.  Alle  Linien,  welche  den  drei  Corai)lexen  (89)  gleichz.eitig  an- 
gehören, liegen  in  der  durch  tlie  (Tleichung: 

./.(■  +  By  +  Cz  =  0  (Dl) 

dargestellten  Ebene  und  gehen,  in  dieser  Ebene,  diu-ch  den  Anlangspunct 
der  Coordinaten.  Alle  Linien,  welche  den  drei  Complexen  f^iO)  gleichzeitig 
angehören,  liegen  in  der  Coordinaten -Eljene  l'Z  und  gehen  in  dieser  Ebene 
durch  den  Punct,  der  durch  die  Gleichung: 

Cu  —  Bv  -^  Dw  =  0  (02) 

dargestellt  wird.  Die  Ebene  (91)  l)leibt  dieselbe  für  alle  Complexe  der  drei- 
gliedi-igen  Gi-nppe: 

(./;•— ;?.v  +  f)  +  {lo  +  ;i'ö- =  0, 
sie  ist  für  alle   die  El)ene,   welche  dem  Anfaugspunct  der  Coordinaten  ent- 
spricht.    Der  Punct  (92)  bleibt  derselbe  für  alle  Complexe  der  dreigliedrigen 
Gruppe : 

{Bs  +  C—Da)  4-  fjo  +  <('''  =  <J, 
er  ist  für  alle  der  Punct,  welcher  der  Coordinaten- Ebene  VZ  entspricht. 

Die  der  so  bestimmten  Linienflilche  angehörigen  Linien  liegen  also  in 
zwei  Ebenen  und  gehen  in  jeder  dieser  beiden  Ebenen  durch 
einen  festen  Punct  der  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen. 
Die  beiden  Ebenen  und  die  beiden  l'uncte  entsprechen  einander 
in  allen  Complexen  der  dreigliedrigen  Gruppe. 

Wir  können  die  Lmientiäche  dnrch  eine  Gleichung  zweiten  Grades  in 
Punct-Coordinaten  darstellen.  Dann  erhalten  wir  die  beiden  olien  bestimm- 
ten Ebenen;    aber  es  verschwindet  jede  Spur  der  Erzeugimg  dieser  Ebenen 

Plückor,  Gcomclrie.  U 
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durch  eine  gerade  Linie,  welche  innerhalb  derselben  mn  einen  festen  Punct 
sich  dreht.  Wenn  wir  uns  der  Plan- Coordinaten  zur  Darstellung  der  Linien- 
fläche bedienen,  so  erhalten  wir  die  beiden  Pimcte;  es  verschwindet  aber 
jede  Spur  der  Umhüllung  dieser  Puncte  diuch  eine  gerade  Linie,  welche  in 
einer  festen  Ebene  liegt. 

145.  Die  geometrische  Bestimmung  der  Linienfläche  kommt  in  diesem 
Falle  darauf  hinaus,  diejenigen  geraden  Linien  zu  bestimmen,  welche  zwei 
gegebene  einander  schneidende  gerade  Linien  schneiden  und  überdiess  einem 
gegebenen  Comjjlexe  angehören.  Diese  Linien  liegen  entweder  in  der  Ebene 
der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  und  gehen  durch  den  in  dem  Comi^lexe 
dieser  Ebene  zugeordneten  Punct,  oder  sie  gehen  durch  den  Durchschnitts- 
puuct  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  und  hegen  zugleich  in  derjenigen 
Ebene,  welche  in  dem  Comiilexe  diesem  Puncte  entspricht. 

Die  vorstehenden  geometrischen  Betrachtmigen  ergänzen  sich  noch  da- 
durch, dass  unter  den  Complexen  der  Grui^pe  sich  einer  von  der  besondern 
Art  befindet.  Die  feste  Linie,  die  von  allen  Linien  dieses  Complexes  ge- 
selmitten  wird  und  welche  im  Allgemeinen  den  beiden  gegebenen  geraden 
Linien  nicht  liegegnet,  wird,  wie  diese,  von  den  Linien  der  Linienfläche  ge- 
schnitten. Diese  Linienfläche  ist  im  Allgemeinen  ein  einschaliges  Hyper- 
boloid, dessen  Linien  einer  Erzeugung  die  drei  gegebenen  geraden  Linien 
schneiden,  artet  aber,  wemi  zwei  der  drei  gegebenen  Linien  sich  schnei- 
den, in  ein  System  von  zwei  Ebenen,  bezüglich  in  ein  System  von  zwei 
Puncten  aus. 

Wenn  die  feste  Linie  einer  der  beiden  gegebenen,  sich  schneidenden,  ge- 
geraden Linien  begegnet,  so  ändert  sich  in  den  vorstehenden  Beziehungen 
wesentlich  nichts.  Dann  wird  eine  der  drei  Linien  derselben  Flächen-Er- 
zeugung von  den  Ijeiden  übrigen  in  zwei  Puncten  geschnitten,  oder,  was 
dasselbe  heisst,  die  drei  Erzeugenden  liegen  in  zwei  Ebenen.  Diese  beiden 
Ebenen  emerseits,  die  beiden  Durchschnittspuncte  andererseits  sind  diejeni- 
gen, in  welche  die  Linienfläche  ausartet. 

146.  Wenn  insbesondere  aber  in  den  Complexen  der  dreigliedrigen  Gruppe 
der  Durchschnittspunct  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  der  Ebene  ent- 
spricht, welche  durch  diese  Linie  geht,  so  verschwinden  die  Constanten  B 
xuid  C  in  den  vorstehenden  analytischen  Entwickelungen :  dann  fällt  die  Ebene 
(91)  mit  der  Coordinaten -Ebene  iZ,  der  Pimct  (92)  mit  dem  Anfangspuncte 
der  Coordinaten  zusammen. 
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Die  LiiiifiiMilclu'  aitft  in  «liiNein  Fallt'  in  t-in  System  von  zwei  zu- 
sammen falliMiiicii  i]l)fni'n,  lu-zi'l^'iii  li  in  ein  SystcMu  von  zwei  in  ilirscn 
EJjenen  zusammenlulien«len  Puncten  aa<. 

147.  Von  «lfm  zuletzt  betrachteten  Falle  sind  diejeni^ien  wohl  zu  unti-r- 
seheiden,  in  welchen  (»hne  weitere  Be<lingun;i: 

a  =  0.  Q  =  0,  ,1  =  (>.  ('.yj) 

oder 

,•  =  (),  e  =  0,  ,j  =  ().  (04) 

In  dem  ersten  Falle  hei'riedigen  die  dreij^liedrige  Complex-lileichung  die 
Cüiirdinaten  jeder  ilmth  den  Anfangspunet  gehenden  geraden  Linie,  in  dem 
zweiten  Falle  die  <'(»ordinati'n  jeder  in  der  Ebene  I'Z  liei_'cndeii  Lreraden 
Linie. 

So  wie  zwei  zusammenfallende  Directricen  erst  dann  eine  Congiiienz 
bestimmen  (Nr.  G8),  wenn  die  Bedingung  hinzukommt,  dass  die  Linien  der- 
selben einem  gegebenen  Complexe  angehören,  der  eine  mit  den  Directrieen 
zusammenfallende  Linie  hat,  so  bestimmen  drei  din-oh  densellien  Punct  gehende 
Erzeugenden  eine  Linieiitlikhe  erst  dann,  wemr  noch  die  Bedingung  hinzu- 
kommt, dass  die  Linien  derselben  einem  gegebenen  Com2)lexe  angehören. 
Wenn  diese  doppelte  Bedingimg  fehlt,  so  erhalten  Avir  in  dem  ei"sten  Falle 
statt  der  Conginienz  einen  Complex  von  besonderer  Art,  dessen  Linien  die 
beiden  zusammenfallenden  Directricen  schneiden.  Tui  zweiten  Falle  bedingen 
zwei  der  di-ei  Complex -(ileichungen: 

o  =  0,  }j       /■<}  —  so  =  u,  (il.")) 

dass  ro  gleich  Xidl  werde,  imd  dieser  Bedingimg  kann  .sowulil  ilurch  das 
Verschwinden  von  a  als  durch  das  Verschwinden  von  r  entsprochen  werden. 
Demnach  sind  die  beiden  voi'stehenden  Gleichungen  einmal  mit  den  drei 
Gleichungen  (!)3),  das  andere  5Ial  mit  den  drei  Gleichungen  (IJ4)  gleichl)edeu- 
tend.  Die  Congi-uenz  besonderer  Art,  welche  durch  die  beiden  Gleichungen 
(95)  dargestellt  wird  und  die  Coordinaten - Axen  OZ  und  (>}'  zu  Directricen 
hat,  umschliesst  (Xr.  G8)  einmal  alle  Liuien,  welche  in  l'Z,  der  Ebene  der 
beiden  Directricen  liegt,  das  andere  Mal  alle  Linien,  welche  durch  0,  den 
Diu-chschnitt  der  beideu  Directricen,  gehen.  Kommt  in  der  Gleichung  (ü.'i) 
die  Bedingung  a  =  0  hinzu,  so  werden  dadm-ch  von  der  Congi-uenz  alle 
Linien,  welche  in  der  Ebene  der  beiden  Directricen  liegen  und  nicht  durch 
ihren  Durchschnitt  gehen,  ausgeschlossen.     Kommt  in  der  Gleichung  (!)4)  die 

Bedingung  /•  =  0   hinzu,    so  werden  dadurch   von  der   Cougrueuz   alle   die- 

19* 
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jenigen  Linien  ausgescUosseu ,  welclie  durch  den  Durchschnitt  der  beiden 
Directricen  gehen  und  nicht  mit  ihnen  in  derselben  Ebene  liegen.  Wir  kön- 
nen also  sagen,  dass  die  beiden  Gleichungen  (93)  mid  (94)  zusammen  die 
Congruenz  liesonderer  Art  darstellen.  Die  Linien  des  einen  Theiles  der  Con- 
gruenz  umhüllen  einen  Punct,  den  wir  als  eine  Linienfläche  erster  Classe 
betrachten  und  durch  eine  Gleichung  in  Plan-Coordinaten  darstellen  können. 
Die  Linien  des  anderen  Theiles  der  Congruenz  liegen  in  einer  Ebene ,  die  wir 
als  Linienfläche  erster  Ordnung  betrachten  und  dm-ch  eine  Gleichung  in 
Punct -Coordinaten  darsteUen  köimen.*) 

148.  Wir  haben  in  dem  vorliegenden  Paragi'aphen ,  indem  wir  die  gerade 
Linie ,  in  ihrer  doppelten  geometrischen  Bedeutung  als  Strahl  und  Axe,  statt 
des  Punetes  und  der  Ebene,  als  Raumelement  eingefülii-t  haben,  diux'h  drei 
lineare  Gleichungen  zwischen  Strahlen-  oder  Axen- Coordinaten  eine  Fläche 
der  zweiten  Ordming  und  der  zweiten  Classe  bestimmt,  in  der  Art,  dass 
jede  einzelne  ihrer  beiden  Erzeugungen  durch  di'ei  solcher  Gleichungen  dar- 
gestellt wird.  Während  die  Fläche  und  demnach  ihre  Tangential  -  Ebenen 
und  in  diesen  die  Berührungspuncte  reell  sind,  kömien  die  beiden  Durch- 
sehnittslinien  der  Tangential -Ebene  mit  der  Fläche,  die  beiden  Erzeugenden, 
welche  durch  den  Berührungspunct  gehen,  sowolil  reell  als  imaginär  sein. 
Unter  dem  so  erweiterten  Gesichtspuncte  können  wir  alle  Flächen  zweiter 
Ordnung  und  Classe  als  Linienflächen  ansehen.  Die  gesammten  Eigenschaften 
solcher  Flächen  lassen  sich,  wozu  der  Weg  in  dem  Vorstehenden  angebahnt 
ist,  in  gleicher  Weise  aus  der  Discussion  der  di-ei  linearen  Gleichimgen  zwi- 
schen Stralilen-  und  Axen  -  Coordinaten  ableiten,  wie  diess  bisher  aus  der 
Discussion  einer  cpiadratischen  Gleichung  in  Punct-  oder  Ebenen-Coordinaten 
geschehen  ist. 


*)  Um  bei  der  aualytischeu  Discussion  der  fraglichen  particulären  Fälle  uiöglicheu  Irrthiimcru 
vorzuteugen,  ist  es  im  Allgemeinen  räthlicli,  homogene  Gleichungen  zwischen  den  sechs  Linien- 
Coordinateu  zu  Grunde  zu  legen.  Wenn  wir  zum  Beispiel  in  der  vorstehenden  analytischen  Discussion 
die  Coordinaten  -  Axen  OZ  und  OX  mit  einander  vertauschen,  könnten  wir  leicht  zu  übereilten  Schlüs- 
sen inducirt  werden. 


Die  ('(uiii)l»'X('  des  zwcitm  diadcs. 


Abscliiiin    I. 

Zwietaclu'  iiiialytisflic  Diirstclliiii:;  eines  Coniplexes  des  /weilen  <ira<les.  (niiiplex- 
Cnrveu  zweiter  (lasse,  v<in  Linien  iles  ('<»nii»Iexes  nniliiilil:  (  onipiex  -  Keirel 
zweiler  Onliunnr,  von  Linien  (les>eilien  Iteselirieben.  (  (ini|ilex  -  Kliielien  vierler 
Urdnnni;  und  (lasse,    einerseits  von  (  oin|dex-(  nrven  l»e>elirielien,  andererseits 

von  Coniplex-Kejreln  uniliiilll. 


Die  allgemeine  Gleichung  der  Linien -Complexe  des  zweiten  Grades  in  StraMen- 

und  Axen-Coordinaten. 

140.   Von  den  vier  Stralilen-Coordiuaten: 

/•.  .V,  o,  o 
bedeuten  /•  und  s  die  trigonometrischen  Tangenten  deijenigen  Winkel,  welche 
die  beiden  Projectionen  des  Strahles  in  den  Coordiuaten- Ebenen  .rZund  FZ 
mit  der  Coordinaten-Axe  OZ  l)ilden,  o  und  a  die  Segmente,  welche  diese 
beiden  Projectionen  von  den  Coordinaten-Axen  OÄ'  und  OF  abschneiden. 
Daraus  ist  die  fünfte  Strahlen -Coordinate: 

r]  ^  ro  —  SQ 
abgeleitet. 

Die  allgemeine  Gleichung  des   zweiten  Grades   zwischen  den  fünf  Coor- 
dinaten  sei  die  folgende: 

Afi  +  Bs-  -\-  C'-i-  Dg'  +  Eq'  +  Frj-' 
+  2Gs  +  2//r  +  2Jrx  +  2 A'qij  —  2 Latj  ~  2Mqo 

—  2Nr(j  +  20so 
+  2PrQ  +  20rri  +  2Jisrj  —  2SsG  —  21' a  +  2Uq  =  0.*)  (I) 


*)    Dieselben  Rücksichten,   die  uns  bestimmten,    in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Complexe 
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Diese  Gleichung  enthält  neunzehn  von  einander  unabhängige  Constante. 
Es  ist  imnöthig,  ein  letztes  Glied  +  2  J'n]  hinzuzufügen:  das  würde  darauf 
hinauskommen ,  die  absoluten  Werthe  der  Constanten  iV  imd  0  um  V  zu  ver- 
mindern. Durch  Einfüln-img  eines  solchen  überzähligen  Gliedes  würde  die 
Symmetrie  im  Allgemeinen  zwar  gewinnen;  allein  es  ist  nicht  räthlich,  bei 
specieUen  Untersuchungen  ein  derartiges  Glied  beizubehalten,  um  so  weniger, 
als  wir  es  eintretenden  Falles  ohne  Weiteres  hinzufügen  können. 

150.  Von  dieser  allgemeinen  Gleichung  können  wir  sogleich  zu  der 
folgenden  übergehen,  in  welcher  .r',  y',  :'  imd  .r,  y,  z  als  die  Coordinaten 
irgend  zweier  Puncte  einer  Linie  des  Complexes  auftreten:*) 

j(.,._.,;')2        +  B{y-yy  +  C(z-zy 

+  D{>jz-y'zy      +       Eixz-xz'f       +       F{xy'-xyf 

+  2G{y-y'){z-z)  +  2 //(.r  -  .r')  (r  - -')  +  2J{x  ~.v)  [y  ~y') 

+  2K(xy-xy){xz-xz)+  2L{xy'-x  y){yz-y  z)  +  2M{x'z~xz'){yz'-i/'z) 

+  2 N{x - X)  Q/z'-y'z)-{-20iy- y)  (.r'z - xz) 

+  2/>(.r-.r')  (xz-xz!)  +  2Q{x-x)  {xy'-xy) 

+  2R{y-y'){xy'-xy)  +  2S {y ~y')iyz  -y' z) 

+  2T{z-z')  iyz'-yz)  +  2  V  [z-z')  {xz-xz)  =  0.**)     (H) 

Diese  allgemeine  Complex- Gleichung  wird,  indem  wir  x,  y,  z  als  die  Coor- 
dinaten irgend  eines  festen  Punctes  betrachten  und  demnach  constant  neh- 
men, während  wir  x,  y,  z  veränderlich  lassen,  die  Gleichung  einer  Kegel- 
fläche zweiter  Ordnung.  Diese  Kegelfläche  hat  den  festen  Punet 
zu  ihrem  Mittelpuncte,  und  ihre  Seiten  sind  diejenigen  Lini'en 
des  Complexes,  welche  durch  den  festen  Punct  gehen. 

151.  Von  den  vier  Axeu- Coordinaten: 

/>,   q,   TC,   V, 
bedeuten  die  l^eiden  letzten  a  und  /,  reciprok  und  negativ  genommen,    das 


ersten  Grades  zwischen  fünf  Strahlen-  oder  Axen-Coordinaten  bezüglich  die  Coefficienten  von  o  und  v. 
mit  negativen  Vorzeichen  zu  nehmen  (vergleiche  die  Note  zur  26.  Nummer),  veranlassen  uns,  in  den 
entsprechenden  Gleichungen  der  Complexe  zweiten  Grades  dasselbe  zu  thun. 
*)  Einleitende  Betrachtungen  Nr.  2. 
**)  Den  beiden  Gliedern: 

■i^{x—x)  (yz'—yz)  +  iO{y—y')  {x'z  —  xz) 
würde  sich  das  überzählige  Glied: 

2F)j  :3  2  F(:  — :')  {xy'—x'y) 
anschliesseu.    Dann  aber  Hessen  sich  die  drei  Glieder  in  die  folgenden  beiden: 
2(A'-F)  {x-x)  (yz-^jz)  +  2(0-n  (y-y)  (a;'z-.r:') 
zusammenziehen. 
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.»•  und  ij  iltTJenifioii  ltoi<K'n  I'uncte,  in  wek-lu'n  di«-  lic/rtj^Iichi'  ^jeradf  Linie 
die  Ebene  XZ  und  V Z  schneidet.  Verbindet  man  diese  lieiden  l'nnrte  mit 
dem  Antiinfispuncte  der  Coordinaten  ilureli  p'rade  Linien.  <ii  bilden  diese 
Linien  in  den  Ccxirdinaten- Ebenen  -l'Z  und  )' Z  mit  der  Axe  HZ  zwei  Winkel, 
deren  trifronometrisebe  Tan<jenten.  re(i|iri>l<  und  no^'ativ  j^enummen,  p  und  y 
sind.     Piiraus  ist  die  fünfte  (Vwirdinate; 

(.j        jiy.        '/:r 
abgeleitet. 

Die  Gleichimg  desselben  Complexes  zweiten  Tirades,  den  wir  hImmi 
diuxh  die  Gleichung  (I)  in  Stralüen-Coordinaten  dargestellt  haben,  wird  unter 
Anwendimg  der  Axen- Coordinaten  die  folgende: 

/>//-  +  Ef-  +  /'  +  Ay.^  +  B:t-  +  6V,r' 
+  Ihr/  +  -2 Lp  +  •2}fpq  -{-  2GnM  —  2//xf-)  —  2J:Ty. 
—  2ypy.  +  2(U/:t 
+  2  Sp  .T  +  2  Tp  f„  +  2  Urj o,  —  2  Pq  z  —  2  O  z  +  2  li  .t  =  0.  *)         (lU) 

152.  Von  dieser  allgemeinen  Gleichung  können  wir  sogleich  zu  derjeni- 
gen übergehen,  in  welcher  /',  u,  v'  und  /.  //.  r  als  die  Coordinaten  u-gend 
zweier  Ebenen,  welche  in  der  bezüglichen  Linie  sich  schneiden,  auftreten: 

ß  {/—/')-       +       Ä'(«  — «>'  +         Fiv  —  v'y 

+  Aiuv'  —  uv)-     +      B(f'i — fi-y       +       '"(/«'  —  /'«)- 
-f  2K(it  —  u){v  —  v)  +  2Lu~f')ii — V)  +  2J/(/'  — /')(«  — «') 
_^  2a[tii'  —  t'ii)  (t'v  —  (v)  +  2 //(/»'  — /'u){uv'  —  uv)  +  2J(j'v  —  tv)(uv—uv) 
+  2y{(  —  f'){uv'  —  ui^  +  2  0{u  —  u'){t'v  —  tv) 
+  2S{(—(')  {('r  —  (v)    +  2r  {(—(')  {lu'  —  r  II) 
+  2  l'{u  —  h)  (tu  —t'u)    4-  2 P{u  —  u)  {ii V  —  u  V) 
+  2 (? (e^  —  2J')  (uv  —  u' V)   +  2Riv  —  v')  ((' v  —  tv)  =  0. **)      {W) 
Die  Gleichung  (IV),    welche  die  allgemeine  Gleichung  der  Complexe  des 
zweiten  Grades  ist,  stellt,   wenn  wir  /',  u,  v    auf  eine  beliebige  feste  Ebene 
beziehen    und^   dem    entsprechend,    als    constant    betrachten,    eine  Curve 
zweiter  Classe  dar,   welche   in  der   festen  Ebene  von  den  in  der- 
selben liegenden  Linien  des  Complexes  umhüllt  wird. 

153.  Die  Vertauschimgen  von 


*)  Einleit.  Betr.  Xr.  5. 
**)  Einleit.  Betr.  Kr.  3. 
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r,   s,    1,    —  o,   Q,   tj 
und 

—  z,    n.    fj,  p,    q,   1, 
so  wie  die  entsprechenden  Vertauschungen  von: 

{x  —  x),    (y—y),    {z  —  z),    {yz'  —  i/'z),    {xz  —  xz),    {xy'  —  x'y) 
und 

(uv'  —  u'i^,   {t'v  —  tv),   {(u'  —  t'u),   (f—f),    {II  — u),   {v  —  v), 
welche  wh-  machen  müssen,  um  bezüglich  die  Gleichungen  (I)  und  (IH)  und 
die  Gleichungen  (II)  und  (IV)  aus  einander  abzuleiten,   kommen  darauf  hin- 
aus, einerseits: 

r,   s,    6,    Q,    71 

und 

andererseits: 

und 

so  wie  beides  Mal: 

imd 

D,  E,  F.  K,  L,  M,  S,  T,  U. 

gegenseitig  mit  einander  zu  vertauschen. 

154,    Die  Gleichung  (I)  wird  erst  dami  s}Timietrisch ,  wenn  wir  sie  durch 
Einfülirung  einer  sechsten  Veränderlichen ,  wie  diess  bereits  (Eiul.  Betr.  Nr.  6.) 
angedeutet  ist,  homogen  machen.    Ist // die  neue  Veränderliche ,  und  behalten 
wir  ülierdiess  die  überzählige  Constante   V  bei,  so  geht  (I)  über  in: 
Är'^  +  Bs'^  -\-  C//-  +  />ö2  +  ^(?2  +  Ff 
+  2Gs/i  +  2ffrk  +  2Jrs  +  2Kqi]  —  2L6rj  —  2ß/Q6 
—  2  Nr  6  +  20sQ  +  2nnj 
+  2PrQ  +  2(?;-»;  +  2Jis7]  +  2Ss6  —  277/Ö  +  2  U/iq  =  0.*)         (V) 


/).  q,   ■/.,   .T.   oj 

.!■,  y,  z,  X,  y,  z 

f,  U,  V,   t' ,   u,  v, 

A,  B,  C,  G,  H.  J,  P,  0,  R 


*)  Die  Einfüliruug  von  h  kommt  darauf  liinaus,    die  beiden  ersten  der   drei  Projectionen    der 
geraden  Linie  (r,  p,  s,  ff): 

X  =  rz-\-Q,  y  =^  sz-\-a,  ry  =  .ix-\-rj 

durch  die  folgenden  beiden  zu  ersetzen: 

lix  =  i-z-\-Q,  hl/  =  iiz-{-c. 

Hiernacli  können  wir  die  gerade  Linie  in  syinmetrisclier  Weise  durch  die  beiden  Cxleichungen  je  zweier 
ihrer  di-ei  Projectiouen  darstellen,  durch  die  letzten  beiden,  wie  durch  die  folgenden: 


—      I.).i     — 

155.  Eim-r  Vfilauschung  dt-r  difi  ('(Kmliimtrii- Axfii  untt-r  einamliT  t-iif- 
Mprieht  eine  Vertauschiuiji  tlor  Coiwtuiiten  in  der  iillgi'iiu'in*>n  (ileithung  der 
('i>in|tlt>xt,'  zweiten  (irades.  Wir  wollen  daliei  dit-  (Sleiclmnji  (II)  /.u  (Iniiid«- 
legen,  der  .Symmetrie  wegen  aljer  da.s  Glied: 

■ir{z-z'){.V!,'-.r;/) 
liinzuti'lgen,   iiulrm   wir   .V  und  O  mit   .V   iiml   "'  vertauschen   und 

.V=  V  —  V,  f>  =  o'—  /■' 

setzen.  Wenn  wir  alsdann  erstens  die  beiden  Coordinaten-Axen  o.V  und 
(f I'  mit  einander  vertauschen,  so  vertauschen  sich  gegenseitig  (.r  —  .r')  und 
{ij—ij')'  wilhi-end  (:— r')  unverändert  Ideibt,  .sowie  (.r'r—.rr')  und  — {ijz'—ij'z), 
wilhrend  {.rij — x  ij)  sein  Zeichen  wediselt.  Hiernach  werden  von  der  Ver- 
tauschung in  keiner  Weise  berührt  die  Coefficienten : 

c.  /•,  ./,   V. 
wilhrend  bezüglich 

und 


ohne  Zeiehenilnderung,  mit  gleichzeitigem  Zeil  heuwechsel 


imd 


A.  n.  r..  /,' 
//.  /;.  //.  L 

i'hzeitigem  Ze 


0\  S,  Q,   U 

sich  gegenseitig  vertauschen  und   /"  sein  Zeichen  ändert. 

In  der  Gleichung  (V)  vertaaschen  sich  hiernach  gegeaseitig: 

r  mid  Q 
bezüglich  mit 

.s^  und  ff, 
während  r]  sein  Zeichen  wechselt. 

Vertauschen  wir  zweitens  die  beiden  Axen  0\'\\\\(\.0Z  mit  einander, 
so  vertaaschen  sich  in  (11)  die  Ausdriicke  (.r  —  .r')  und  {z  —  z),  während 
{y  —  y)  ungeändei-t  bleibt,    ebenso   {yz'  —  y'z)  und  —{xy'  —  x'y),    während 


s.v  =  ry  —  r],  sz  =  fiy  —  a, 

und  die  folgenden: 

ry  =  sx-\-7],  7z  =  li.v  —  q, 

■wobei  die  Bedingungs -  Gleichung  erfüllt  wird: 

ra — SQ  =  hrj. 
Es  ist  wohl  kaum  nothwendig,   zu  bemerken,  dass,  wenn  wir  (z  —  z')  für  k  schreiben,  die  Gleichung 
(V)  in  die  Gleichung  (II)  übergeht. 

Plücker,  Geometrie.  ^0 
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(.vz  —  xz')  sein  Zeichen  ändert.      Dem  entsprechend   vertauschen  sich  in  (V) 

;•  und  Q 
mit 

h  und  — »; , 

während  a  sein  Zeichen  wechselt.     Von   der  Vertauschung  werden  hiernach 
nicht  berührt  die  Coefficienten : 

B,  E,  H,  L, 
während  sich  die  Coefficienten 

A,  D,  G,  K 
bezüglich  mit 

C,  F,  J,  M 
ohne  Zeichenwechsel,  mit  gleichzeitiger  Zeichenänderung: 

IT,  P,  R,  T 
bezüglich  mit 

v,  U,  S,  0 

vertauschen  und  0'  sein  Zeichen  wechselt. 

Vertausclien  wir  drittens  die  beiden  Axen  OV  und  OZ  mit  einander, 

so  vertauschen  sich  in  (II)  die  Ausdrücke  {y — y')  imd  (z — z),  so  wie  (.ry — x  y) 

imd    —  {.v  z  —  .vz)    mit   einander,    während  (.r  —  .r')    unverändert   bleibt  und 

(yz  — y'z)  sein  Zeichen  wechselt.     In  (V)  vertauschen  sich: 

s  und  ö" 
mit 

h  und  >y, 

während  q  sein  Zeichen   ändert.      Von    der  Vertauschung    werden   hiernach 

nicht  berührt : 

A,  D,  G,  K, 
während  sich  die  Coefficienten: 

B,  E,  II,  L 
bezüglich  mit 

C,  F,  J,  M 
ohne  Zeichenwechsel,  unter  gleichzeitigem  Zeichen  Wechsel 

0',  P,  B,  T 

bezüglich  mit 

V,  (>,  IK  S 
vertauschen  und  N'  sein  Zeichen  wechselt. 

Es  bleiben  noch  die  Modificationen  zu  erörtern,    welche  dann  eintreten, 
wenn  wir  das  überzählige  Glied  fortfallen  lassen. 


1 .').') 

Setzen  wir  in  ili-r  crstfii  N'iTtausrliuii;,'  /  '  ;_'ltiili  Null,  su  VfrtaiiMlR'ii 
sich  zugleich  mit  den  Cuonlinateii-Axen  (>.\    mul  o}    die  CVtefHrientcn 

.V  und  n 
unter  Zeiclienilndenuif^. 

Setzen  wir  in  der  zweiten  Vertauschunj,'  O'  crleiiji  Null,  so  kuninit 
/"  =  —O,  .V  =  A~0\  niit  den  Coordinaten-Axeii  O.lUnd  '^Z  vertauschen 
sich    /"  und  .V  unter  Zeichenwechsel,  oder,  was  da.s.sellie  ist. 

n  imd  A  —  (t 
ohne  Zeichenilnderung. 

Endlich  vertauschen  sich  in  dem  dritten  Falle  gleichzeitig  mit  den 
Coordinaten-Axen  (> }'  und  <>/  luiter  ZeicheuilndiMiniLT  die  Coefficienten 

V  und  .Y  —  O. 

Es  ist  nicht  zu  übersehen,  dass  in  allen  (ileichungen  nach  der  Ver- 
tauschuug  die  Drehungsmomente  von  OX  nach  Ol\  von  OV  nach  OZ,  von 
OZ  nach  0\  genommen  sind. 

15G.  Da  die  Uleichung  (Uli.  wenn  sie,  auf.  dieselben  Coordinaten-Axen 
bezogen,  denselben  Complex  zweiten  Grades  darstellen  soll,  als  die  Gleichung 
(I),  dieselben  Constanten  in  anderer  Reihenfolge  enthält,  so  behalten  die  in 
der  vorigen  Nummer  entwickelten  Vertauschungs- Kegeln  auch  für  die  (ilei- 
chung  des  Coniplexes  in  Axen-Coordinaten  ihre  vollständige  und  immittelbare 
Geltung. 

l.'iT.  Wenn  wir  den  Anfangspimct  der  Coordiuaten  in  irgend  einen  Puuct 
(.ro,  y«,  2o)  verlegen,  so  treten,  w-ährend  /•  und  ä  unverändert  bleiben,  an 
die  Stelle  von  o.  a.  ij  (Einleit.  Betr.  Ni-.  14.)  die  folgenden  Ausdrücke: 

Q  -\-  rzo  —  .io, 
r;  4-  szu  —  '/n, 

wonach  die  Gleichung  (I)  in  die  folgende  übergeht: 

(A  +  ^V  +  Ft/o'  —  2A'!/,Zo  +2Pzo  —  2Qy,)r^- 
+  (Z?  +  Z>V  +  F.VÖ'  —  2L.T,z,  +  2R.V,  —  2Sz,)s-' 
-\-  {C  +  Dfj^^  +  E. To'  — 2 Mxoijo  +  2Tij,  —  2  Uxo) 
+  Dg-'  -\-  Eq^  +  Fi]i 
+  2{G  —  ny^zo  —  A'.vo'   +  L.Vot/o  +  -'/-lo^o  —      Oxo      +  .%„  —  Tz„)s 
+  2{H—  ExoZ„  +  Kxoyo  —  Lyo^   +  My^z^  +     Ny^,     —  Px,  +  Uz^r 
+  2{J  —  Fxoijo  +  Ä'.foSo  +  LyoZo  —  Mz^^  _(;V— Ö)zo+  Qx^  —  Ry^)rs 

+  2Kq^  —  2Lgi]  —  2MoG 

20* 
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—  2(iV+ A>o  —  2Z //„  +  .)/■  .:,)/•  o-  +  2(0  +2/{.Vo  —  L>/o  —  Mzo)sQ 

+  2(P+  Ezo  -  Ky,)rQ  +  2(C>  -  Fy,  +  Kz,)rri 
+  2(Ä  +  F.n  —  Lz,)s7]  —  2{S  —  Bz^  +  Lx,)sa 
—  2{T  +  Dy,  —MxojG    +  2{U  —  E.r„   +  ßfy,)Q  =  0.*)  (VI) 

158.  Um  die  Gleichung  des  Complexes  in  Axen-Coordinaten  auf  den 
neuen  Anfangspiuict  zu  beziehen,  brauchen  wir  bloss  in  der  vorstehenden 
Gleichung  dieselben  Vertauschungen  vorzunehmen,  dm-ch  welche  wir  in  der 
153.  Nummer  die  Complex-Gleichung  (HI)  aus  (I)  abgeleitet  haben.  Auf  diese 
W^eise  ergibt  sich  munittelbar: 

+  (A  +  Ez,^  +  Fyo-  —  2Ky,z,  +  2Pz,  —  2Qrj,)^'^ 

+  {B+  Dz,?  +  Fx,?  —  2Z.ioZo  +  2Ä.io  —  2Sz,;)x'^ 

+  (C  +  Dy,?  +  Ex,^  -  2  J/.royn  +  2  ^yo  -  2  Uxo)  a' 

-\-2A'f/  +  2Lp  +  23/pq 

+  2(6-'  —  Dtjo^o  —  ^'•«•„2   +  Z-ro^n  +  MxoZo  —      Oxo     +  Sy^,  —  7'ro)jrw 

—  2{H  —  ExoZn-i-  KX(,yo  —   Ly^'  +  J/^o^o  +     ^^^o     —  Z'-r»  +  Iz^^v.n 

—  2(/  —  Z'.roy„+  A'.roCo  +  Lij.z^  —  Mz^'  —{N—0)z,+  Qx,  —  Ry,)nx 

—  2{N  +  Kx,  —  2Zy„  +  Mz,)pz  +  2(0 +  2Kx,,  — Ly^  — Mz<,)(/n 

+  2{S  —  Dz,  +  Z.ro)/?.T  +  2(r+Dyo-Mxo)pw 
+  2  (t'  —  Ex„  +  y¥yo)  i'o)  —  2  (Z>+  ^ro  —  A>o)  ^Jf 
-  2  (O  -  Ffjo  +  Ä'2o)  3c    +  2(Ä  +  Fx,  -  Lz^K  =  0.  (VH) 

159.  Wir  AvoUen  ferner  das  Coordinaten- System,  auf  welches  der  Com- 
plex  (I)  ursprünglich  bezogen  war,  durch  ein  anderes  ersetzen,  dessen  Axen 
sich  in  dem  m-sprüuglichen  Anfangspuncte  schneiden,  aber  beliebig  ihre  Rich- 
tung geändert  haben.  In  den  einleitenden  Betrachtungen  ist  diese  Coordinaten- 
Verwandlimg  auf  drei  successive  Operationen  zurückgeführt  worden,  in  wel- 
cher jedesmal  eine  der  drei  Coordinaten -Axen  beibehalten  wird,  während 
die  beiden  anderen  in  ihrer  Ebene  beliebig  gedreht  werden.  Wir  begnügen 
uns  hier  damit,  das  Eesultat  einer  dieser  drei  unter  sich  ähnlichen  Operatio- 
nen   hinzuschreiben.      Von    einem    rechtwinkligen   Coordinaten -System    aus- 


*)  Wenn  -wir  statt  der  beiden  Glieder 

—  2A'ra  +  iOsq 
die  drei  Cxlieder: 

—  27Vrc  +  20s9  +  2rAjj 
einführen,  so   können  wir  die  Wertlie,   welche   wir  nach  der  Umformnng  für  diese  Glieder  erhalten, 
schreiben: 

-  2(.V-i2/o  +  ;»/:,),-(r  +  2(0  +  A>o-.W-o^s?  +  •2{.V -Kx^^ Ly^ri. 


—     i:>7 

irt'ln'ntl.  wollen  wir  die  ('(nn-diiiat«-!!- Axi-  OZ  lii'ilx'iialtrii  und  dif  licidm 
iindfit'U  L'uoidinateu-iVxeu  O X  und  O}'  in  .Vi'  sd  diflu-n,  da.ss  sie  in  ilirtT 
neuen  Lage  mit  OX  in  der  urspran<,'litlu'n  Lage  die  Winkt'l  n.  und  «'  hildi-n, 
wonach  der  Winkel,  den  die  Axen  <>X  und  <>i'  in  der  neuen  Lage  mit  ein- 
ander bilden,  («'  — «)  eh  ^^  winl.  Ihiiui  .i:elit  dii-  (ileiehung  (1),  indem  wir 
(Einleit.  Betr.  Nr.  14): 

/•    mit    /•  cos  «  +  .v  cos  «',  v    mit    /•  sin  «  +  .v  sin  a. 

i)    mit    Q  cos  «  +  o-  cos  «',  «■    mit     p  sin  a  -\-  o  sin  «', 

>/    mit    >;  sin  i^ 
vertauschen,  in  die  folgende  über: 
(A  cos-  €(  +  ß  sin-  «  +  2  7  sin  a  cos  a)  /■*-[-(  Z?  sin-  «'  -f  .1  cos-  «'  -f-  2  J  sin  «'  cos  a)  s* 

+  6' 
+  (D sin- «'+ ^cos- «'— 2  J/sin «' cos «') ö-  -t-  ( Ä'cos- « -f  />sin- «  —  2  J/sin « cos «) o^ 

-f-  /'sin-  })•  •  1]- 
4-  2(6' sin  «'  +  //cos  «')*  +  -  (//cos  « -f  6  sin  (^  /■ 
+  2  (  /  (sin  «  cos  «'  +  sin  «'  cos  «)  +  A  cos  «  cos  a  -\-  B  sin  «  sin  «')  r  s 
+  2 (Ä'cos«  —  Zsin «)  sin  i»  •  o  >/  —  2  (Zsina  —  A' cos«') sin  ^^ ■ "' '/ 

—  2(J/(sinßC0Sa'-j-sin«' cos«) —  /> sin«  sin«'  — /'cos«  cos«') 90- 

—  2  (.Vsin  «'  cos  «  —  ö  sin  «  cos  «'  —  /*cos  «  cos  «'  -f  .S'sin  «  sin  «')  /•  0 
+  2  (0  sin  «'  cos  «  —  -Vsin  «  cos  a  -\-  Psin  u  sin  «'  —  A'cos  «  cos  «')  .v  9 

+  2(/'cos-«  — (.A'— 0)sin«cosa  — Ä'sin-«)/-^  +  2(i/cosa  +  Äsin«)sin  i>/-»; 
-\-2{R  sin  «'  +  Q  cos  «')  sin  9-  •  .v »/  —  2  (^'sm^ «'  -f  (iV— 0)  sin  «'  cos  «'  —  Pcos-' «')  s  ß 
—  2{Tsm  cc  —  Ucos  «')  (T  +  2  ( Ucos  «  —  Tsin  «)  o  =  0.  (VH!) 

Setzen  wir 

3-  =  -ö- '  sin  «'  =  cos  «,  cos  «'  =  —  sin  a, 

so  ist  das  Coordinaten- System  ein  rechtwinkliges  geblieben   und  bloss  durch 
einen  Winkel  «  um  die  Axe  OZ  gedreht  worden. 

Bei  dei-selben  Aendening  des  Coordinaten-Systems  geht  die  Gleichung  (HI) 
in  die  folgende  über: 
{Dsin'a'-i-EcoH^  «'  — 2i)/sin«'cos«')/^-'  +  (/"cos«  «+  /^sin^«  — 2  J/sin«  cos«)^/ 

+  /'sin-^^ 
+  (Jcos2«-f  ^sin^'ß-f  2ysinKC0Sß);c'^  +  (^sin-«'  + Jcos-«'  + 2J'sina'cos«')-T2 

-f  Ca' 
-f  2  (A'cos  ß  —  Z  sin  «)  sin  ö'  •  ^    +  2  (Z  sin «'  —  A'cos  «')  sm  i^  ■// 
+  2  (.V(sin  ß  cos  «'  +  sin  «'  cos  ß)  —  D  sin  ß  sm  «'  —  Ecosa  cos  a)p  q 
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+  2{Gsma  -\-  //cos  a)  :ra  —  2  (ZTcos  c<-\-  G  sin  «)  y.  oj 

—  2  (y  (sin  ß  cos  a  +  sin  ß'  cos  «)  +  -4  cos  a  cos  «'  +  ^  sin  «sin  cc')  ,t  z 

—  2  (TFsin  «'  cos  «  —  ö  sin  «  eos  a  —  Pcos  a  cos  a  +  »S'sin  «  sin  a')p  % 
+  2  (ö  sin  «'  cos  fü  —  iVsin  «  cos  k'  +  /*sin  «  sin  k'  —  .9 cos  k  cos  «')  ^  jr 

+  2  (-S'sin^  k'  -j-  {N —  O)  sin  «'  eos  ä  —  /*cos-  «')/>  jr  +  2  (ysin  k'  —  Z)' cos  «')/>  o 
+  2  ( f/cos  «  —  T'sin  «)  ^  cj  —  2  (/* cos-  a  —  {N —  O)  sin  «  cos  «  —  S sin-  a)p  y. 
—  2(()eosß  +  i?sina)sin'9--jc-f  2(ÄsinK'  +  :Pcosß')sin9--:r  =  0.       (IX) 


Aequatorialfläclien ,  beschrieben  von  einer  Complex  ■  Curve ,  deren  Ebene  parallel  mit 

sich  selbst  fortrückt. 

160.  Bei  der  grossen  Complication  eines  Complexes  des  zweiten  Grades 
müssen  wir  darauf  Bedacht  nelimen ,  dass  wir  die  Uebersicht  erleiclatern  nnd 
dadurch  der  Anschauung  zu  Hülfe  kommen.  Hierzu  ist  uns  ein  Mittel  in 
den  beiden  Sätzen  geboten,  welche  wir  m  dem  vorigen  Paragi-aphen  l^ereits 
als  den  unmittelbaren  geometrischen  Ausdruck  der  Gleichmigen  (H)  und  (lY), 
die,  in  der  zwiefachen  Coordinaten- Bestimmung,  die  Complexe  des  zweiten 
Grades  darstellen,  gegeben  haben.  Indem  wir  einerseits  nämlich  die  unend- 
lich vielen  Linien  des  Complexes,  welche  in  derselben  Ebene  liegen,  in  eine 
einzige  Gruppe  zusammenfassen,  können  wh-,  statt  derselben,  die  von  ihnen 
umhüllte  Curve  zweiter  Classe  einfühi-en.  Indem  wir  andererseits 
die  unendlich  vielen  Linien  des  Complexes,  welche  dm-ch  denselben  Punct 
gehen,  zu  einer  Gruppe  vereinigen,  können  wir,  statt  derselben,  in  analoger 
Weise  diejenige  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  einführen,  welche  von 
ihnen  gebildet  wird. 

Dann  brauchen  wir  einerseits,  weil  überhaupt  alle  Linien  des  Raumes 
mit  einem  gegel^enen  Puncte  in  einer  Ebene  liegen,  um  alle  Linien  des  Com- 
plexes zu  umfassen,  nur  diejenigen  Complex  -  Cm'ven  in  Betracht  zu  ziehen, 
deren  Ebenen  durch  den  gegebenen  Punct  gehen;  andererseits  erhalten  wir, 
da  alle  Linien  des  Raumes  eine  gegebene  Ebene  schneiden,  alle  Linien  des 
Complexes,  wenn  wir  nur  diejenigen  Kegel  in  Betracht  ziehen,  deren  Mittel- 
pvmcte  in  der  gegebenen  Ebene  liegen.  So  treten  an  die  Stelle  von  unend- 
lich vielen  (oo^)  Complex  -  Linien ,  unendlich  viele  (oo-)  Complex -Curven,  be- 
züglich unendlich  viele  (oo-)  Complex -Kegel. 


—      lüi) 

li!l.  Wir  kr)nnt'ti  riin'ii  Sc-hritt  weiter  fluni.  W'.im  eine  El»eiie  sich 
bewe^^,  so  besilireiht  die  in  ilir  von  Linien  des  Cuiniili-xis  ninlnlllte,  vt-r- 
ilmli-rliehe  Ciirve  zweiter  C'Iasse  eine  Flilrlif;  wenn  «'in  I'unrt  sich  licwej^,, 
so  wird  eine  Flilche  von  dein  veränderlichen  ('oni|)lex-Kej.'el ,  der  diesen  l'nnet 
zum  Mittelpunete  liat.  nnilnlilt.  In  der  Hestiinnunij,'  des  ('onii)lexes  ver- 
treten diese  Flachen  unendlich  vidi-  (xi)  Coniplex-Curven,  l)ezAj,'licli  luu'nd- 
licii  viele  {<x>)  Coiuplex-Kefrel.  I>ii'  einfachsten  FliUhen  dieser  Art  entspre- 
chen einei-seits  dem  Falle,  das.s  tlie  Elieue  der  beschreihenden  Curve  um  eine 
feste  Axe  sich  dreht  oder  parallel  mit  sich  selbst,  fortrückt,  und  andereiseits 
dem  Falle,  dass  der  Mittelpunct  des  umhüllenden  Kejrels  eiiu'  feste  f^erade 
Linie  l)eschreibt,  oder,  wenn  diese  feste  Linie  unendlich  weit  nickt,  dass 
die  Kegel  in  umhüllende  Cylinder  ausarten,  deren  Axen  einer  j^cHelienen 
Ebene  parallel  sind. 

Die  so  bestimmten  Flächen  wollen  wir  ülici-]i;iii|it  ('<tmplex-Fl;l(lien 
nennen. 

ludeni  wir  diese  Complex-Flilchen  eiuliilu'cu,  küimcn  wir  die  uuemllich 
vielen  (oo»)  Complex-Linien  durch  unendlich  viele  (^c)  solcher  Com])]ex-Fli"ichen 
ersetzen,  deren  feste  Axen  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen  um]  in  einem 
gegebenen  Puncte  dieser  Ebene  sich  schneiden. 

Die  angegebenen  Erzeugimgen  der  Complex- Flächen    wollen    wir  nach 
einander  einer  analgetischen  Discussion  unterwerfen. 
I(i2.   Wir  wollen  von  der  allgemeinen  (ileichnng: 

/>(/  —  />'  +        E{ii  —  Hf        +       /'(?;— ^•')- 

-\-  A{uv'  —  uvY      +      B{f'r~/v')'      +      6'{/'«'  + /''/)- 
+  2K{u  —  u){v  —  v')  +  2LU  —  /'){i'  —  v')  4-  2M{f  —  t')(ii  —  i/} 
+  2(i{/u  —f'u){t'v  —  tv')  +  2II{(u—t'ii){Hv'  —  u'v)  +  2J{/'v  —  (v'){uv'  —  UV) 
+  2  N{(  —  t')  [iiv  —  UV)   +   20{)i  —  ii')  {/'  V  ~  /v) 
+  2SU  —  /'){l'v  —  ti')     +   2T(/—/')(ni'      l'u) 
+  2  U{u  —  u)  {hl  —Cu)    -\-   2  Pill  —  u)  {u  v  —  H  v) 
■\-2  0{v  —  v')  (u V  —  ii' V)  -j-   2B (v  —  v)  U'v  —  (v)  =  0 ,  (IV) 

welche  den  Comi^lex  zweiten  Grades  in  Axen-Coordinaten  darstellt,  ausgehen. 
Betrachten  wii-  in  dieser  Gleichung  /',  w',  v  als  constant,  so  stellt  diesellje 
eine  Ciu^e  zweiter  Classe  im  Räume  dar,  welche  von  allen  denjenigen  Ebenen 
berühi't  wird,  deren  Coordiuaten  /,  «,  v  die  Gleichung  befriedigen.  Diese 
Cvu-ve  liegt  in  der  Ebene  {(' ,  u,  v)  und  wird  in  derselben  von  Linien  des 
Gomplexes  nmliüllt. 
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Die  Projection  dieser  Ciu've  auf  eine  der  drei  Coordinaten  Ebenen  YZ, 
XZ,  XY  ergibt  sich  unmittelbar,  wenn  wir  bezüglich  t,  u,  v  gleich  Null 
setzen.  Auf  diese  Weise  erhalten  wh-,  wenn  wir  nur  die  Projection  auf  YZ 
berücksichtigen  und  zugleich  die  Gleichung  durch  Einführung  von  ti'  und  7v' 
homogen  macheu: 

{D f'^  +  Eu-^  +  Fv'-'  +  2 Ku  v  +2L (' v  +  2 Mf  u) fv'- 
—  2 (Fv  9>y  +  A'ii  w  -^Lt'w—  {N—O) (' u'  —  Pu'  —  Qu'v'  +  R t' v  +  St'^)  v 7v 
+  {A  «'2  +  z?  /'2  +  F7v''^  —  2Jf'u—2Qu7v-\-2Rt'  7v')  v- 

—  2 {Eu  7V  +  Kv  TV  +  Mf  7V  +  Xf  v  +  Pu  v  +  Q v'^  —  Tt^  —  Ut' u) u 7V 

—  2  {A u  V  +  Gt'-^  —  Ht'w'  —  Jf'v—  K70-'  —  Ot'7v'  +  Pu  7v'  ~Qv' 7v) u v 

+  {Av''^  +  Ct'-^-\-Etv'-^  —  2Ht'v+2Pv7v—2Ut'7v)u^  =  0.  (1) 

163.  Wenn  wir  in  der  vorstehenden  Gleichung  t',  u.  v  eonstant  nehmen 
imd  7v  sich  verändern  lassen,  so  rückt  die  Ebene  (/',  u,  v,  7v),  welche  die 
Complex-Curve  enthält,  parallel  mit  sich  selbst  fort.  Machen  wir  msbeson- 
dere  die  Voraussetzung,  dass  diese  Ebene  mit  YZ  parallel  ist,  so  kommt: 

u  =  0,  i'  =  0,  ^  =  —  X, 

wobei  .r'  den  Abstand  der  jedesmaligen  Ebene  der  Complex-Cm-ve  von  YZ 
bedeutet.  Die  Gleichung  (1)  verwandelt  sich  hiernach,  wenn  Avir  zugleich 
durch  /'^  dividiren,  in  die  folgende: 

J)  W-'  +  2  (Z  x  —S)v7v^  {Fx  -'  —  2  Ä  X  +  B)  v^ 
+  2 {Mx  +r)ii 7P  +  2 {Kx  2  —  0 x  —G)uv  +  { Ex  -  +  2  Ux  +  C) ?/-  =  0.  (2 ) 
Diese  Gleichung  gibt,  nachdem  der  Abstand  x  einer  mit  YZ  parallelen  Ebene 
bestimmt  worden  ist,  in  gewöhnlichen  Linien -Coordinaten  u,  v,  7v  die  Pro- 
jection der  in  dieser  Ebene  liegenden  Complex-Cm've  auf  YZ,  oder  auch 
diese  Curve  selbst  in  ihrer  eigenen  Ebene,  wenn  wir  die  Coordinaten -Ebene 
YZ  parallel  mit  sich  selbst  so  verschieben,  dass  sie  mit  der  Ebene  der  jedes- 
maligen Complex-Curve  zusammenfällt.  Wenn  wh-  hiernach  auch  x'  als  ver- 
änderlich betrachten  und  demnach  die  Accente  fortlassen,  so  stellt  dieselbe 
Gleichung: 

D 7v''  +  2  (Z X  - S)v7v  -\-2 (Fx''  —  2R x  +  B)v^ 
+  2 {Mx  +  T) U7V  +  2{ h'x^-  ^  0 x  —  G) n v  +  {Ex'-  +  2  Ux  +  C) u^  =  0      (3) 
in  gemischten  Punct-  und  Linien-Coordinaten  x,  u,  v,  7v  den  In- 
begriff aller  Complex-Curven  dar,  deren  Ebenen  mit  YZ  parallel 
sind, 

Complex-Cm'ven  in  Ebenen,  die  unter  einander  parallel  sind,  bilden  eine 
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ComplfX-Flaohe,  dii-  wir  liiif  At'<|uatoiiiil  t  I{l<lif  iifniieii  wollen,  wahiviul 
die  einzelnen  ConipU'X-Cnrven  Hreiten-t'niVfii  hei.ssen  mögen. 

Die  Cileieluinfi  (.{)  sehliesst  <lreizehn  von  einandfi-  unabli.1n;;ige  Con- 
stanten ein.  r)a  die  Coordinaten-nestiniinuii},'  in  keiner  weiteren  Hezieluing 
zu  der  Ae«|uat<>rialt!i\(-he  steht,  als  dass  die  Rirlitun«.'  dt-r  ('«»ordinatcn-Eln-ne 
y Z  eine  aiisgfzeielinete  ist,  so  li.Tii<rt  die  AeqiiatorialtliUlie  im  Ganzen  von 
filnfzehn  Constanten  al). 

H!4.  In  l)ekannter  AVeise  erhalten  wir  die  Itestimmunf;  des  Mittel- 
punctes  der  durch  ihre  Hleichung  in  Linien -Coordinaten  dargestellten  IJrcitcii- 
CuiTe  in  einer  durch  x  hestimmten  Ebene.  Die  Coordinaten  dieses  Punctes 
sind : 

Lx  —  S  jVx'-+-T 

-'  =  — ö— '  y-—D—'  (4) 

und  darnach  ergibt  sich,  wenn  wir  die  Accente  fortlassen: 

D:  —  L.V  +  5  =  0,   I 

/>y  _  .V.r  —  r  =  0.    I  ^''^ 

Indem  wir  x  als  veränderlich  Ijetrachten,  stellen  diese  beiden  (dcichungen 
eine  gerade  Linie  dar,  und  diese  gerade  Linie  ist  der  geometrische  Ox-t  für 
die  Mittelpmicte  der  Complex-Curven,  welche  die  Aequatorialfiäche  bilden. 
Wir  wollen  diese  gerade  Linie  den  Dunlnnesser  der  Aequatorialfiäche 
imd  die  Ebenen  der  Breiten -Cui-ven  zugeordnete  Ebenen  dieses  Durch- 
messers nennen. 

Jedem  Systeme  paralleler  Ebenen  entspricht  im  Complexe 
eine  Aequatorialfiäche  mit  einem  Durchmesser,  der  die  paralle- 
len Ebenen  zi;  seinen  zugeordneten  hat. 

165.  Die  Gleichung  (3)  gibt  jede  der  Breiten -Cm-ven  in  ilu-er  Ebene, 
nachdem  diese  Ebene  durch  den  Werth  von  .t  bestimmt  worden  ist,  in 
Linien -Coordinaten  w,  /•,  /r.  V\"n-  können  aber  auch  dieselbe  Curve  in  ihrer 
Ebene  dmx'h  die  gewöhnlichen  Punct- Coordinaten  //  und  z  darstellen.  Dann 
finden  wir  für  ihre  Gleichung  in  bekannter  Weise:*) 


*)  Wenn  derselbe  Kegelschnitt  in  der  Ebene  VZ  einmal  vermittelst  Tunct- Coordinaten  y ,  z, 
das  andere  Mal  vermittelst  Linien  -  Coordinaten  u,  v,  w  durch  die  beiden  Gleichungen: 

a,/  +  2byz  +  cz^  +  -2dy  +  2ez  +  f=  0, 
Aii^+2Bvrv  +  Cv^  +  2Duiv-\-  2Euv  +  Fu'^  =  0 
dargestellt  wird,  so  können  wir  die  Constanten  der  einen  Gleichung  durch  die  Constanten  der  anderen 
auf  folgende  Weise  bestimmen: 

Plücker,    Geometrie.  •  ^1 
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[(L.v  —  Sy-  —  I)  (Fx'-  —  2R  .V  +  B)]  y"- 

+  2 [/>(/i',r2  —  O X  —  G)  —  {Ix  —  S)  (Mx  +  T)]t/z 

+  [(J/.i-  +  T)^'  —  D{Ex-^  —  2  Ux  +  C)]2ä 

+  2  [{Mx  +  7)  (/'.fä  —  2Itx  +  ^)  —  {Lx  —  S)  (Ä'.r2  —  Ox  —  G)\y 

+  2  \{Lx  —  S)  {Ex'^  —  2  Vx  +  6')  —  {M x  +  T) ( A'-r^  —  0 x  —  G)\  z 

+  [  {Kx^  —  0  X  —  Gf  —  (/'.r^^  —  2Rx  +  B)  {Ex-^  —  2  £'.r  +  C )]  =  0.     (6) 

Wenn  wir  in  dieser  Gleichimg  nicht  nur  y  und  z,   sondern  auch  .)■  als  ver- 

änderheh  betrachten,    so  stellt  sie,    in   gewöhnlichen  Punct-Coordina- 

ten,  die  Aequatorialfläche  dar. 

Die  Aequatorialflächeu  sind  also  Flächen  der  vierten  Ord- 
nung. Sie  werden  von  den  ihrem  Durchmesser  conjugirten  Ebenen  in  Curven 
zweiter  Ordnung  geschnitten,  weil  in  diesen  Ebenen  unendlich  weit 
ein  Doppelstrahl  der  Fläche  liegt. 

166.    Wir  erhalten  die  folgenden  drei  Gleichungen: 

B  w^  +  2  (Z  X  —  .S}  V  w  +  {Fx^-  —  2R  x  +  B)  v'^ 

+  2  (Mx  +  T)  u w  +  2  (/r.rä  —  0  x  —  G)  u  v  +  {Ex^  +  2  V x  +  €)  ifl  =  0, 

Ew'^  +  2  {My  —  U)  tw  +  {Dy''  —  2Ty  +  C)r- 

+  2  \Ky  +  i>j  V  n>  +  2  (Zy-'  +  Ny  -  //)  /?)  +  {Fy^  J^2Qy  +  Ä)  v^  =  0, 

Ftv'^  +  2  (Ä'r  —  0)  u  w  +  (Z';2  —  2  Pc  +  A)  u^ 

+  2(Zc  +  Ä)/;ii  +  2(#/z2  —  (.V—0)z  — /)/«  +  (// 22  +  2.S'z+^)^2  =  0 

für  die  Gleichungen  derjenigen  Aequatorialflächeu,  deren  Breiten  -  Curven  be- 
züglich YZ,  XZ,  XY  parallel  sind,  in  gemischten  Punct-  und  Linien -Coor- 
dinaten.  Die  erste  der  vorstehenden  di'ei  Gleichungen  ist  die  Gleichung  (3) 
der  163.  Nununer  und  aus  ihr  sind  die  beiden  anderen  nach  den  Vertauschuugs- 
regeln  der  15.5.  Nummer  abgeleitet.  Sie  stellen,  wenn  ^vir  für  die  drei  Ver- 
änderlichen .r,  y ,  z  nach  einander  alle  mögliehen  Werthe  einsetzen,  die  ein- 
zelnen Breiten -Cm-ven  in  ihren  Ebenen  dar.  Setzen  wir  insbesondere  x,  y ,  z 
gleich  Null,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  der  drei  Complex- Curven  in 
den  drei  Coordinaten- Ebenen: 


(7) 


a  =  B^  —AC,  A  =  b'  —ac, 

b=AE  —  BI),  B  =  ae—hd, 

c  =    J}-'  —  AF,  C  =  d^  —  af, 

d=CD—BE,  D  =  cd—be, 

e=BF~DE,  E  =  hr  —  de, 

f  =   E^   —CF,  F  =  e^  —cf. 
Ich  entnehme  diese  Ausdrücke  dem  2.  Bande  der  .Entwicklungen",  Nr.  484.  und  Nr.  552. 
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Dw^  —  -ISvw  -\-  Rv-  -f-  2  7'mw'  —  -Kinv  -f-  Ctr-  —  0, 

Em^  —  -iVtir  Ar  fr-  -\-  2Ppm  —  llliv  +  /<p»  —  0,  (8) 

Fm'-  —  -lOuH-  +  Air-  -\-  2/tffv  -   -IJoi  +  ßn  =  0, 


»3. 

Meridianflächen,  beschrieben  von  einer  Coraplex-Ciirve,  deren  Ebene  um  eine  feste 

gerade  Linie  sich  dreht. 

167.  Die  AeiiiuitorialtiAchen,  welche  Gegenstand  der  Untei-suchung  des 
vorigen  ParagiapluMi  waren,  sind  der  geometrisclic  Ort  solclicr  Ciirvt'n,  die 
in  parallelen  Eigenen  von  Linien  des  Coniplexes  umhüllt  werden,  odi-r,  mit 
anderen  AVorten ,  deren  Elienen  sieh  in  einer  unendlich  weit  entfernten  ge- 
raden Linie  schneiden.  .Sie  sind  als  eine  Particularisation  solcher  Complex- 
FlcUhen  zu  lietrachten,  welche  der  geometrische  Ort  für  Complex-Cm-ven 
sind,  deren  Ebenen  durch  eine  feste  Axe  gehen.  Wir  wollen  derartige  Com- 
plex-Flilcheu  als  Meridianfhlchen  hezeichnon,  indem  wir  zugleich  die 
Coniplex-Curveu,  welche  eine  Meridianfliiche  l)ilden,  Meridian-Curven, 
die  Ebenen,  in  welchen  sie  liegen,  Meridian- Ebenen  nennen. 

Die  Bestimmung  der  Meridianfliiclien  knüpft  sich  an  dieselbe  Gleichung: 
(/>/'-  +  Eu'  +  Fv'-  +  2A'ui''  +  2  Lf'i'  +  2 .1//'//'i//-' 
—  2(Fv';v-^A'uw'-\-L('H''  —  {.\—0)/'i/'  —  PH'  —  tJu'v-{-J{i'v'  +  S/'-}vw 
+  {Au''--{-B/'-  +  F/i''-  —  2Jru—20u'i>'  +  2Rf'fv')v' 

—  2 {Eu'w  +  A'v'?/''  +  Mf'w  +  Af'v  -f  Pu'v  +  Q «-'-  —  7'/''  —  l'('u)uw 

—  2{Anv\-\-Gt'^  —  Ht'u ft'r'  —  Kw'^  —  O/'w  +  Pn  w  —Qv  w')uv 

-f-  {Av^  +  C('-  +  EH'''  —  2Hrv  +2Pv'w  —2l'l'w')H-  =  0,  (1) 

durch  welche  vAy  im   vorigen   Paragi-aphen  die  Aecßiatorialflilche   bestimmt 
haben. 

168.  Bei  der  willküvlichen  Annahme  des  Coordinaten  -  Systems  können 
wu-,  unbeschadet  der  lUlgemeiuheit ,  für  die  feste  Axe,  um  welche  die  Eigene 
der  Complex-Curve  sich  tkeht,  eine  der  drei  Coordinaten -Axen  nehmen. 
Waiden  wir  fiü-  dieselbe  die  Axe  OZ,  so  müssen  wir  in  der  vorstehenden 
Gleichung  v  imd  w  gleich  Null  setzen.  Dieselbe  geht  alsdami  in  die  fol- 
gende über: 

{Dt'^+Eu^+2}It'u)w-  +  2{{y—0)tu+Pu'-'—St'-i)vm+{-ht'+B<''—'^J''"')^' 
-\-  2{T('  +Uu)t'-HW  —  2{Gt'  —  Hu)('uv  +  d'^if-  =  0.  (9) 

21* 
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Die  Lage  der  Meridian -Ebene  ist  durch  —7  bestimmt;  j^wir  können  sie,  wenn 

y  und  X  zwei  der  drei  Coordinaten  irgend  eines  beliebigen  Punetes  der  Ebene 
sind,  in  gleicher  Weise  durch: 

^  =  —  '4 

bestimmen.  Die  letzte  Gleichung  wird  hiernach  die  folgende,  wemi  wir  zu- 
gleich nach  den  Potenzen  von  x  und  ij  ordnen: 

{Ex-'—2Mxy-\-Dy^tV^  +  2  {Px'-—(N—0)xy—Sy')  vfv  +  (J.r-'  +  2Jxtj-\-By^Vi 
—  2  ( Ux  —  Ty)y-  u  )v  —  2  {II x  +  Gy)  y-uv  +  Cy"-  ic^  =  0.  (10) 

Diese  Gleichung  geht,  wenn  wir  die  Axen  OZ  und  OY  mit  einander  ver- 
tauschen, nach  den  Vertauschungsregeln  des  ersten  ParagTaphen  in  die 
folgende  über: 

{Fx^  —  2Lxz+Dz'^)  w^  —  2  ((>  x'^  —  Nx  z  —  Tz^  u  w  +  [A  x'^  +  2 II  x  z  +  C:^  u^ 
+  2{Rx  —  Sz)z  ■  VW  —  2{Jx+Gz)z  ■  iiv  +  Bz^  ■  v^  =  0,  (11) 

imd  diese  Gleichung  wiederum,  wenn  wir  die  beiden  Axen  OF  und  OX  mit 
einander  vertauschen,  in  die  folgende: 

{Fy  —  2Iiyz-\-Ez^)w'-  -f  2{Ry-  —  0yz—  lJz^t7v  -f  {Bif  +  2Gyz-\-Cz^)Ci 
—  2{Qy  —  Pz)z  ■  v)v  —  2{Jy  +  Hz) z  ■  iv  +  Az'- ■  V^  =  0.  (12) 

Die  Gleichung  (11)  stellt  die  Projection  auf  FZ  derjenigen  Complex-Curven 
dar,  deren  Ebenen  durch  OF  gehen,  die  Gleichung  (12)  die  Projection  auf 
XZ  derjenigen  Complex-Curven,  deren  Ebenen  durch  ö.l' gehen.  Wir  wollen 
die  letztere  als  die  allgemeine  Gleichung  der  Meridianflächen  in 
gemischten  Punct-  und  Linien-Coordinaten  ansehen. 

Sie  enthält,  wie  die  allgemeine  Gleichung  der  Aequatorialflächen  (3), 
dreizehn  von  einander  unabhängige  Coustante.  Während  aber,  im  Falle 
der  Aequatorialflächen,  das  Coordinaten-System  nur  insofern  von  der  Fläche 
abhängt,  als  die  Richtung  der  Coordinaten-Ebene  FZ  dm-ch  dieselbe  gegeben 
ist,  wird  hier  diu-ch  die  Meridianfläche  die  Axe  ÖJT  bestimmt.  [Eine  Meridian- 
fläche hängt  also,  ausser  von  den  dreizehn  obigen  Constanten,  noch  von 
vier  neuen  Constanten,  im  Ganzen  also  von  siebenzehn  Constanten  ab. 

169.  Wir  wollen  der  folgenden  Discussion  die  letzte  Gleichung  zu 
Grunde  legen. 

Wenn  wir  den  Winkel,  welchen  eine  beliebige  der  Meridian-Ebenen  mit 
XZ  bildet,  (p  nennen,  so  ist: 

tang  qp  =  —  • 
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Wir  erhalten  also  die  Gleiclimit.'  ilfr  Pr»)if(tion  der  lxv.n^liflieu  Meridiaii- 
CHuTe  auf  .\  Z.   wt'iin  wir  in  ilcr  It-t/tcn  (iloichung  Irtr  die  CuordLuateu 

ij  und  z 
die  trigonometrisohen  Functionen 

sin  (f    uihI    (IIS  ff 
einsetzen.     Diulmxh  gelit  diesellie  in  die  folgende   ülier: 

(F sin-  9"  —  'IK  sin  y  cos  ff  -{■  K  cos-  7)  m- 

+  2(Äsin-  qp  —  Osin^)  cos  9^  —  rrus-  (f)tw 

+  (B  sin-  (jr  +  2 6'  sin  9p  cos  «jr  +  ^' i< »f^-  ff ) t- 

— 2((> sin 7- — /*cos  9-') cos 9  •  v //•— 2(ysin 9^  +  /fcostf) cos 9  •  /*'+  -Icos* <pv*  =  0,  (1^) 

und,  wenn  wir  durch  cos-  9  dividiren,  kommt: 

( F tang-  q  —  2h'  tang  9  +  £") w- 

+  2  ( //  tang-  9^  —  0  tang  9,  —  6')  /«- 

+  (Z?  tang-  (f  +  2  fi  tang  9  +  C)  C' 

—  2 ((>  tang  <p  —  P)  VW  —  2 (./ tang  9:  +  11)/ v  +  ./?'-'  =  0.  (14) 

Wenn  wir  endlich  die  Coordinaten-Ebene  A\^  um  oldnnh  einen  Winltel 

9"  drehen,  so  dass  sie,  nach  der  Drehung,   in  dir  neiien  Lage  XZ'  mit  der 

liezüglichen  Meridian  -  Ebene  zusammenftlllt ,    so   bleibt   in   der  neuen  Coordi- 

naten- Bestimmung  —  unverändert,   während  wir   für  -  •  cos  qp    erhalten  —  , 

das  auf<9.^'  als  gewöhnliche  Linien -Coordinate  zu  construii-en  Ist.  Um  hier- 
nach die  Gleichung  der  Meridian -Ciu-ve  in  ihrer  eigenen  Ebene  zu  er- 
halten, haben  wir  in  der  Gleichung  (13)  v  statt  «^  •  cos  9;  zu  schreiben,  wo- 
nach dieselbe  in  die  folgende  übergeht: 

(F  sin*  (f  —  2  A'  sin  93  cos  9)  -f  £"  cos-'  (p)  w- 
-f  2  {R  sin^  9;  —  0  sin  9)  cos  9)  —  IJ  cos-  9^)  Iw 
-\-  (B  sin-  9;  +  2  C  sin  95  cos  9;  -h  C  cos-  9)  f^ 
—  2(Q  sin(p  —  Pcos(p)vw  —  2(J  sin  cp -\- ff  eos  q)fv  +  Av^  =  0.       (15) 
Wenn  wir  9-  als  veränderlich  betrachten,   so   stellen  die  letzten  Gleichungen 
den  Inbegriff  aller  Meridian -Curven  dar,  mit  anderen  AVorten  die  Meridian- 
fläche selbst. 

In  dem  Falle  der  Gleichungen  (13)  und  (14)  geschieht  dieses  in  der 
Weise,  dass,  nachdem,  durch  die  Annahme  der  Meridian -Ebene,  9»  einen 
bestimmten  Werth  erhalten  hat,  diese  Gleichungen  die  Projection  der  Meridian- 
CuiTe  auf  Ä'Z  in  Linien  -  Coordinaten  /,  r,  m  darstellen,  w'onach  diese  Cui-\e 
selbst  gegeben  ist.      Durch  die  letzte   Gleichung  (15)    wird   dieselbe  Qwxxe, 
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nach  Annahme  von  (p,  in  ihrer  eigenen  Ebene  dargestellt.  Dreht  sich  die 
Meridian-Ebene  um  0  X,  so  ändert  sich  in  ihr,  abhängig  von  (p,  die  Meridian- 
Curve,  welche  die  Meridianfläche  erzeugt.  In  jeder  ilirer  Lagen  ist  sie  be- 
zogen auf  die  unverändert  gebhebene  Axe  OX  und  eine  veränderhche  Axe 
OZ',  die,  mit  und  in  der  Meridian- Ebene,  welche  sie  enthält,  um  OX 
sich  dreht. 

Wir  sind  somit  zu  einer  analytischen  Darstellung  und  Constructiou  der 
Meridianflächen  gelangt,  welche  der  Darstellung  und  Constructiou  der  Aequa- 
torialflächen  ganz  analog  ist. 

170.  Die  Gleichimg  des  Poles  der  Axe  OX  in  Beziehung  auf  die  Curve 
zweiter  Classe,  welche,  dem  jedesmaligen  Werthe  von  cp  entsprechend,  durch 
die  Gleichimg  (14)  dargestellt  wird,  ist  die  folgende: 

{Q  tang  (f  —  P)w  +  {J  tang  cp  +  n)t  —  Av  =  0. 

Diese  Cm*ve  (14)  ist  die  Projectiou  auf  XZ  der  bezüglichen  Meridian -Curve 
und  also  der  fi-agiiche  Pol  zugleich  die  Projectiou  des  Poles  der  Axe  OX  in 
Beziehung  auf  die  Meridian -Curve  selbst.  Es  sind  also  zwei  der  drei  Coor- 
dinaten  dieses  Punctes: 


./  tang  w  -\-  H  —  A 

Q  tang  q»  —  P  Q  tang  qo 


und  die  dritte  ist: 


.  —  A  tang  w 

y  =  "-^^^^gy  =  gtangy-/>- 


Ziu'  Bestimmung  des-  geometrischen  Oi'tes  der  Pole  von  OX  in  Beziehimg  auf 
die  verschiedenen  Meridian -Curveu  haben  wir  cp  zwischen  den  vorstehenden 
drei  Gleichungen  zu  eliminiren.    Setzen  wir  zu  diesem  Ende  für  tang  (p  seinen 

Werth  --  in  die  zweite  Gleichung,  so  kommt: 

Qij  —  Pz  +  Ä  =^  0.  (16) 

Die  erste  Gleichung  gibt: 

.  _  Jy  +  Hz  _  _  Jy  +  Hz 
^  ~    Qy—Pz  ~  A         ' 

woraus  folgt: 

A.v  +  ///  +  ffz  =  0.  (17) 

Wü-  sind  sonach  zu  dem  folgenden  Resultate  gelangt: 
"Wenn    eine   Ebene    um    eine    in    ihr    liegende   feste  Axe  sich 
dreht,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Pole  dieser  festen  Axe  in 


—      If.T 

Bi'zii'hnn<i  mit'  alle  t'oinplex-l-'inv  oii,  weh  lic  ilie  Kltcne  wAlin-inI 
ihrer  Umtlrt'hiiii},'  enthalt,  eine  jierade  Linie. 

Wir  Wdllcii  diese  geniile  Linie  'lii'  Tnlii  re  jler  Meriil  iaiil  lä«  In' 
nennen. 

171.  Die  voi-stehende  Gleiehunf,'(l/>)  ist  wiederum  iil.s  die  Oleiehun^,'  der 
roniiilex-P''iilihe  in  gemischten  Coordinaten  iinzusehen.     Denn  tang  7;  ist  als 

1/         T  1  • 

eine  dreier  linearer  Coordinaten  —  >  —  >  —    eines   Puncte.s   (x,  //.  :)    /n    lic- 

trachten,  wilhrend  i.  i\  «■  Linien -Coordinaten  in  der  Ebene  bedeuten. 

Um  die  in  Rede  stehende  Meridianflilche  in  Punct- Coordinaten  .r,  ij ,  z 
dai"z«stellen ,  gehen  wir  zu  der  mit  (lö)  gleichbedeutenden  Gleiclumg  (12) 
zmnlck.  AVir  brauchen  bloss  statt  der  Linien -Coordinaten  l,  v,  w,  in  welchen 
diese  Gleichung  die  Prqjeetioneu  der  Meridian -Cm-ven  auf  Y Z  in  dieser  Ebene 
ausdrückt,  die  beiden  Punct  -  Coordinaten  x  und  :  cinzutiiluin.  Die  bekamiten 
Ti-ansfonnationeu  (Nr.  IGö.  Note),  auf  den  vorliegenden  Fall  angewandt, 
geben,  wenn  wir  zugleich  durch  z-  dividiren,  die  folgende  Gleichung: 

[(Äy* -Oyz-  Iz-^f  -  {F,f- - 2  Ky z  +  Ez^)  {B,ß  -f  2 (iy z  +  Cz^)\ 

-  2[{Jy+rfz)  (fY-2A'yz  +  Ez^)  -  (Qy-Pz)  (Ry^ -Oyz- Cz^)\x 

+  [{'J>J  -  PzY  -  A  {Fy^  -2Kyz  +  Ez^)]  x^ 

-  2  [(Ol/  -  Pz)  {ßy^  -f  2  <?y z  +  Cz')  -  (Jy  +  //-)  (/?r  -Oyz-  Uz^j] 

+  2[A{Ry^-0yz-Uzn  -  (Oy-Pz)  (Jy  +  //z)]x 

+  [(Jy  +  Hzr  -  A  {By^  +  2  Gy  z  +  Ct^)]  =  0.  (18) 

Die  Meridianflächen  sind  also,  wie  die  AequatorialflilcheTi, 
von  der  vierten  Ordnung. 


■o' 


172.  Jede  diuxli  die  Axe  OX  gehende  gerade  Linie  schneidet  die  Fläche 
in  vier  Puncten,  von  welchen  zwei  auf  dieser  Axe  zusammenfallen.  Die 
Axe  ist  also  ein  Doppelstrahl  der  Meridianfläche.  Eine  beliebige 
Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve  vierter  Ordnimg,  die  auf  dem 
Doppelstrahl  dereelbeu  einen  Doppelpunct  hat.  Dieser  Pimct  rückt  unentUich 
weit,  wenn  die  schneidende  Ebene  dem  Doppelstrahl  parallel  wird.  Geht  die 
Ebene  durch  den  Doppelstrahl,  so  wird  dieser  auch  eine  Doppellinie  der 
Dm-chschnitts-CmTe.  Li  Folge  davon  reducü't  sich  diese  auf  die  zweite  Ord- 
nung, indem  sie  eine  Complex  -  Curve  wird. 


—     168     — 

§*. 

MeridianfläclieH,  umhüllt  von  Complex- Kegeln,  deren  Mittelpuncte  iu  gerader 

Linie  liegen. 

173.  Alle  Liuieu  eines  Coinplexes  des  zweiten  Grades,  welche  einer 
gegebenen  geraden  Linie  begegnen ,  lassen  sich  in  doppelter  Weise  zusammen- 
gruppiren;  einerseits  bilden  sie  die  Gresammtheit  der  Tangenten  unendlich 
vieler  Complex-Curven  zweiter  Classe,  deren  Ebenen  diu-ch  die  gerade  Linie 
gehen,  andererseits  die  Gresammtheit  der  Seiten  unendlich  \deler  Complex- 
Kegel  zweiter  Ordnung,  deren  Mittelpuncte  auf  der  gegebenen  geraden  Linie 
liegen.  Wir  können  hiernach  dieselben  Complex- Flächen,  welche  wir  iu  den 
beiden  vorhergehenden  Paragraphen  als  durch  Complex -Cm-ven  beseln-iebeu 
ansahen,  nunmehr  von  Complex -Kegeln  umhüllt  betrachten.  • 

In  Uebereinstimmuug  hiermit  lassen  sich  von  einem  beliebigen  Puncte 
einer  gegebenen  geraden  Linie  aus  in  jeder  durch  diese  Linie  gehenden  Eigene 
zwei  Tangenten  an  die  in  ihr  liegende  Complex -Curve  legen.  Diese  lieiden 
Linien  sind  Linien  des  Complexes  und  erzeugen,  wenn  die  Ebene  um  die 
gegebene  gerade  Linie  als  Axe  sich  dreht,  eine  Kegelfläche,  die  dem  Com- 
plexe  angehört,  die  den  angenommenen  Punct  zum  Mittelpuncte  hat  und  die 
der  betreffenden  Complexfläehe  umschrieben  ist.  So  entspricht  jedem  Puncte 
der  gegebenen  geraden  Linie  ein  Complex -Kegel,  der,  weil  er  von  jeder 
durch  seinen  Mittelpunct  gehenden  Ebene  in  zwei  geraden  Linien  geschnitten 
wird,  von  der  zweiten  Ordimng  ist.  Die  Curve,  in  welcher  ein  solcher  Kegel 
die  Complex-Fläche  berülirt,  ist  im  Allgemeinen  keine  ebene  Curve,  so  wie 
die  Tangential -Ebenen  der  Fläche  in  den  Puncten  einer  Complex -Cm-ve  im 
Allgemeinen  keine  Kegelfläche  umhüllen. 

174.  Wir  wollen  von  der  allgemeinen  Grleichung: 

A(a-xy         +  B{y-yy         +        C(z-zY 

+  D{yz-y'zy    +       E{xz-xz'Y       +    F{xy'-xyy- 

+  2G{y~y')  (r -z)  +  2 H{x - x)  {z  - z)  +  2J(x - x) {y -y) 

+  2K{xy-xy){xz-x-:)  +  2L{xy-xy){yz-yz)  +  2.¥(.t'-~-.rz')  {ijz'-rj'z) 

+  2]S(x-x){jjz-yz)  +  20{y-y){xz-x2:) 

+  2/>(.r-.r')  (xz-xz!)   -|-  2()(.r-.r')  (xy-xy) 

+  2/?(y-/)  {xy~xy)  +  25(y-/)  {yz'-y'z) 

^2T{z-z){yz-yz)    ^  2V(z-z:){x  z-xz)  =  ^,  (H) 
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welche  den  ('«nniili'x  zwi-iten  (inules  in  Striilili'n-('<Mjr<linat4'M  <lai-stellt,  aiis- 
geluMi.  Betrachtiii  wir  in  ilifst-r  (iltMchun<;  .»'.  //'.  :'  als  constant,  so  sU-llt 
dieselbe  eini-n  Kt'gel  zweiter  Onlnnng  dar,  wclclitT  ilun  li  alle  diejenigen 
Pinute  des  Hauini's  gi'ht,  deren  C<x>nlinatfn  .r,i/,:  dit- (dt'irlmng  l>errit'iligen. 
Dieser  Kegel  hat  den  Punet  (.«'.  t/'.  :')  zum  Mittel|iun(t  und  ist  der  geome- 
trische Ort   tilr  die  durch  denselben  gehenden   Linien  <les  ('(>m|)lexes. 

I>rr  Durchschnitt  dieses  Kegels  mit  einer  dei-  drei  ('(X»r<linaten- Ebenen 
l'Z.  \Z.  \  }'  ergibt  sich  unmittelbar,  wemi  wir  in  di  r  voi-stehemh'n  (ilei- 
chung  bezüglich  .r.  //.  ;  gleich  Null  setzen.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir. 
wenn  wir  nur  den  Durchsehnitt  mit  1' Z  berüeksichtigen ,  die  tulgeiide 
(jileichung: 

(jy -•  +  /,y -•  +  C-'^  +  -J^y.-'  +  -1 II  rz   T-  -1.1. r,j) 

- 2 {Cz  +  G7J  +  11. v  - (.V-  n , .,'//'  +  Px  =■•  - S,j  ^' -  Ty  z  +  l 'x  .-') : 

+  (C+  D>j^-  +  Kx^- - 2 }lx,j  - 2 T>j  +  ix) .- 

-2{By+Gz'  +  Jx  +  \x  z  -  0 .r  ^ - H x'y  +  Sy  z  +  Tz  ^■)y 

—  2  ( Dy  z  —  G  +  K'x'  *  —  L  x'y  —  Mx  z  —  0  x  +  Sy  —  Tz')y  z 

+  [B  +  Dz'^-  -\-  Fx'-^—2Lx'  z  —2Rx  +2Sz')y^  =  0.  (l'.l) 

Diese  Gleichung  i.st  derjenigen  analog,  welche  wir  Nr.  162.  aus  der 
Gleichimg  des  Complexes  in  Axeu-Coordinateu  aligeleitet  hal)en,  um  die  l'io- 
jection  der  in  der  Ebene  (/',  «'.  v,  w)  liegenden  Complex-Curve  auf  die  Coor- 
dinaten -Ebene  l'Z  darzustellen.  Um  die  neue  Gleichung  aus  der  früheren  (1) 
direct  abzuleiten,  haben  wir  in  dieser  nur  w  und  w  gleich  1  zu  setzen  und 
dann  nach  den  Yertauschimgsregeln  der  153.  Nuuuner  zu  verfahren. 

175.  Die  Gleichung  (10)  stellt  in  der  Coordinaten- Ebene  FZ  eine  Curve 
zweiter  Ordnung  dar,  den  Ort  der  Durchschnittspuncte  aller  Linien  des  Com- 
plexes ,  welche  dmxh  den  gegebenen  Punct  {x,  //',  z)  gehen ,  mit  dieser  Ebene. 
Der  Kegel  ist  damit  vollkommen  bestimmt. 

Wenn  wir  in  dieser  Gleichung  neben  y  und  r  auch  x',  y ,  z'  als  ver- 
änderlich betrachten  und  als  die  Coorcünaten  des  Mittelpuuctes  eines  Complex- 
Kegels  ansehen,  so  können  wir  sagen,  dass  die  vorstehende  Gleichung 
(19)  den  Inbegriff  aller  Complex-Kegel  uml  demnach  auch  den 
Complex  selbst  darstelle. 

Wir  wollen  den  Punct  {x',  y,  z)  auf  einer  geraden  Linie  fortrücken 
lassen.  Alsdann  umhüllen  die  bezüglichen  Complex-Kegel  eine  Complex-Fläche. 
Nehmen  wii-  für  diese  gerade  Linie  insl^esondere  die  Coordinaten  -  Axe  OX, 
so  ist  die  umhüllte  Fläche  dieselbe  Meridianfläche,  die  wir  im  vorigen  Para- 

Piückcr,  Geometrie.  z2 
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gi-aplien  als  den  geometrischen  Ort  solcher  Complex-Curveu,  deren  Ebenen 
in  derselben  Axe  sich  schneiden,  bestimmt  haben. 

176.    Indem  wir,  der  gemachten  Voraussetzung  entsprechend,  ij    und  z 
gleich  Null  setzen,   geht  die  letzte  Gleichung  in  die  folgende  über: 

(Fx  -'  —  2  Ä  X  -^B)if-  —  2  {Kx  2  —  0 x  —  G)ij  z  +  {Ex  ^  +  2  Vx  +  6')  z^ 

+  2  {(Jx  —J)xy  —  2  {Px  +  //)  x'z  +  Ax^  =  0.  (20) 

Diese  Grleichung  stellt  also,  wenn  wir  neben  y  und  z  auch  x'  als  veränder- 
lich betrachten,  den  InbegTÜf  aUer  Kegelflächen  des  Complexes  dar,  deren 
Mittel puncte  auf  der  Axe  OX  liegen,  und  ist  daher,  in  dem  oben  festgestell- 
ten Sinne,  als  die  Gleichung  der  von  ihnen  umhüUten  Complex -  Fläche  an- 
zusehen. Die  Gleichung  gibt  in  Punct  -  Coordinaten  die  Basis  einer  solchen 
Kegelfläche  in  Y  Z,  nachdem  der  Mittel  punct  derselben  dm-ch  x  bestimmt 
worden  ist.  Jede  gerade  Linie,  welche  diesen  Punct  mit  einem  Puncte  der 
Basis  verbindet,  ist  eine  Seite  des  Kegels. 

Wir  können  die  Tangential  -  Ebenen  des  Kegels  direct  construiren  imd 
zwar  dadurch,  dass  wir  diu-ch  seinen  Mittel  punct  und  die  Tangenten  der 
Basis  in  Y Z  Ebenen  legen.  Eine  Coordinate  einer  solchen  Tangential- 
Ebene  ist: 


JL  —  _  J_ 

IV  x  ' 

wonach  wir  die  letzte  Gleichung  unter  der  folgenden  Form  schreiben  können: 
{Fw^+2R(7v+BC^)if  —  2{Kw--ArOtrv  —  GV')yz  +  {Ew^ —  2V  livAr  Ct^)z^ 
+  2{Qw  +  Jt)wy  —  2  {Prv  — 11  f)  wz  +  Aw^  =  0.  (21) 

Die  vorstehende  Gleichung  stellt  in  gemischten  Punct-  und  Ebenen-Coordina- 
ten  die  Meridianfläche  dar. 

177.    Es  sind  die  Tangential  -  Ebenen  der  Umhüllungskegel  zugleich  Tan- 
gential-Ebenen  der  umhüllten   Complex- Fläche.      Durch  die  Annahme   von 

— ,  der  einen  Coordinate  einer  solchen  Ebene,  ist  der  Mittelpunct  des  ent- 
sprechenden Umhüllungskegels  bestimmt.  Die  beiden  anderen  Coordinaten 
einer  solchen  Tangential  -  Ebene  sind,  weil  diese  Ebene  durch  eine  Tangente 
der  Basis  des  Kegels  in  YZ  geht,  identisch  mit  den  beiden  Coordinaten  die- 
ser Tangente  in  ihrer  Ebene.    Führen  wir  also  statt  der  beiden  Punct-Coor- 

dinaten  y  und  z  in  die  letzte   Gleichung    die  Linien -Coordinaten  —  imd  — 

ein,  wonach  diese  Gleichung  unter  Anwendung  der  Trausformationsformehi 
(Nr.  165.  Note)  nach  Division  durch  w'  in  die  folgende  übergeht: 


171 

[{Afp-  +  nur  —  f^t-y  —  (AV  -|-  '/{f/p  +  ///-)  ( Kw  —  2  t'f/t<  +  Cn)\ 
-  •_>[(/';/•-    ///)(/•>•• +  2 Ä/Ä'+Ä/«)  —  (Of  +  Jf){A'fr'  +  (>ftP  —  f;/»)]p 
+  [iV'f  +  Jf)-  —  ./(AV-f  2/?/«'+  ///»)]/•- 

+  •2[{Ofr  +  Jf){/:fP'  —  2l'fH>  +  Cr)  —  (/'/r       //f){Aw-  +  Onr       ^7')]// 

—  ilHA'w^  +  Ofw  —  f.'/*)  —  {(Jw  +  Jt)  {l'ip-    ///)]„,• 

+  [{p/r  —  ///)-  —    UK/t'^—  2  /■///•  +  r/-)]  //-•  =  0,  (•_'•„>) 

sn  stellt  diese  Cileicluiii^'  in  l'hi  ii-('(H)nl  iiKitcn  dieselbe  .Meridiuii- 
flftehe  dar,  welche  wir  im  vori;4en  Piir;i<nitplit*n  durch  die  (ilejchuiif^  (IH) 
in  l'unct-Coordinaten  darfiestellt  haben. 

Die  Merid  iiiiitliKln'n  siiul  sowohl  Flilchen  der  vierten  Ord- 
nung als  Flilchen  der  vierten  Classe. 

17S.  Um  die  Polar-Ebene  der  Axe  0.\  in  Heziehung  auf  eine  beliebige 
der  KegelÜikhen  zu  erhalten,  deren  Mittelpuncte  auf  dieser  Axe  liegen, 
brauchen  wir  bloss  durch  den  Jedesmaligen  Mittelpuuct  derselben  und  die 
Polare  des  Anfangspunctes  der  Coordinaten  in  Bezug  auf  dir  l»iirchschnitts- 
Curve  in  FZ  eine  Ebene  zu  legen.  Nehmen  wir,  nachdem  .i'  angenommen 
worden  ist,  die  Gleichung  (20)  filr  die  Oleichung  dieser  Durchschnilts-Curve, 
so  erhalten  wir  ])ekaniitlirh  U\v  die  fragliche  Polare,  nach  llinweglassung 
des  gemeinschaftlichen  Factors  .r'.  die  Uleichuug: 

(O.r'—J),/  _  (P.v'+fl)z  +  Ax   =  0. 
Danach  wird  die  Gleicliung  der  Polarebene: 

_  Ax  +  {Qx-J)ij  -  (Px-  +  H).z  +  Ax   =  0.  (23) 

Diese  Gleichung  wird  insbesondere,  unabhängig  von  x',  befriedigt,  wenn  gleich- 
zeitig : 

./.(■  +  ///  +  //;  =  0, 

ih/  —  Pz  +  A    =  0. 

Also  schneiden  sich  die  Polarebenen  der  Coordinaten -Axe  OX  in  Beziehung 

auf  alle  Complex- Kegel,   deren  Mittelpuncte  auf  OX  liegen,    in   derselben 

geraden  Linie,  die  durch  die  letzten  beiden  Gleichungen  dargestellt  wird. 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  aber  dieselben,  welche  wii-  früher  (Nr.  170.) 
tür  die  Polare  der  Meridianfläche  erhalten  haben. 

Die  Polare  einer  Meridianfläche  steht   also  zu  derselben  in 

der  doppelten  Beziehung,    dass  sie  einerseits   der  geometrische 

Ort  ist  für  die  Pole  des  Doppelstrahles   der  Fläche  in  Beziehung 

auf  alle    Meridian-Curven,    und   dass    sie    andererseits    umhüllt 

22* 
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wird  von  den  Polarebeuen  derselben  geraden  Linie  in  Bezieluing 
auf  alle  umhüllenden  Complex- Kegel. 

179.  Durch  jede  die  Axe  OA'  sehneidende  gerade  Linie  lassen  sich  au 
die  Complex-Fläche  vier  Tangeutial-Ebenen  legen,  von  welchen  zwei  dui-ch 
diese  Axe  gehen.  Diese  Axe  ist  also  eine  Doppelaxe  der  Meridian- 
flache. Von  einem  beliebigen  Punete  aus  lässt  sich  an  die  Fläche  ein  Kegel 
vierter  Classe  legen,  der  eine  diu-ch  OA'  gehende  Doppelebene  hat.  Wemi 
insbesondere  der  Punct  auf  der  Doppelaxe  der  Complex-Fläche  angenommen 
VFird,  so  wird  dieselbe  auch  eine  Doppellinie  des  Berüln-ungskegels  vierter 
Classe,  das  heisst  eine  dm-ch  den  Mittelpunct  desselben  gehende  gerade  Linie, 
welche  von  unendlich  vielen  Tangential-Ebenen  mnhüUt  wird.  Dadurch  redu- 
cirt  sich  der  Kegel  auf  die  zweite  Classe,  indem  er  ein Compl ex-Kegel  wird. 

Wenn  wir  die  in  diesem  und  dem  vorhergehenden  Paragraphen  erhalte- 
nen Resultate  in  Verbindung  bringen,  so  gelangen  wir  zu  der  Folgerung, 
dass  die  Coordinaten  -  Axe  OA'  zugleich  ein  Doppelstrahl  und  eine  Doppelaxe 
derselben  Meridiantiäche  ist.  Wir  können  also  von  der  Doppellinie 
der  Meridianfläche  sprechen  und  dieselbe  einmal  als  Doppel- 
strahl, das  andere  Mal  als  Doppelaxe  auffassen. 


§5. 

Aequatorialfläclien .  von  Cylinderfläclien  des  Complexes  umhüllt,  deren  Seiten  einer 

festen  Ebene  parallel  sind. 

180.  In  die  Reihe  der  Complex -Kegel,  welche  eine  Meridianfläche  um- 
hüllen ,  gehört  ein  Cylinder-,  dessen  Mittelpunct  auf  der  Doppellinie  derselben 
unendlich  weit  liegt.  Es  gibt  unendlich  viele  solcher  Cylinderflächen.  Jeder 
gegebenen  Richtung  sind  die  Seiten  eines  solchen  Cylinders  so  wie  die  Axe 
desselben  parallel.  Es  ist  augenscheinlich,  dass  nicht  irgend  zwei  Cylinder 
eine  gemeinsame  Seite  haben,  dass  alle  Seiten  aller  Cylinder  den  Inbegriff 
aller  Linien  des  Complexes  bilden.  Wir  können  die  Cylinder  zu  Gruppen 
von  je  unendlich  vielen  zusammennehmen,  deren  Axen  einer  gegebeneu  Ebene 
parallel  sind.  Dann  umhüllen  solche  Cyhnder  eine  Fläche.  Zxu-  leichtern 
U  ebersieht  eines  Complexes  können  wir  also  auch  die  unendlich  vielen  (oo») 
Linien  desselben  zu  unendlich  vielen  {x>~)  Gruppen  verbinden,  deren  jede  aus 
den  Seiten  eines  Cylindei's  besteht,  und  wiederum  statt  der  unendlich  vielen 
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(^-)  CylindtT  unt'mllii  h  vieK-  (<x)  Flilrlit'ii,  iliifii  \v<k-  \un  uiU'iullirli  vielen 
(oo)  solchen  t'yliiideni  iiiiihallt   \vir<l,  einl'nlnvii. 

niejenij^t'  FlAelie,  welche  von  den  unendlirh  vielen  (.'oinplex-Cylindern 
uinliilllt  wird,  deren  Axen  einer  <;e«iel)enen  I']lteiie  parallel  sind,  ist  keine 
andere,  als  diejeiiij,'e  AequaturialHilehe,  die  von  Cniiiplex-Curven  in  Klienen, 
welche  der  ge<?ei)enen  parallel  sind,  gehildet  wird.  l)ie  Ae<|uatonalfl;lrlie  ist 
als  eine  der  vorhin  betrachteten  Coniplex-Flilclieu  an/.usehen,  iliiin  1)i»|.|hI- 
linie  nnemllich  weit  liegt  nnd  deren   l'idare  iln-  1  »nrclnnesser  ist. 

IX 1.  Um  durch  eine  einzige  (ileichung  den  Inbegi-iff  aller  Coniplex - Cy- 
liiuler  daiv.nstellen ,  brauchen  wir  bloss  in  der  Gleichung  (IK)  des  vorigen 
Paragi'ai>hen  .»',  //'.  :'  unendlich  gi-oss  zu  nehmen.  Dann  erhalten  wir  di<,' 
folgende,   in  Bezielnmg  auf  diese  Grössen  honiugene  »ileichung; 

[Fj:'^-—2Ly:'+/)z'']!/'—2[A\i''-—Lxy—Mxz'+Df/'zy:  +  [ßy^—2}iyi/'^ 
+  2[0y^+Iix'i/'-Nx':'-Sff':'~rz'qf/-2  [py^-(N-0).vi/'-S!/'^+  Uyz'+  7yz']z 
+  [// .v-  +  2 J.i'f/'  +  ßi/'-  +  2 11. V  z  +  2 Cj  z  +  €z' ^'1  =  ( ».  (24) 

Wenn  wir,  unter  Annahme  rechtwinkliger  Coordinaten-Axen,  die  Winkel, 
welche  die  jedesmalige  Richtung  der  Axe  des  Cylinders  mit  den  ckei  Coordi- 
naten-Axen bildet,  durch  «,  /i,  y  bezeichnen,  so  ist: 

.»•' :  tj  :  z'  =  cos  «  :  cos  /3 :  cos  y ; 
\vii*  können  demnach  cos  «,  cos  ß,  cos  y  an  die  Stelle  von  .)',  //',  z  in  die 
letzte  Gleichung  einfüliren.  Nachdem  diese  drei  Cosimis  bestimmt  worden 
sind,  stellt  dann  die  vorstehende  Gleichung  diejenige  Cui-ve  zweiter  Ordmmg 
dar,  in  welcher  der  bezügliche  Cylinder  die  Coordinaten- Ebene  l'Z  schneidet. 
AYenn  wir  die  drei  Cosinus  cos  «,  cos  ß,  cos  ;',  zwischen  welchen  die  be- 
kannte Relation  besteht: 

cos-  «  +  cos'^  ß  -\-  CO?,'-  y  =  1 , 
ebenfalls  als  veränderlich  ansehen,   so  können   wir  dieselbe  Gleichung 
(24),  welche  jetzt  die  folgende  Form  angenommen  hat: 

[F  cos^  K  —  2  Z  cos  «  cos  y  —  D  cos-  y]  iß 

—  2  \K  cos-  a  —  Z  cos  «  cos  ß  —  vFcos  «  cos  p'  +  /?  cos  ß  cos  y'\yz 

+  \E  cos-  «  —  2  M  cos  «  cos  /3  -f  />  cos-  /3]  2^ 

+  2  [(>  cos-  «  +  Ä  cos  u  cos  ß  —  A' cos  «  cos  p'  —  ^S'  cos  /3  cos  7  —  T  cos-  y\y 

—  2\P cos-  «  —  (y — O)  cos  «  cos ß  —  S cos-  ß-\-U cos  a  cos  y  —  T cos  ß  cos  y'\ z 

-f  [Jcos- « + 2/cos  «  cos  ß + ^cosä  ß  -f  2/rcos  a  cos  y + 2  fi'cos  /3  cos  7-1-  Ccos-  p']  ==  0,  (25) 

auch  als  die  Gleichung  des  Complexes  selbst  ansehen.    In  ihr  kom- 
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men  sämmtliclie  Coustante    der    allgemeinen   Complex  -  Gleichung    vor.      Die 

hier  auftretenden  Grössen: 

cos  ß              cos  y 
II    ~  — —  ~ 

•'  '    '  '  cos  a  '  COS  a 

vertreten  bei  dieser  Darstellung  des  Complexes  die  Veränderlichen  r,  s,  q,  g 
der  Gleichung  (I)  oder />,  q,  «,  %  der  Gleichung  (III). 

182.  Setzen  wh*  voraus,  dass  die  Axen  aller  Cylinder  einer  gegebenen 
Ebene,  für  welche  wü-  die  Ebene  XZ  nehmen  vpoUen,  pai'allel  sind,  so  ver- 
schwindet y  gegen  x  imd  z\  oder  cos  a  wird  gleich  Null.  Die  vorstehende 
allgemeine  Gleichung  (24)  geht  alsdann  in  die  folgende  über: 

\Fx'-^  —  2 Z x  z'  +  D z'^] if-  —  2 [Kx  —  Mz] x  -yz^  Ex'-^  ■  z"- 
+  2  \Q x^—Nxz:—Tz'i\y~  2  [Px'+  Uz:] x' ■  z  +  [J.r'^'+ 2 Ha'z'+Cz^  =  0.  (26) 

Zum  Behuf  der  üebereinstimmung  mit  den  Entwickelungen  des  zweiten 
Paragraphen  wollen  wir,  unter  Berücksichtigung  der  Vertauschungsregeln 
des  ersten  Paragi'aphen ,  die  beiden  Axen  OX  und  OV  mit  einander  ver- 
tauschen.    Dann  finden  wir: 

[Fy'-^  —  2 Ky  z  +  Ez'^] r'  —  2 [Ly  —  Mz] y  ■  xz  + Dy'-' ■  z^ 
-  2\Ry'^-0y'z'-Uz^x  +  2[Sy' +Tx\y' -z +  [By-^+2Gy' z'+Cz'^]  =  0.  (27) 
Diese  Gleichung  stellt  den  InbegTiff  der  Cylinder  dar,  deren  Axen  der  Ebene 
VZ  parallel   sind,    oder,    was    dasselbe   helsst,    die   Aequatorialflflche, 
welche  von  diesen  Cylindern  umhüllt  wird. 

Die  letzte  Gleichung  geht,    wenn  wh-  dm*ch  z'^   dividiren  und  nach   der 

Division: 

u  cos  et         , 

^  =  =  tang  y 

Z  COS  y  "  ' 

setzen,  in  die  folgende  über: 

[/'tangäy— 2A'taug^+  Ä'].i-  — 2[Z  tang^  —  M]  tang;^  •  .rr  +  />tang-/  •  z- 
—  2[R  tang-  y—0  tang  y  ~  U]  x  +  2  [5'  tang ;'  +  -'']  tang ;'  ■  z 

+  [B  tang=  y  +  '2G  tang  y -^  C]  =  0.  (28) 

Wir  wollen  scliliesshch ,  statt  der  bisher  betrachteten  Durchschnittscurve 
mit  XZ,  die  Durchschnitts-Ciurve  des  Cylinders  mit  derjenigen  Ebene  bestim- 
men, welche  auf  der  Axe  des  Cylinders  senkrecht  steht.  Zu  diesem  Ende 
vertauschen  wir  in  der  vorstehenden  Gleichung,  während  .r  migeändert  bleibt, 
z  mit  z-cosy.  Dann  kommt,  wenn  wir  mit  cos-;'  midtipliciren : 
{Fsm- y  —  2 K smy  tOBy  -\-  E cos- ylx"-  —  2  [Z sin y  —  Mco?, y] sin y  ■  xz-\-  D sin^ yz^ 
—  2[R  sin- ;^  —  ö sin ;'  cos y  —  Z/cos^ y] x  +  2 [^S'sin  ;'  +  /"cos ;']  sin 7  •  z 

+  [B  sinä ;/  +  2  C  sin  ;'  cos  y  +  C  cos'^ ;']  =  0.  (29) 
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is;{.  Um  die  (iK'icIiiiiiji  ilcr  Ac«|Uiit<iriiiltli\rli)-  in  IM;m-('(K)nliniilfii  zu 
erhalten,  t'alnvn  wir  zuiuldist  in  ilie  (iU-ichun«,'  (28)  vermittelst  der  (ileiclning: 

den  l^uotienten   der  liridi-n  < '(Mirdinali-n         >nid  ciiirr    Tiin"i'ntial- Kliene 

ir  ir 

des  t'ylindei-s  ein,  die  lUicli  eine  Tiin;,'entiiil- lllu-ne  «ler  Aefiuatoriaitlilfhe  ist. 
Die  Cileiehung  {2X)  verwandelt  sich  hiernach  in  die  tnl;^rende,  wenn  wir  zu- 
gleich mit  «-  multiplieiren: 

[/■'/•-■ -i-  ^A'ur  +  Eit^-]^^  —  2[/;j'-f -Vw]/'  ■.>■:+  /h-  ■  z' 
—  2[I{v-  +  0iii>—  ru-].r  +  2{Sv—Tu)i'-:  +  [B v' —  2 f.' i/ v  +  C if']  =  0.    (30) 

Die  Gleichung  (28)  stellt  tiir  einen  gegebenen  Werth  von  j'  die  Dunh- 
schnittscui-ve  des  bezilglicheii  Cylindei-s  mit  der  Coordinaten- Ebene  .\  Z  in 
Pimct-Coordinateu  .r  und  .-  dar.     Wir  wollen,  statt  dieser  Coordinaten,  die 

Coordinaten  der  Tanirenteii  der  Curve  einführen  und  liir  dieselben    -  und 

u  u 

nehmen.  Diese  beiden  Coordinaten  iler  Tangente  an  lüc  Duivhschnittscui-ve 
sind  aber  zugleich  zwei  Coordinaten  der  Tangential -Ebene  des  Cylinders  und 

der  Aequatorialflilche,  deren  dritte  Coordinate  —  ist.  Auf  diese  Weise  fin- 
den wir  für  die  Gleichung  der  Aequatorialflilche  in  Plan-Coordi- 
naten,  nach  Division  durch  v-: 

[(L  V  -f-  Mii)-  —  D (Fv^-  +  2  Kuv  +  Eif^]  w-' 

4-  2  [(Sv  —  Tu)  {Fr'  +  2  A'uv  +  Eu^)  —  {Lv-\-  Mu)  {Rv^  +  Ou  v  —  Uu^)  w 

-\-  [{R v-i-{-Ouv—  Uit^y  —  (Fv'  +  2 Au v -f  EW')  [Bv'  —  2 (i w y -f-  C'«^j] 
—  2 [/? (/? V-  -\-Ohv—  Uu^)  —  {Lv  +  Mu)  (Sv  —  Tu)] I w 

—  2{{Lv^Mu)  {Bv^  —  2Guv  +  Cu^)  —  (Sv  —  Tu)  (Rv'  +  Ouv—  Uu-)]( 

-f  [(Sv  —  TuY  —  I)(Bv-i  —  2Guv  +  Cie^)] (■'  =  ().  (31) 

Die  Aequatorialflächen  sind  also,  v^ie  die  Meridianflilchen, 
zugleich  von  der  vierten  Ordnung  und  der  vierten  Classe.  Die  in 
FZ  imendlich  weit  liegende  Doppelaxe  der  Fläche  ist  in  der  vorstehenden 
Gleichung  dadm-ch  angezeigt,  dass  u  und  v  in  keiner  niederen  Potenz  vor- 
kommen, als  der  zweiten.  Die  unendlich  weit  liegende  Doppelaxe  der  Aequa- 
torialfläche  ist  nach  dem  zweiten  Paragi-aphen  zugleich  ein  Doppelsti-alil  der- 
selben. Wir  können  also  sagen,  dass  die  Aequatorialflächen  eine  imendlich 
weit  liegende  Doppellinie  hal)en. 

184.    Die  Polarebene  der  in  VZ  unendlich   weit   liegenden   Doppellinie 
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in  Beziehimg  auf  einen  beliebigen  Complex-Cylinder,  der  die  Ebene  TZ  nach 
der  Curve  (28)  schneidet,  geht  durch  denjenigen  Durchmesser  der  Dm-ch- 
schnittscm-ve ,  welche  der  Eichtimg  der  Coordinaten  -  Axe  OZ  zugeordnet  ist. 
Für  die  Gleichung  dieses  Durchmessers  erhalten  wir,  indem  wir  die  Glei- 
chimg  (28)  nach  z  differentiiren : 

—  (Z  tang  '^~M)x  ^  D  taug  y  z  +  {ß  taug  j/  +  7")  =  0 
und  hieraus  für  die  Gleichung  der  Polarebene: 

—  (Z  tang  y  —  M)  x  —  Dy  +  D  tang  yz  +  {S  tang  y  -\-  T)  =  0. 
Diese  Gleichung  wird  insbesondere,  unabhängig  von  tang;',  befriedigt,  wenn 
zugleich : 

Dz  —  Lx  +  6'  =  0, 
Dy  —  Mx  —  7'  =  0. 
Also  schneiden  sich  die   Polarebenen  der  in   YZ  unendlich    weit  liegenden 
geraden  Linie  in  Beziehung  aixf  alle  Complex-Cylinder,    deren  Axen  dieser 
Ebene  parallel  sind,  in  einer  festen  geraden  Linie,  die  durch  die  vorstehen- 
den beiden  Gleiclumgen  dargestellt  wird. 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  aber  dieselben,  welche  wir-  frülier  (Nr.  164.) 
zur  Bestimmung  des  Durchmessers  der  Aequatorialfläche  erhalten  haben. 

Der  Durchmesser  einer  Aequatorialfläche  steht  also  zu  der- 
selben in  der  doppelten  Beziehung,  dass  er  einmal  der  geome- 
trische Ort  ist  für  die  Mittelpuncte  der  Breiten-Curven,  welche 
die  Fläche  erzeugen,  andererseits  dass  er  umhüllt  wird  von  den 
Polarebenen  derjenigen  geraden  Linie,  welche  in  den  Ebenen 
der  Breiten-Curven  unendlich  weit  liegt,  in  Beziehung  auf  die 
II mhü  11  enden  Complex-Cylinder. 

185.  Die  folgenden  drei  Gleichungen  stellen  in  Y Z,  XZ,  A'Y  die  Basen 
derjenigen  drei  Complex-Cylinder  dar,  deren  Axen  bezüglich  den  drei  Coor- 
dinaten-Axen  OA',  OY,  OZ  parallel  sind: 

Fy'  —  2Iiyz  +  Ez"-  +  2Qy  —  2Pz  +  J  =  0,  ~ 
Fx-^  —  2Z.1-  +  ßz^  +  2Sz  —  2Rx  -^B  =  0,    i  (32) 

Ex^-  —  -IMxy  +  Dy^  +  2  Vx  —  2Ty  +  C==Q. 
Die  zweite  dieser  Gleichungen  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (30), 
wenn  wii-  in  dieser  Gleichmig  U  gleich  Null  setzen,   und  dann  ergeben  sich 
nach  den  Vertauschuu2,sres;eln  der  155.  Nummer  die  beiden  übrigen. 


Analytische  Bestimmung  der  Doppelpuncte  und  Doppelebenen  der  Complex- Flächen. 
iMi.    Ks  sei 

«•ine  homogene  Gleiehuiig  zweiten  Cinule.s  zwischen  den  Venlnilerliehen  r,  /i,  ;-. 
Dann  erhalten  wir  die  folgende  algebraische  Zerlegung: 

(li'icr  +  '2öaß  +  cß-  +  2(/ay  +  '2rßy  +  /'y-) 

-  [tf  « + (/> + ^Vy-'  — V/7-)  /J + {(l+Y'd^^af)  y\  ■  [a  u + (/y  —Vi^—ar)  ß  +  {d—Vä^^^f)  y] 

—  ^[(/y^/  — «<■)  —  V{lj'*~^'nc)Vld^—a/)\ßy 


—  2[(hd~ac)  +  /(Ä^^Tf  y  /(rf-  —  «f)]  ß  /'. 
AVt'im  also 


(////  —  «<■)  —  K(/yS  — fff)  ?/(//-•  —  ffß  =  0,  (?,.",) 

so  löst  sicli  die  gegebene  Gleichung  zweiten  Grades   in   die  folgenden  Leiden 
Gleichunt'en  ersten  (irades  auf: 


ff«  +  {ff  +  Vl>-  —  ac)ß  +  {d  +  Vdi  —  a/)y  =  o, 


ff«  +  {h—yb^  —  ac)ß  +  {d  —  Vd'  —  af)y  =  0, 
wenn 


(34) 


(30) 


(/y^/—  ac)  +  /(/>-'  —  «r)  /(rf-'  —  ff/)  =  0 ,  (35) 

in  die  folgeiulcii   liridcii: 

ff«  +  (/y  +  ^Ä^'  — «f)/3  +  (d—Vd'  —  af)y  =  0,     ] 
ff  «  +  (/y  —  Vlß  —  ar)  ß  +  (^/  +  V  d^  —  af)  y  =  0.     \ 
Die  beiden  Bedingungs-Gleichungen  (33)  und  (35)  können  wir  in  die  folgende 
zusammenfassen : 

( /y //  —  ff cY  —  (//-'  —  ff c)  (d-  —  df)  =  0.  (3 7) 

Wird  also  diese  Bedingimgs- Gleichung  beft-iedigt,   so  löst  sich   die  gegebene 
Gleichung  zweiten  Grades  in  zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades  auf. 

In  den  Gleichungsforaien  (34)  und  (3G)  treten  zwei  der  Veränderlichen, 
ß  und  y,  in  gleicher,  die  dritte  «  tritt  in  ausgezeichneter  Weise  auf.  Wir 
erhalten  also,  und  zwar  durch  blosse  Buchstaben-Vertauschung ,  neben  der 
vorstehenden  Zerleginig  noch  zwei  ganz  analoge.  Dem  entsijrechund  können 
\\Ti-  die  Bedingungs-Gleichung  (37)  auch  unter  der  folgenden  Forai  sclu-eiben: 

IMücker,  Geometrie.  Zo 
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{hc-cdr  -  {Iß  -  ac)  (fi  -cf)  =  0,     •> 

{(Ic-fby  -~{d^-af){c-^--cf)  =  0.     I  ^     -^ 

Endlich  gehen    die  drei  vorstehenden ,    nuter    sich    identischen   Gleichungen 
wenn  wir  entwickeln,  in  die  folgende  über: 

acf—  ac-^  —  cd'  —  f¥  +  2h(le  =  0.  (39) 

Die  drei  Gleichungsformen  (37)  und  (38)  zeigen,  dass,  im  Falle  die  Zer- 
legung stattfindet,  die  drei  Ausdrücke: 

{Iß-ar),  {d'-af),  U-'-r/') 

Werthe  von  gleichem  Zeichen  haben.  Sind  diese  Zeichen  positiv,  so  ist  die 
Zerlegung  eine  reelle,  sind  sie  negativ,  eine  imaginäre.  Verschwinden  gleich- 
zeitig zwei  der  drei  Ausdrücke,  was  in  Folge  der  Bedingungs-Cxleichungen  (37) 
xind  (38)  das  Verschwinden  des  dritten  nach  sich  zieht,  so  werden  die  bei- 
den Gleichiuagen ,  in  welche  die  gegebene  sich  auflöst,  imter  sich  identisch. 
Zugleich  hat  man: 

[hd-^ae)  =  0,  {be  —  cd)  =  0,  [dc  —  fb]  =  0. 

Die  gegebene  homogene  Gleichung  zweiten  Grades  löst  sich  in  die  bei- 
den Gleichungen  ersten  Grades  (34)  oder  in  die  beiden  Gleichungen  (36)  auf,, 
je  nachdem  die  Bedingungs-Gleichung  (33)  oder  die  Bedingungs-Gleichimg  (35) 
befriedigt  wird.  Diesem  entspricht,  dass,  im  Falle  einer  reellen  Zerlegung, 
der  Ausdruck  {b  d  —  a  e)  einmal  i^ositiv ,  das  andere  Mal  negativ  ist ,  umge- 
kehrt, dass,  im  Falle  einer  imaginären  Zerlegung,  derselbe  Ausdruck  einmal 
negativ,  das  andere  Mal  positiv  ist.  Es  kommt  dies  darauf  hinaus,  dass  die 
Zerlegimg  (34)  oder  die  Zerlegung  (3G)  stattfindet,  je  nachdem  der  Ausdruck 
(bd — fic)  mit  einem  der  drei  Ausdiälcke 

(b-^-ac),  (d'-af),  (e'-rf), 

und  also  mit  allen,  im  Zeichen  übereinstimmt  oder  nicht. 

An  die  vorstehenden  Gleichungen  (37)  und  (38)  knüpfen  sich  noch  einige 
Transformationen,  welche  in  dem  Folgenden  ihre  umuittelbare  Anwendi;ng 
finden. 

Die  Gleichung  (37)  gibt: 


hd  —  ae  b-  —  ac   _.    yb"^  —  ac 

rf-  -  «/■  ""  bd-ae   ~  ±  fW^Jf  '  ^     ' 

Hierbei  ist  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen,  je  nachdem  die 
Zerlegung  (34)  oder  die  Zerlegung  (3G)  stattfindet. 

Ferner  geben  die  Gleichungen  (38): 


IT'.i 

be  —  cd  {  b'  —  ac 

de  -Tb  ■"  ±  j/rf--'  -    „/  "  "  " 

woln'i  die  Zeülu'u  .Kt  Aiisilrrtcke  {Ite  —  cd)  tiinl  (de—fU)  wnmittellmr  ilus 
iloppelto  Vorzi'itiK'ii  liest iiimu'u.  Wenn  nherliiuipt  eine  Zcrlenun;^  der  p'- 
j^ebenen  Funttion  zweiten  (inides  in  zwei  lineare  i-'actoren  niü;,'li(li  ist,  was 
duivh  die  Bediiij^'ungs-lileieliiuig  (o!»)  ausge-sproehen  wird,  so  erhalten  wir: 

(hd  —  ac)  {he  —  cd\  (,le  —  fb\   =    —  {h*  —  ar)  {fl-  —  af)  {(■'■  — r/). 
Es  folgt  hieraus,  dass  wir  in  der  lileiehung  (41)  das  obere  oder  nntere  Vor- 
zeiehen  zu  nehmen  haben,  jeuaehdeni  die  Zerlegung  (H(j)  oder  dir  Zerlegung 
(34)  stattfindet. 

IST.  Coniplex-Flilehen  in  ihrer  allgemeinsten  Bestimmung,  w^elelif  wii- 
uuch  MeridianHiulien  genannt  haben,  sind  solche  Fh'Vehen,  die  einei-seits  durch 
eine  verilnderliche  Complex-Curve,  deren  El)ene  sich  um  eine  feste  in  ihr 
liegende  gerade  Linie  dreht,  erzeugt,  andererseits  durch  Complex- Kegel, 
deren  Mittelpunct  auf  derselben  geraden  Linie  foi-trflckt,  umlnillt  werden. 
An  die  erste  Erzeugung  der  Flilche  anlcnüpfend,  haben  wir  zur  analytischen 
Bestimmung  der  FliUhe  die  Gleichung  (15)  erhalten.  Setzen  wir,  der  K'üi/.e 
wegen : 

( /•'  sin-  cf  —  2  h  sin  cf  cos  (p-\-  E  cos-  (p)  ^  a, 
(R  sin-  ff  —  0  sin  (f>  cos  qp  —  6' cos-  9)  hs  ^, 
{ß  sin-  (p -\- '2  G  sin  rp  cos  (p  -\-  C cos-  (p)  ~  r, 

—  (0  sin  (jp  —  Pcos  <p)       '/, 

—  {J  sin  rp  +  //cos  ff)  ^   r, 

so  können  wir  die  Gleichung  in  der  folgenden  Weise  schreiben: 

aw'  +  20/w  +  cl'  +  2dvrv  +  2cfv  -f  fv'-  =  0.  (42) 

Es  Lst  hierbei  O.V  für  die  feste  gerade  Linie,  w^elche  Doppellinie  der  Flilche 
wird,  genommen  und  (p  ist  der  Winkel,  den  die  jedesmalige  ]\Ieridianebene 
mit  einer  festen  Ebene,  der  Coordinaten- Ebene  A'Z,  bildet.  Wenn  wir 
in  der  jedesmaligen  Meridianebene  den  Durchschnitt  derselben  mit  VZ  als 
Axe  OZ  nehmen  luid  dieselbe  als  OZ'  bezeichnen  und  die  Doppellinic  der 
Flilche  als  Axe  OX  beibehalten,  so  stellt  die  letzte  Gleichung  die  bezüg- 
liche Complex  -  Curve  in  ihrer  eigenen  Ebene  in  gewöhnlichen  Linien -Cooi- 
dinaten  dar. 

Da  die  Constanten   in  der  lezten  Gleichung  Fimctionen   von  cp  sind,   so 

23* 


(42) 
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ändert  sich  mit  (p,  das  heisst  mit  der  Lage  der  Meridianebene,  die  in  der- 
selben liegende  Complex-Curve.  Wenn  wir  zwischen  diesen  Coustanten  irgend 
eine  Bedingnngs-Gleichnng  statniren  und  dadurch  die  Complex-Curve  in  ihr 
particularisiren ,  so  gibt  diese  Gleichung  die  Meridianebene,  in  welcher  die 
so  particiüarisirte  Curve  liegt. 

Die  Complex-Cm've  artet  insbesondere  in  ein  System  von  zwei  Punc- 
ten  aus,  wenn  die  Bedingungs  -  Gleichung  (39),  die  wir  auch  so  schreiben 
können : 

/•(//-'  —  rfc)  +  ac''  -}-  cd^  —  2fjde  =  0,  (44) 

für  die  Constanten  in  ihrer  Gleichung  (43)  erfüllt  ist. 

Die  vorstehende  Gleichung  wird,  wenn  wir  zu  den  Constanten  des  Com- 
plexes  zurückgehen  und  zugleich  durch  cos-  «p  dividiren: 

A  [{Rta.ng^(p—Ota,ng(p—  T)'^  —  (/'tang-^— 2Ä'tang^  +  ^)  {Bi-cing-cf-{-2Gtimgcf  +  C)] 
+  (/  taug  (p  +  //)-  (/"taug-  (p  —  2  K  taug  9-  +  K) 
+  {Q  tang  <f)  —  Pf  (B  tang^'  rp  +  2G  tang  cp  +  C) 
—  2  (/tang  cp  +  //)  {Q  tang  (p  —  P)  {R  tang-  9  —  ö  tang  (p  —  U)  =  0.      (45) 

Diese  Gleichung  ist  in  Beziehung  auf  tang  </)  vom  vierten  Grade.  Es  gibt 
also  im  Allgemeinen  vier  Meridianebenen,  in  welchen  die  Complex - Curven 
in  Systemen  von  zwei  Puncten  ausarten.  Da  diese  vier  Ebenen  dm-ch  die 
feste  Coordinaten-Axe  OX  gehen,  so  liegen  die  vier  Punctenpaare  in  den 
vier  Ebenen  auf  vier  geraden  Linien,  welche  diese  Axe  schneiden.  Die 
Punctenpaare,  in  welche  die  vier  Complex -Curven  ausarten,  sind  Doppel- 
puncte  der  Fläche.  Wir  wollen  die  vier  geraden  Linien ,  auf  welchen  diese 
Punctenpaare  liegen,  singulare  Strahlen  der  Complex- Fläche  nennen. 

Eine  Complex-Fläche  hat  im  Allgemeinen  acht  Doppelpuncte 
und  vier,  die  Doppellinie  der  Fläche  schneidende,  singulare 
Strahlen,  welche  die  Doppelpuncte,  paarweise  genommen,  ent- 
halten. 

188.  Den  vier  Werthen  von  tang  <jp  entsprechen  vier  Gruppen  von  Wer- 
then  für  die  Constanten  der  Gleichung  (43).  Für  jede  Gruppe  von  Werthen 
gibt  diese  Gleichung  dann  die  Gleichungen  der  beiden  Puncte  in  ilirer  Meri- 
dianebene.   Diese  Gleichungen  können  wh  in  der  folgenden  zusammenfassen: 


n w  ^{b±yb-'  —  ac)t-^  {(l-V/dT—  a/) v  =  0,  (46) 

wobei  wir,  je  nachdem  die  Zerlegung  (34)  oder  (36)  stattfindet,  für  die  beiden 
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Puncte  einmal  die  Wiir/claiisdnlrke  mit  j^k-irlifin,  das  aiidrri'  Mal  mit  im- 
gh'ichem  Vor/t'iLlu'ii  lu-limiMi  nulsson.  Die  Iteideii  CtMinlinaten  di-r  lifidfii 
Puncte  in  der  l)eza^lirhen  Meridianelh'ne  sind: 

«  a 

woltei  wii-,  wenn  wir  /u  dem  npsprilnj^Iiciien  Coordinaten- Systeme  zurück- 
gehen, statt  des  oljigen   Welches  von   :'  erhalten: 

z  =    -=-  ^^ cus  7  ,  >j  =      -'  ^^ '-  .  sm  <r.  (4S) 

Per  sinjjTuläre  Strahl,  welclicr  die  beiden  J^opiieljiunfte  verhintlet,  lie<rt  in 
der  durch  (f  hestinunten  Miridiiinehene.  Für  seine  Lileichuuy  iu  dieser  Ebene 
erhalten  wii-: 

oder,  mit  Beriicksichtigimg  der  Gleichung  (40): 

hd  —  ae      ,        de  —  fb  b-  —  ac      ,         e'  —  cf 

•*'  ~   rf--'  -  AT/-"'    "^  d-  -  af  ~  bT—(rc  ■  "    "'"  de^fb  '  (•'") 

In  dieser  (ileicliuü'j;  können  wir  statt -'  nacheinander     .         und  — - —  setzen 
^  sin  9)  cos  g>     . 

und  erhalten   dann  die  (lleichnnixzn   <ler  PvqicftioiK^n    dossolbon  Strahles   auf 

AI    und  AZ. 

Der  singiüilre  Strahl  schneidet  von  der  Doppellinie  O.Y  ein  Segment  ab: 

_  de  —  fb         e'-  —  cf 

d-  —  af        de  —  fe  ^     ' 

und  bildet  mit  derselben  einen  AVinkel  6,  bestimmt  dmxh: 

,  ,         di^  ~  af        bd—ae  __ 

tang  rf  =  j-, =  -rr. (o2) 

°  bd  —  ac         b^  —  ac  ^     ' 

Der  jedem  der  gefundenen»Werthe  von  90  entsprechende  singulare  Strahl 

ist  immer  reeU,  mögen  die  Ausdrücke 


Vb'^  —  ac      und      Vd^  —  af 
reell  oder  imaginär  sein.    Die  beiden  Do2:)pelpuncte  auf  dem  singuliiren  Strahle 
hmgegen  sind  zugleich  mit  diesen  beiden  Ausdrücken  reell  oder  imaginär. 

Wenn  eine  beliebige  Linie  des  Raumes  als  Doppellinie  einer  Fläche  eines 
gegebenen  Complexes  z\\'eiten  Grades  angnonnnen  wird,  so  hängt  die  Be- 
stinmiung  der  vier  ^ileridianebeneu,  welche  die  Doppelpuucte  der  Fläche  ent- 
halten, von  der  Auflösmig  einer  Gleichung  des  vierten  Grades  ab.    Hiernach 
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ist  in  dieser  Meridianebene  der  singulare  Strahl,  welcher  die  beiden  Doppel- 
puncte  in  dersell^en  verbindet,  auf  lineare  Weise  gegeben.  Die  Bestimmung 
der  beiden  Doppelpuncte  auf  dem  singulären  Strahl  hängt  dann  schliesslich 
von  der  Auflösung  einer  c|uach"atisehen  Gleichung  ab.  Die  vier  Meridian- 
ebenen, in  welchen  die  singiüären  Stralilen  der  Fläche  liegen,  können  paar- 
weise imaginär  sein;  dann  sind  es  auch  die  singulären  Strahlen  und  die 
beiden  Doppelpuncte.  Aber  auch  wenn  die  singulären  Strahlen  reell  sind, 
können  die  l^eiden  aiif  ihnen  liegenden  Doppelpuncte  sowohl  imaginär  als 
reell  sein. 

189.  Dieselbe  allgemeine  Complex  -  Fläche ,  welche  wir  im  diitten  Para- 
graphen allgemein  durch  die  Gleichimg  (15)  bestimmt  haben,  haben  wir, 
von  der  zweiten  Bestimmungsweise  eines  Complexes  ausgehend,  im  folgenden 
Paragraphen  durch  die  Gleichung  (20)  dargestellt.  Diese  Gleichung  können 
Avir,  indem  wir,  unter  Fortlassung  des  Accentes  von  x': 

(Fx^  —  2JR.V  +  B)  =  a, 

—  (Kx-^-  —   Ox   —  G)  =  b, 

{Ex^-  +  211 X  +  C)  =  e, 

[Qx  —  J)  =d, 

-  [Px  +  ff)^e, 

setzen,  in  folgender  Weise  schi'eiben: 

ay'^  +  2  %  r  +  cz^  +  2  Vy  +  2  r  r  +  /"  =  0.  (54) 

Sie  stellt,  nachdem  .r  angenommen  worden  ist,  in  I'Z  die  Basis  derjenigen 
Kegelfläche  dar,  deren  Mittelpimct  auf  der  Doppelliuie  der  Fläche  liegt  und 
durch  die  Annaluiie  von  x  auf  dieser  Doppelliuie  bestimmt  ist. 

Die  Coefficienten  der  vorstehenden  Gleichung  sind  Functionen  von  .r. 
Setzen  wir  insbesondere  • 

f{¥  —  ar)  +  fie^  +  c(I^~2hde  =  0,  (44) 

so  ist  die  Basis  der  Kegelfläche  keine  Curve  zweiter  Ordnung  mehr,  sondern 
diese  Curve  artet  in  ein  System  von  zwei  geraden  Linien ,  die  entsprechende 
Kegelfläche  also  in  ein  System  von  zwei  Ebenen  aus,  deren  Durch- 
Ächnittslinie  die  DoppeUinie  der  Fläche  in  dem  durch  x  l^estimmten  Puncte 
trifft.  Führen  wir  in  die  vorstehende  Gleichung  die  m-sprünglichen  Con- 
stanten des  Complexes  wieder  ein,  so  kommt,  nach  Fortlassung  des  gemein- 
aschaftlichen  Factors  x-: 


(53) 


A[{h'.i-  —  0.i  —  (;\-        (/••.,•       2/rr  1    //|iA;.i-  +  2^'.r-f01 
+  (Ar  +  // r-  (F.I'  —  2 Ä.r  +  B)  +  ((>  '       J )-'  ( A;.r'  +  2  Cx  +  C) 

+  2(/''.r +  //)((;.!•-  ./|  (Ar-      o.,       /.)  .-    (•.  (.-,:,) 

Dit'se  (ik'icliunji  ist  in  Hf/ii-hun«^  auf  .r  vom  vitTtfii  (Innli'.  \]<  </\\>i  ;ilsii 
im  AJlj^t'mL'iiU'U  auf  «li-r  Dopix-llinio  der  Mfridiaullnchc  vier  l'uuctf,  wclflii' 
nicht  mehr  ilif  Mittclpunctf  um.si.ln'iL'l»eni'r  Conipicx-Kfj^'cl  siuil.  Diese  Com- 
plex-Ko^el  arten  in  Systeme  von  zwei  Ebenen  aus,  deren  Knnlischnittslinie 
dnreh  die  vier  i'unote  f^eht.  Diese  f^henen  sind  Doppeleln-neii  der  Flildie. 
Die  Doppelebenen  der  Fhleiie  ordnen  sieh  zu  vier  Paaren  zusammen;  dii- 
beiden  Doppelebenen  jedes  Paares  schneiden  sieh  nach  vier  «geraden  Linien, 
welche  die  Dojipellinie  der  FlAehe  in  den  durch  die  Werthe  von  .»•  bestimm- 
ten vier  Pnneten  treffen.  AVir  nennen  diese  vier  geraden  Linien  singulare 
Axen  der  Meridianflikhe. 

Eine  Complex-Flileiie  iiat  im  Allgemeinen  acht  Düppel- 
ebenen,  die,  iiaarweise  genommen,  sich  in  den  \  ier  singulilren 
Axen  der  Fläche  schneiden.  Die  vier  singuläicn  Axen  <(lniei- 
den,  wie  die  vier  singulilren  Strahlen,  die  Doppel  liii  ic  ijcr  Kli'ulie. 

l!l(».  Den  vier  Wcrtlien  von  .i  entsprechen  vier  Gruppen  \nn  Werthen 
für  die  Constanten  der  fUeichung  (r>l).  Für  jede  Werthen-' ^  im  ppe  >tellt  diese 
Gleichung  ein  System  von  zwei  geraden  Linien  dar,  in  welrlien  die  Coordi- 
naten -Ebene  I'Z  von  zwei  zusammengehörigen  Doppelebenen  geschnitten 
wird.  Diese  beiden  Linien  schneiden  sich  in  demjenigen  Puncte,  in  welchem 
die  smguläre  Axe,  nach  welcher  die  beiden  •Doppelolienen  sich  schneiden,  die 
Ebene  1  Z  trifft. 

Für  die  öleichung  der  beiden  geraden  Linien  in  I'Z  erhalten  wir  un- 
mittelbar, nach  den  Ent Wickelungen  der  185.  Nummer,  die  folgenden: 

^'!/  +  (/'  ±  Vb^  —  f/c)  z  +  (</  +  Vd'  —  «/•)  =  0 ,  (.5G) 

wobei  w^ir,  jenachdem  die  Zerlegimg  (34)  oder  (36)  stattfindet,  für  che  beiden 
Linien  einmal  die  Wurzelausdrücke  mit  gleichem,  das  andere  Mal  mit  un- 
gleichem Vorzeichen  zu  nehmen  haben.  Die  Coordinaten  der  beiden  geraden 
Linien  in  IZ  smd: 


V         b +  1/0"^  — (IC  lü     _  d  +  f/a^  —  af  /-7) 


j 


u  a  u  a 

imd  für  die  Gleichung  ihi'es  Durchschnittspimctes  erhalten  wir  hiernach 

^  _  ,   y'IE^ .  „  +  tyi^3JVEEi£ .  u,  (58) 

—    /d'  —  af  aj/d^-a/- 
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oder,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (40): 

hd  —  ae  ,     de— fb  b'' —  ac  .     e- —  cf  .-q. 

Die  Coordinaten  dieses  Pimctes  sind  also: 

_de  —  fh  _         he— cd  __  e-  —  cf     _  ^  fF  —  nf  ^  bd^ac         .^^. 

^  ^  bd —  ae  ~^         b'^  —  ac  be —  cd'   ~  bd  —  ae  b-  —  uc' 

Durch  die  Gleichung  (58),  verbunden  mit  der  folgenden: 

,a:  +  w  =  0,  (61) 

ist  die  singulare  Axe   analytisch   bestimmt.     Der  Winkel   9^0,  welchen  die 

Meridianebene,    die  ihn   enthält,    mit  XZ  bildet,     ist    dm-ch  die    folgende 
Gleichung  gegeben: 

be — cd              de—fb                e"- —  cf  ,,,^^ 

^^'^%^'^^  =  M^rre--^^':^f^-'d7:^b-  «^-) 

Wir  erhalten  endlich  zur  Bestimmung  desjenigen  Winkels  5 ,  welchen  die  singai- 
läre  Axe  mit  OX,  der  Doppellinie  der  Fläche,  bildet: 


,                   -./{bd  — ae)^ -\-{he  — cdf  .^ox 

.r  taug  ,  =  y  ^ J^-i^. (63) 

Die  Bestimmung  der  vier  singulären  Axen  der  Meridianfläche  ist  eine 
lineare ,  nachdem  die  vier  Pimcte ,  in  welchen  sie  die  -Doppellinie  schneiden, 
durch  Auflösung  einer  Gleichung  vom  vierten  Grade  bestimmt  worden  smd. 
Die  Bestimmung  der  beiden  Doppelebenen  der  Fläche,  welche  auf  einer  der 
singulären  Axen  sich  schneiden,  hängt  von  der  Auflösung  einer  Gleichung 
des  zweiten  Grades  ab.  Die  vier  Puncte,  in  welchen  die  singulären  Axen 
die  Doppellinie  schneiden,  können  paarweise  imaginär  sein;  dann  sind  es 
auch  die  singulären  Axen.  Aber  auch ,  wenn  die  singulären  A:^n  reell  sind, 
können  die  in  ihnen  sich  schneidenden  Doppelebenen  sowolil  imaginär  als 
reell  sein. 

191.  Meridianflächen  von  besonderer  Art  haben  zu  ihrer  Doppeflinie  eine 
Linie  des  Comijlexes  selbst.  In  diesem  Falle  wird  die  DoppeUinie  von  den 
die  Fläche  erzeugenden  Cui-ven  in  den  verschiedenen  Meridianebenen  berührt. 
Zugleich  ist  sie  gemeinschaftliche  Seite  der  die  Fläche  umhüllenden  Comi^lex- 
Kegel. 

Wenn  wir  wiederiun  die  Axe  OX  zur  DoppeUinie  der  Meridianfläche 
nehmen,  so  erhalten  wir,  um  auszudrücken,  dass  diese  Linie  dem  Complexe 
angehört,  die  Bedingung,  dass  in  der  Gleichung  desselben  A  verschwinde. 
In  Folge  davon  verschwindet  auch  /  in  der  Gleichung  (43),    so  wie  in   dei- 


(Jli'iihiing  (.")4).  iJif  fik-iihimg  (40),  ilunh  welclK-  ilk"  Lagt-  ilrr  Mi-ridian- 
•'hi'uon,  in  ilfiicii  die  siii^juliiren  StrahK'ii  lii'j,'i'ii,  iHstiiimit  winl.  riHlucirt 
siili  auf  lue  r<)l;,'fntk': 

(V  taiiji  <)r  + //)-' (/''taii<i- f/ -    :.'A  liiii;,' 7    ;   /O 

+  {0  hing  tp  —  Py  (B  tang-  «^  +  -  f'  tang  (f  +  T) 

—  2  (7  tang  7  +  // )  ( (>  tang  y^  —  /')  (Ä  tang-  r/  —  O  tanp  (f  -  I  \        1 ».     ( 04) 

Die  Gk'it'hung    kh-ikt    in    Ik-zichung    auf    taug  7    vom    vicrti-n    (iraik*.     Die 

MoT-i(lianH;l(  lit'  kekillt  alsu  ihre  vier  singulären  Strahk'u.    Die  beiden  Dopjtek 

punote  auf  (k^iselken  haben  nach  (47)  ilie  folgenden  Coordinalcu: 


a  a    '  ^     ' 

Der  eine  der  beiden  Puncte  fällt  in  die  Doppellinie  der  Flilche.  W'iil  diese 
Bestimmung  unabhilngig  ist  von  dem  jedesmaligen  Werthe  V(jn  7 ,  so  filllt 
einer  der  beiden  Doppelpuncte  auf  jedem  ilir  vier  siugiüilren  Strahlen  in  die 
Doppellinie  der  Fläche. 

Der  Werth  von  .r„,  durch  welchen  auf  der  Doppellinie  derjenige  Puuct, 
in  welchem  in  dieselbe  der  singulare  Strahl  einschneidet,  bestimmt  wird, 
reducii't  sich,  indem  wir  in  (")!)  /'  verschwinden  lassen,  auf: 

•'"  -  T  ~  &tang9>-i'  ■  ^^^} 

192.    In   Folge  der  Voraussetzung,    dass   die  Doppellinie  der  Meridiau- 
fläche  selbst  eine  Linie  des  Complexes  sei,   reducirt  sich  die  Gleichimg  (55), 
vennittelst  welcher  die  Puncte  bestimmt  sind,    in    welchen  die   singulilren 
Axen  in  die  Doppellinie  einsclmeideu ,  durch  das  Verschwinden  von  A  auf: 
{Px  +  Ily  {F.V-  —  2R.V  -\-B)  +  iOx  —  jy  (Ex"-  +  2  Ux  +  C) 

—  2{Px  +  //)  (Ox  —  J)  (h\v'  —  Ox  —  G)  =  0.  (67) 

Da  diese  Gleich vmg  in  Beziehung  auf  .r  vom  vierten  Grade  bleibt,  behält 
die  Meridianfläche  ilne  vier  singulären  Axen.  Filr  die  beiden  Doppelebenen, 
welche  dm-ch  eine  der  vier  singulären  Axen  gehen,  deren  Durchschnitt  mit 
der  Doppellinie  durch  die  vorstehende  Gleichung  bestimmt  worden  ist,  er- 
halten wir  aus  der  Gleichung  (57)  die' folgenden  Coordinateu: 


u  =  ft,  V  =  ö±  yb^—ar,  w  =  2(1,    0.  (68) 

Eine  der  beiden  in  einer  der  vier  singulären  Axen  der  Fläche  sich  schnei- 
denden Doppelebenen  der  Fläche  geht  also  durch  die  Doppellinie  dersell^en. 
Für  den  Winkel  ffo,  den  die  durch  die  singulare  Axe  gehende  Meridian- 

Piückcr,  Geomelrie.  ä4 
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ebene  mit  XZ  bildet,  haben  wir,    wenn  wir  in   der  Gleichung  ((32)  /  ver 
schwinden  lassen, 

e  Px  +  H 


tang9io  = 


(l 


)3.   Wir  können  die  beiden  Gleichungen 


Xn  = 


Qx-  J 
en 

J  tang  (p  -\-  H 
Q  tang  g)  —  P 
Px  +  H 


Qx  —  J 


(69) 

(60) 
(69) 


(71) 


tang  9:0 

in  folgender  Weise  schreiben: 

^b{xn,  tang  ff)  =  0,  *(.r,  tang  y,,)  =  0,  (70) 

indem  wir  mit  *  beidesmal  dieselbe  Function  bezeichnen.  Führen  wir  den 
vorstehenden  Werth  von  .»o  in  die  Gleichxmg  (64)  und  den  Werth  von  tang  qpo 
in  die  Gleichung  (67)  ein,  so  kommt: 

.To^ {F tang2  <p  —  2K  tang  q)+  E)  +  (B  tang'  <p  +  2G  tang  cp-\-C) 

—  2  .Co  {jR  tang-  (f>  —  0  tang  95  —  V)  ^ 

tang?  <p {Fxo^  —  2Ä.ro  +  B) -\-  {E.tv  +  2  U.n  +  C) 

—  2  tang  (p {A\tV  —  0 .Vo  —  G)  =  0, 
tang-  (po  {Fx'-  —  2R.f  -{- B)  +  [E.f^  +  2  Ix  +  C) 
—  2  tang  cpü  (Ä'.r2  —  (9  .r  —  6')  = 
.rä  {F  tang-  qpo  —  2  A'  tang  tpo-^  E)  +  (^  tang-  qp,,  +  2  ^  tang  <jpo  +  f) 
—  2  .f  (Ä  tang2  ^0  —  0  tang  qpo  —  U)  =  0. 
Indem  wir  durch  f  wiederum  dieselbe  Function  bezeichnen,  können  wir  die 
vorstehenden  Gleichmigen  schreiben: 

W  {xo,  tang  9)  =  0 ,  -'Fix,  tang  9)„)  =  0.  (72) 

Wenn  wir  dann  zwischen  den  beiden  ersten  Gleichungen  (70)  und  (72)  .c,,, 
zwischen  den  beiden  zweiten  Gleichungen  (70)  imd  (72)  .i-  elüniniren,  erhal- 
ten wir  dieselbe  Gleichung  vierten  Grades  zur  Bestimmung  von  qp  und  qpo. 
Wenn  wir  zwischen  denselben  beiden  Gleichungen -Paaren  einmal  tang  (f, 
das  andere  Mal  tang  qpo  eliminiren,  erhalten  wir  dieselbe  Gleichung  vierten 
Grades  zur  Bestimmmig  von  x»  und  x. 

Die  vier  singulären  Strahlen  und  die  vier  singulären  Axen 
schneiden  sich  bezüglich  in  denselben  Puncten  der  Doppellinie 
und  liegen  bezüglich  in  denselben,  durch  die  Doppellinie  gehen- 
den, Ebenen. 

•Ziu-  Bestimmung  dieser  Pmicte  und  Ebenen  erhalten   wir   also,    wenn 
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wir  /.iisaunnenrassi'ii ,  (licsell»i'n  Iwiden  (ileicliimi.'t'ii: 

*  (.r,  taug  ^r)  —  <>,    i 

'/'(.r.tanny)  =  0,    )  '"''^ 

in  cl.'iifn  wir  x  und  tanj,'  <f  als  venlnrk'rlidi  Itflnulik-n.*) 

1:14.    In  dem  Falle,  diuss  die  DDpia-Jlinie  d«M-  Cuni|.k'.\-FliUlie  unendlich 
weit    liegt,     hul)en    wir    die<e    FIndie    eine    Aeijua  torialfl  ilrhe    «genannt. 


•)  Jede  der  beiden  Gleiclnmgen  (J3)  drilckt,  einzeln  für  sich  genommen,    wenn  x  und  tmig  <p 

[^      '        J  als  veränderliche  Cirösscn  betrachtet  werden,    eine  Relation  zwinclien  der  Lage  oincB  auf 

dor  ('c)ordiuaten-Axe  O.V  fortrückonden  Punctes  und  einer  uin  dieue  Axo  sich  drehenden  Ebene  aus: 
sie  f teilt  einen  geometrischen  Ort  dar.  Die  erste  Gleichung ,  auf  welche  wir  ima  hier  beechrilnken 
wollen,  bestimmt  in  allgemeinster  Weise,  wie  jeder  Lage  des  Punctes  eine  einzige  Lage 
der  Ebene  entspricht,  im<l  umgekehrt.  Das  ist  beispielsweise  der  Fall,  wenn  di-r  Punct  unfeiner 
Erzeugenden  einer  Linienflilche  des  zweiten  Grades  fortrückt,  während  die  entsprechende  Tangential- 
Ebene  um  dieselbe  Erzeugende  sich  dreht  Es  sei,  zur  analytischen  Bestätigung,"  indem  wir  durcli  p 
und  1/  irgend  zwei  lineare  Functionen  bezeichnen, 

9'J  =  P- 
die  Gleichung  einer  solchen  Linieniläche,  welche  il  e  Coordinaten- Axe  O.V  zu  einer  ihrer  Erzeugen- 
den hat.    Dann  ist   die  Gleiciiung  der  Tangential- Ebene  der  Fläche  in   irgend  einem  Puncte  ihrer 
Erzeugenden,  dem  die  Functionen  -  Werthe  p'  und  7'  entspreclien,  die  folgende: 

q'y  =  p  z. 
Hieraus  ergibt  sich 

,                   p'          nx  +  h 
tang<p  =  ^-  =  ■ 


q'         g'x-\r  H 

wenn  x  auf  den  Berührungspunct  bezogen  wird  und  g,  h,  g',  h'  gehörig  zu  bestimmende  Constanten 
bedeuten.    Diese  Gleichung  hat  die  fragliche  Form. 

Wir  können  bei  der  geometrischen  Deutung  der  durch  eine  solche  Gleichung  ausgedrückten 
Abhängigkeit  zwischen  einer  Ebene  und  einem  in  ihr  liegenden  Puncte  zwei  gerade  Linien  von  vorne 
herein  beliebig  annehmen  und,  indem  wir  die  Ebene  um  die  eine  dieser  beiden  Linien  sich  drehen 
lassen,  ihre  verschiedenen  Lagen  durch  tang  <p  bestimmen,  während  auf  der  zweiten  geraden  Linie 
die  Lage  des  auf  derselben  fortrückenden  Durchschnittspunctes  mit  der  sich  drehenden  Ebene  durch  x 
bestimmt  wird.  Wenn  wir  zum  Beispiel  für  die  beiden  geraden  Linien  irgend  zwei  zugeordnete 
Polaren  eines  linearen  Complexes  nehmen,  so  dreht  sich,  wenn  ein  Punct  auf  einer  der  beiden 
Polaren  fortrückt,  die  diesem  Puncte  in  dem  Complexe  entsprechende  Ebene  um  die  andere.  Die 
obige  Gleichungsfomi  gibt  das  Drehungsgesetz  der  Ebene  für  ein  gegebenes  Fortrücken  des  Punctes. 

Dasselbe  Drehungsgesetz  gilt  für  eine  Ebene,  welche  durch  einen  Punct  geht,  der  auf  einer 
Erzeugenden  einer  Linienfläche  fortrückt,  imd  zugleich  um  eine  zweite  Linie  derselben  Erzeugung 
sich  dreht.  Dasselbe  Gesetz  gilt  endlich  für  die  Drehung  der  Meridianebene  um  die  Doppellinie  einer 
Complex-Fläche,  wenn  die  Ebene  durch  einen  Punct  gelegt  wird,  welcher  auf  der  Polare  der  Complex- 
Fläche  fortrückt.  Die  analytische  Bestätigung  dieser  letzten  geometrischen  Relation  entnehmen  wir 
unmittelbar  der  170.  Nummer,  nach  welcher  die  Gleichung  des  Textes: 

welche  wir  auch  unter  der  folgenden  Form  schreiben  können: 

J  tang  qi  -\-  H 

Q  tang  ip  —  P  '  '  , 

für  einen  gegebenen  Werth  von  qp,  auf  der  Polaren  der  Complex-Fläche,  dmx-h  den  entsprechenden 
Werth  von  x,  den  Pol  der  Doppellinie,  in  Beziehung  auf  die  Complex - Curve  in  der  durch  qp  be- 
-stimmten  Meridian -Ebene,  gibt. 

.24* 
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Nelimeu  wir  die  Ebene  Y Z  für  diejenige,  in  welcher  die  Doppellinie  unend- 
lich weit  gerückt  ist,  so  haben  wir  für  die  Gleichung  der  Aequatorialfläche 
die  folgende  erhalten: 

D  »2  +  2  (L  X  —  S)v  w  +  {Fx-^  —  2  /?  x  +  B)  V' 
+  2  {3fx  +  T)uw-{-2  (A'x-'  —  0 x  —  G)  u  v  +  {Ex'  +  2  Ux  +  C)  =  0.  (3) 
Wir  denken  uns  dabei  die  Fläche  durch  eine  veränderliche  Complex  -  Curve 
erzeug-t,  deren  Ebene'  parallel  mit  IZ  ist  und  parallel  mit  dieser  Ebene  fort- 
rückt. Die  jedesmalige  Ebene  dieser  Curve  ist  dxu'ch  x  bestimmt.  ^  In  be- 
sonderen Fällen  kami,  wie  bei  den  Meridianflächeu,  die  Curve  in  ein  System, 
zweier  Puncte  ausarten.  Die  geraden  Linien,  welche  solche  zwei  Puncte 
verbinden,  sind  singulare  Strahlen  der  Aequatorialfläche,  die  Puncte 
selbst  Doppelpuncte  derselben.  Die  singulären  StraMen  der  Aequatorial- 
fläche sind  der  Coördinaten- Ebene  FZ  parallel,  mit  anderen  Worten,  _sie 
sclmeiden  die  unendlich  weit  liegende  Doppellinie  derselben  Fläche. 
Setzen  wir,  der  Kürze  wegen: 

D  =  a, 

{Lx  —  S)^b, 

{Fx^  —  2Rx-\-B)  =  r, 

{Mx-\-T)^d, 

{Kx-i  —  Ox  —  G)  =  e, 

[Ex^  -f  2  Ux  +  C)^f, 

so  geht  die  vorstehende  Gleichung  (3)  in  die  folgende  über: 

rtw«  -\-2bvw  +  cv'  -f  2(1  uw  -\-2cnv  +  fu^  =  0,  (75) 

und  lun  auszudrücken,  dass  diese  Gleichung  ein  System  von  zwei  Puncten 
darstelle,  gibt  die  Entwickelung  von  (41): 

D  [{Kx^  —  Ox—  Gf  —  {Fx''  —2Rx  +  B)  [Ex''  +  2  Vx  -\-  C)] 
+  (.)/.(•  +  Tf  {Fx^  —  2Rx  +  B)-\-  {Lx  —  Sy  (Ex^-  +  2  Ux  +  C) 

+  {L X  —  S)  {Mx  +  T)  (h\r- ~0x—  G)  =  0.  (TG) 

Da  der  Grad  dieser  Gleichung  in  Beziehung  auf  x  der  vierte  ist,  so  hat  auch 
eine  Aequatorialfläche,  wie  eine  Meridianfläche,  im  Allgemeinen  vier  singu- 
lare Strahlen. 

195.  Der  Mittelpunct  der  die  Fläche  erzeugenden  Complex -Curve  be- 
echreibt  liei  der  Erzeugimg  einen  Durehmesser  des  Complexes,  den  wir  als 
den  Durchmesser  der  Aequatorialfläche  bezeichnet  haben  (Nr.  164.).  Wenn 
wir  diesen  Durchmesser   für  die  bisher  xmbestimmt  gebliebene  Axe  0  X  neh- 


(74) 


iiu'ii,  sü  vei-silminilfii  aus  <lcr  (ilfidum^  (.'()  ilifji'iii<ini  (llifilt-r,  wi-lihc  ir  in 
der  ersten  Potenz  cnthaltcii,  und  iliunit  ili»*sfs  lilr  ji'<l('n  \\\-y\\\  von  .»  ^'e- 
schehe,  mflssen  die  vier  Coniplex- Constanten  /.,  .'/,  .V  und  T  vei-scliwintlen. 
Alsdann  reihuirt  sieh  ilie  voi*stehende  Gleiehun«,'  Mur: 

( hx'  —  0.V  —  fjy-  —  (/>*  —  2B.I  +  ß)  (/-Jr-  +  2  r.r  -}- C)  i ».  (77) 
Nachdem  wir  durch  diese  ftleichuug  die  Ebenen  bestimmt  ha)»en,  weldii-  «He 
vier  sinj^dilren  Strahlen  enthalten,  erhalten  wir,  indem  wir,  der  Coox'dinateu- 
Bestimnumf,'  «ienulss,  //  lunl  </ ^'Icirli  Null  setzen,  auf  jcdi-ni  dii-st-r  Sfralilt-n 
ziu*  Bestimmung  der  beiden  DopiM-iinuicte: 

Jenachdem  die  Zerlegimg  (o4)  oder  (üß)  stattfindet,  diis  heiast,  je  nachdem 
(•  und  /■  im  Zeichen  übereinstimmen  oder  nicht,  müssen  wir  die  voi*stehen- 
den  Ausdrücke  für  >/  und  z  für  jeden  der  lieiden  Puncte  mit  gleichem  oder 
entgegengesetzten  Vorzeichen  nehmen.  Der  singulare  Stralil  \vird  von  dem 
Durchmesser  der  Fläche  geschnitten,  und  zwar  so,  dass  die  beiden  Doppel- 
puncte  auf  ihm  zu  beiden  Seiten  des  Durchmessers  in  gleichem  Abstand  von 
demselben  liegen.  Der  Winkel  6,  welchen  der  jedesmalige  singulare  Strahl 
mit  der  Ebene  A'Z  bildet,  ist  durch  die  Gleichvmg  bestimmt: 

tangd  =   +^-^  =  ^  =-|,  (79) 

wobei  in  dem  ersten  und  zweiten  der  beiden  oben  unterschiedenen  Fälle  das 
obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist. 

196.  Wenn  wir  dieselbe  Aequatorialfläche,  welche  wir  vorstehend  durch 
üire  Breiten  -  Curven  bestimmt  haben,  dmx-h  umhüllende  Cylinder  bestimmen, 
deren  Axen  der  Ebene  I'Z  parallel  sind,  so  tritt  die  Gleichung  (2.S)  an  die 
Stelle  der  Gleichung  (ö).  Die  neue  Gleichung  stellt  für  die  dui-ch  den  Winkel 
y  bestimmte  Kichtimg  der  Cylinder -Axe  den  Dm-chschnitt  dieses  Cylinders 
mit  der  Ebene  A'Z  dar.     Setzen  wir,  der  Kürze  halber: 

(F tangä  y  —  2  K  tang  7  +  Ä")  —  a, 
—  (Z  tang  y  —  M)  tang  y       h , 

i9tang->  =  r.  (80) 

—  (R  tangä  y  —  O  tang  y  —  C)  —  <l , 
(6' tang  ;f  +  ^)  tang ;/  „_  c, 
{B  tang^'  y  +  2G  tang y  +  C)^  f, 
so  wii'd  die  Gleichimg  der  Durchschnitts -Cm-ve: 
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<?.r2  +  2b.vz  +  c-^  +  2^/.!-  +2ez  +  f=  0.  (81) 

Um  aiiszuch-üdven ,  dass  diese  Gleichung  ein  System  von  zwei  geraden  Linien 
darstelle  und  also  der  imihüllende  Cj^linder    in  ein  System   zweier  Ebenen 
ausarte,  welche  die  Ebene  XZ  nach  diesen  beiden  geraden  Linien  schneiden, 
gibt  die  Entwicklmig  der  Gleichung  (39): 
D[{R  tang^  y—0  tang ;'—  Uf — (Ftang^'  ?'— 2  Ä'tang  y+E){B  tang^  y-\-2G  taug  y  +  €)] 
+  (5'tang7+r)-(/'tang-7— 2A'taug;'+/i'j  +  (Ztang;'— J/)ä(^tang^';'+2^taug;'+r) 
+  2  (Z  tang  y  —  M){S  tang  r  +  ^)i^  tang«  y  —  O  tang  y~U)  =  0.      (82) 
Es   gibt   also,    den  vier  Werthen  von  tang  ;',    welche  die  Auflösung    dieser 
Gleich vmg  gibt,  entsprechend,  vier  Paare  vonDoppelebeneu  der  Aequa- 
torialfläche,   in   welche   sich  \äer  der  umsfluiebenen  Cylinder  auflösen;    die 
beiden  Ebenen  jedes  Paares  schneiden  sich  in   einer  der  vier  singulären 
Axen  der  Fläche.     Nach  jeder  Eichtung,  welche  der  Ebene  FZ  parallel  ist, 
wird  die  Aequatorialfläche  nach  Curven  zweiter  Ordnung  projicirt;   nach  den 
Eichtungeu  der  vier  siugiflären  Axen  süid  die  Pi'ojectionen  Systeme  von  zwei 
geraden  Linien. 

197.   Wenn  wir  den  der  Ebene  FZ  zugeordneten  Durchmesser  des  Com- 
plexes  als  Axe  OX  nehmen,  so  redueirt  sich  die  vorstehende  Gleichung  auf: 
{Rtsing^y—Otangy—  T")'^— (/'tang^;'— 2Ä'tang;^+  E){B  tang^y-^2G  tang  y+C)  =  0,  (83) 
und  die   Gleichung    der    Durchschnitts -Curve    des    bezüglichen    umhüllenden 
Cylinders  mit  der  Ebene  XZ  auf: 

f/x^  +  r.-a  +  2<;z  +  /■  =  0.  (84) 

Diese  Gleichimg  löst  sich,   wenn   die  vorstehende  Bediugimg  (83)  erfüllt  ist, 
•  in  die  folgenden  beiden  auf: 

a.v  +  j/-^  ac  ■  z  +  V—  af  =  0,  (85) 

wobei  wir ,  je  nachdem  die  Bedingung  (33)  oder  die  Bedingimg  (35)  erfüllt  ist, 
lilr  jede  der  beiden  geraden  Linien,  welche  die  vorstehende  Gleichung  dar- 
stellt, den-  Wm-zelausdrücken  übereinstimmende  oder  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen geben  müssen. 

Die  durch  die  Doppelgleichung  (85)  dargestellten  geraden  Linien  schnei- 
den OX  in  demselben  Puncte.     Für  diesen  Schnittpunct  erhalten  wir: 

.r=+//^.  (86) 

Dui'ch  denselben  Punct  geht  also  auch  die  singulare  Axe  der  Aequatorial- 
fläche ,    in  welcher  zwei  Doppelebenen    derselben  sich   schneiden.     Die   vier 
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singiililivn  Axen  also,  wie  dif  vier  singiihlnMi  Stnililcn  iler  Flftclu-,  scliiu'i<Ifii 
einerseits,  weil  sie  der  Ebene  l'X  iianillel  sind,  die  unendlich  weit  liep-nde 
Diipliellinie,  anderei*seits  den  Dinvhmesser  der  Flilehe,  den  wir  als  die  I'tilare 
dersellten  betrachten  können. 

Zur  Uestiniinun^'  des  Winkels,  welchen  die  liinc.iischniltslinien  der  liei- 
deii  lK)j)pelel)eneii,  welche  in  »'iner  sint.'nli'lren  Axe  sich  schneiden,  mit  iler 
Ebene  A'Z  in  4iL'^t-'i'  Ebene  mit   ''.\   bilden,  erhalten  wir  aus  (8ö): 

Die  beiden  Doppelelieneii  liilden  also  mit  den  7,wei  in  dei"selben  singulären 
Axe  sieh,  schneidenden  Ebenen,  von  denen  die  eine  durch  den  Durchmesser 
der  Flilehe  geht  mid  die  andere  denisellien  zugeonbiet  ist,  vier  harmonische 
Ebenen,  xmd  sind  somit,  wenn  der  Din-chmesser  auf  seinen  zugeonbieteu 
Ebenen  senkrecht  steht,  gleich  gegen  denselben  geneigt. 

liis.  Wir  begegnen  einer  besonderen  Art  von  Aequatoriallli'lchen,  wenn 
wir  eine  imeudlich  weit  liegende  Linie,  die  dem  Complexe  angehört, 
als  Doppellinie  der  Flilehe  nehmen.  Es  kommt  das  daran!  liiiuius,  dass  alle 
Breiten -Curveu  der  Flilehe  Parabeln  werden. 

Nehmen  wir,  wie  bisher,  die  Doppellinie  in  der  Ebene  VZ  unendlich 
weit,  so  verschwindet,  imter  der  gemachten  Voraussetzung,  in  der  Gleidumg 
des  Complexes  die  Constante  />.  Alsdann  geht  die  (ileichung  (7(i),  durch 
welche  wir  den  Abstand  der  smgiüilren  Stralüen,  die  der  Coordinaten-Ebene 
parallel  sind,  von  dieser  Ebene  bestimmt  haben,  in  die  folgende  über: 
(J/.r  +  Ty  (Ä'.r2  —  Ox  —  0)  +  (L.v  —  .S>'  (Ex^  +  2  ix  +  C) 

+  {Lx -  S)  {.Vx  +  r)  {Fx^  -  2Rx  +  B)  =  0.  (88) 

Die  Fläche  hat  ihren  Durchmesser,  der  unendlich  weit  geräckt  ist,  verloren. 
Die  Gleichung  (3)  geht,  wenn  wir: 

{Ex-^  +  2Ux-^  C)~  fi, 

(/?.»;-'—  Ox  —G)^0, 

(Fxi—2Rx  +  ß)^c, 

(}Ix+r)^d, 

{Lx  —  S)  n:  c, 

D  -  f  =  0 

setzen,  in  die  folgende  über: 

au-  +  2buv  -{-  cv^  +  -Idiiw  +  2t'i'w  =  0,  (S^O) 


(89) 
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und  diese  Gleichung  löst  sich,   wenn  wii-  für  .»•   eine  der  vier  Wurzeln  der 
Gleichung  (88)  nehmen,  in  die  folgenden  beiden  auf: 


au  J^{lj^yb^  —  ac)v  +  2(l)v  =  0,  j 

au  +  (h  +  Vl>^  —  ac)v  =  0,   j 

wo  wir,   je  nachdem  die  Zerlegung  (34)  oder  die  Zerlegung  (oG)  stattfindet, 
das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  haben. 

Ein  Doppelpunct  der  Fläche  liegt  also  auf  dem  singulärÄi  Strahl  unend- 
lich weit,  der  andere  hat  zu  Coordinaten  in  seiner  Ebene: 

Der  Winkel  j'o ,  welchen  die  Eichtung  des  singulären  Strahles  mit  0  Z  bildet, 
ist  dm'ch  die  Gleichung: 

*""^  ^'"  =  V±VW^C  = c =  7  (93) 

bestimmt.    Führen  wir  die  Constanten  des  Complexes  wieder  ein,  so  kommt: 

tang  y,  =  j^^Zs  '  (94) 

199.  Bestimmen  wir  die  Aequatorialfläche  durch  ihre  umhüllenden  Cy- 
linder,  so  müssen  wir  von  der  Gleichung  (28)  ausgehen.  Unter  der  gemach- 
ten Annahme,  dass  die  in  FZ  unendlieh  weit  liegende  Linie  dem  Complexe 
angehöre,  wird  die  Bedingung  (76),  dm-ch  die  ausgedrückt  wird,  dass  sich 
die  durch  (28)  dargestellte  Curve  in  ein  Linienpaar  auflöst,  die  folgende: 
{Sta,ngr-\-Ty{Ftaug-'y~-2Ktging}'-\-E)-j-{Ltangy—3/y-{Btang^r+2Gtangr—C) 

+  2  (Z  tang  y  —  M)  {S  tang  y-{-T)(R  tang^'  y  —  0  tang  y  —  U)  =  0.  (95) 
Die  Gleichung  (28)  geht,  wenn  wir,  der  Kürze  wegen,  die  Constanten- 
Bestimmung  (80)  wieder  einführen  imd  r  verschwmden  lassen,  in  die  fol- 
gende über: 

ax^  +  2b.xz  +  2(Lv  +  2^:  +  /"=  0,  (96) 

un(]  diese  Gleichung  löst  sich,   wenn  für  tang  y  eme  der  Wurzeln  der  vor- 
stehenden Gleichung  genommen  wird,  in  die  l^eiden  folgenden  auf: 

a.v  ^2bz  +  {d±  Vd^-af)  =  0,     \  ^ 

a.v  +  {d  +  Vd-  —  af)  =  0,      J 

wo  wir  die  ol)eren,    Ijezüglich  die  unteren   Vorzeichen    zu    nehmen  haben, 
je  nachdem  die  Zerlegimg  (34)  oder  die  Zerlegung  (36)  stattfindet. 

Eine  der  beiden  Doppelebenen,    in  die   sich  der  die  Fläche  umhüllende 
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Complex-CylimliT  aiiHöst.  jn-lit  also  jinnuT  iliinli  ilii'  iii)*>iiillk-li  wi-it  lifgcnde 
l»M|>|K'lliiiie  iltT  Fli\ilif.     Sic  si-hiu'idt't  von  ft.V  ein  Stark  üb: 

(/  -h  y  «/■'  —  M/'  '' 

tiiliT,  wfiin  wir  .üc  t_uiiaiiimt.'U  des  iVmipIt'xes  wieder  eiiifnliivii: 

.s'  tiing  y  +  T 

200.  Indem  wir  dt-n  Werth  von  fang  ;'„  aus  der  «ileiclning  (114)  in  die 
(Jleiehung  (SS)  und  den  Wertli  von  .r,,  aus  der  (ileichung  (99)  in  dii-  (ilei- 
elnuig  (l'."i)  einführen,  gelangen  wir,  wie  wir  es  in  der  193.  Nuiunier  für 
Meridianflilehen  gethan  lialieii,  mm  für  A'inatoriaIHnclien  der  besonderen  Art 
zu  dem  folgenden  Satze: 

Die  vier  singulilren  Strahlen  luul  die  vier  singulilren  Axen 
liegen  bezüglich  in  derselben  Ebene,  Avelche  durch  die  unendlii  ii 
weit  entfernte  Doppellinie  der  Flilche  geht,  und  sind,  in  dieser 
Ebene,  bezüglich  einander  parallel. 


Allgemeine  Betrachtungen  über  Complex- Flächen,  ihre  Doppellinien,  Doppelpuncte 

und  Doppelebenen. 

201.  Wenn  eine  gerade  Linie  im  Kaume  sich  bewegt,  so  ei'zeugt  sie 
eine  Linienflilche.  Es  ist  hierbei  gleichgültig,  ob  wir  sie  als  einen  Stralil 
oder  als  eine  Axe  betrachten.  Wir  können  die  Linienfläche  durch  drei 
Gleichungen  entweder  in  Stralilen-Coordinaten  oder  in  Axen-C'oordinai,en  dar- 
.stelleu,  die  sich  in  dem  ersten  Falle  auf  eine  eiuzige  Gleichung  in  Punct- 
Coordinaten,  in  dem  zweiten  Falle  auf  eine  einzige  Gleichung  in  Plan-.C'oor- 
dinateu  zm-ückfi'ihren  lassen. 

202.  Wenn  insbesondere  die  gerade  Linie  im  I?aume  so  sich  bewegt, 
dass  sie  in  je  zwei  auf  einander  folgenden  Lagen  in  derselljen  Eljeue  ent- 
halten ist,  oder,  was  auf  dasselbe  "hinauskommt,  durch  denselben  Punct  geht, 
so  beschi-eibt  sie,  wenn  sie  als  Strahl  betrachtet  wii'd,  eine  Abwicklimgsfläche: 
sie  umhüllt,  wenn  sie  als  Axe  betrachtet  wird,  eine  räumliche  Cm-ve.  Je 
nach  der  zwiefachen  Auffassung  der  geraden  Linie  geht  dann  die  Linienfläche 
in  die  Cui-ve  oder  in  die  Al)wicklungsfläche  über.     Die  verschiedenen  Lagen 

Plücker,  Geornclrie.  20 
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der  geraden  Linie  werden  dann  durch  zwei  Complex  -  Gleiclmngen  in  Strahlen- 
oder Axen-Coordinaten  dargestellt.     Wenn  wü* 

y  =  sz  +  G,    . 

.(•  =  /-r  -(-  5,  • 

für  die  Gleichimgen  zweier  Projectionen  der  als  Strahl  betrachteten  geraden 
Linie  nehmen,  in  Beziehung  auf  r,  s,  q,  g  diflferentiiren  und  nach  der 
Differentiation  z  [eliminiren,  erhalten  wir,  dei*  gemachten  Voraussetzung 
entsprechend : 

da        dg 

ds-^-  (100) 

Wenn  wir  andererseits  die  gerade  Linie  als  Axe  betrachten  und 

t  ^  pv  -\-  n 
für  die  Gleichungen  ihrer  Dm-chschnittspuncte  mit  zwei  der  drei  Coordinaten- 
Ebenen  nehmen,  so  erhalten  wir,  derselben  Voraussetzung  entsprechend,  die 


Bedingungs  -  Gleichung : 

dq 

dp 

dx 

dn 

(101) 

Durch  jede  Abwicldungsfläche  ist  gleichzeitig  eine  räumliche  Curve  und 
gegenseitig  durch  jede  räumliche  Curve  eine  Abwicklungsfläche  bestimmt. 
Die  Gleichung  (100).  ist  die  Differential-Gleichung  der  Abwicklungsflächeu ,  die 
Gleichung  (101)  die  Differential-Gleichung  der  räumlichen  Gm'ven. 

.  203.  Wir  erhalten  eine  zweite  Bestimmung  der  Abwicklungsfläclie,  wenn 
wir  uns  dieselbe  durch  eme  Ebene,  welche  durch  zwei  auf  einander  fol- 
gende Lagen  des  erzeugenden  Strahles  geht,  umhüUt  denken  und  demnach 
durch  zwei  Gleichungen  in  Plan-Coordinaten  darstellen.  Die  die  Abwick- 
lungsfläche lunhüUenden  Ebenen  gehören  als  UmhüUungsebenen  zweien 
Flächen  an. 

Wir  erhalten  eine  zweite  Bestimmung  der  räumlichen  Cm've,  wenn  wir 
uns  dieselbe  durch  einen  Puuct,  welcher  der  umhüllenden  Axe  in  zwei  auf 
einander  folgenden  Lagen  gemein  ist,  beschrieben  denken  und,  dem  ent- 
sprechend, durch  zwei  Gleichungen  in  Punct-Coordinaten  darstellen.  Eine 
räumliche  Curve  ist  der  Dm-chschnitt  zweier  durch  Puncte  bestimmter  Flächen.. 

Die  Abwicklungsfläehen  werden  durch  eine  einzige  Gleichung  in  Punct- 
Coordinaten  dargestellt.  Sie  sind  als  Linienflächen  zu  betrachten,  insofern 
wir-  uns  diese  durch  einen   Strahl  erzeugt   denken.     Die  räumlichen  Curven 
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Wi-nlfu  iliuvli  i'iiii'  i'iii/ij/i'  (Jlt-iilmii^i  iii-  IMun-Coonliimtfii  ilai-f^L-stellt.  Sie- 
sind  als  Linieiitlilclifii  /u  ln-trathti'U,  insoli-rn  wir  uns  dii-se  diinli  eint'  Axt« 
»Tzeuj^t  denken. 

204.  l)it*  Al»\vicklnn^'sHi\tlu'  kann  duivli  «mmi'  wi-itcn-  JJfscIiranknni:  in 
«'ine  K\'j,'i'lHil«ht'  ausartm.  Dann  ;.'t'lifn  alle  Strahlen  dunli  einen  Testen 
l'iuut,  den  Mittelinnat  tler  Ke^^eltliUlie.  Um  dieses  auszndriUken,  erhalten 
wir,  wenn  {.v%. //",  :")  der  Mittelpuuct  der  Ke«;elHilehe  ist.  die  drei  linearen 
1  iedin^ungs  -  Gleiehnnj^en : 

//»  =  .v;"  +  ö,   j 

.1-0  =  ,...u  +  p,  •  (102)- 

'■//"  —  *■•'"'  =  >?•  J 

Von  diesen  01eiihun<ien  bedinfjen  zwei,  vonius<^esetzt  dass  /■  und  v  cniliiche 
"W'erthe  behalten,  die  (h-itte.  Nachdem  der  feste  Punet  bestiimnt  worden  ist, 
wird  die  Kegelflilche  dnnh  eine  einzige  Com]jlex-Gleifhung  in  Strahlen-Coor- 
dinaten  dargestellt.  Nehmen  wir  für  ilen  testen  l'inict  insbesondei'e  den 
Anfangspnnct  der  Coordinaten,  so  vei"schwinden  für  alle  Strahlen  gleichzeitig 
die  drei  Coordinaten  n.  o  und  >y.  und  zur  Bestimmung  der  Kegelflilche  erhalten 
wir  dann  eine  Gleichung  zwischen  den  beitlen  ü1)rigli1r'ibeiidrii  Cooriliiiaten 
;•  und  .S-. 

Die  räumliche  Cun'e  kann  durch  eine  weitere  Beschrimkung  in  eine 
ebene  Cm've   ausarten.     Dann   liegen   alle  die  Curve   undiüllenden   Axen   in 

einer  festen  Ebene,  was,  wenn  wir  für  diese  Ebene  ( — ,:  >  -7, >      „1  nehmen, 


ihuxli  die  drei  linearen  Bediugungs- Gleichungen: 


(103) 


pil^  y/*   =    MW" 

ausgedi-ückt  wird.  Von  diesen  Gleichungen  bedingen  zwei,  vorausgesetzt, 
dass  y  mid  />  endlich  bleiben,  die  diitte.  Wenn  die  El)ene  liestimmt  ist, 
wii-d  die  Curve  in  ihr  durch  eine  einzige  Complex- Gleichung  in  Axen -Coor- 
dinaten dargestellt.  Diese  Gleichung  reducirt  sich  auf  eine  Gleichung  zwi- 
schen zwei  der  fünf  Axen -Coordinaten,  wenn  wii-  für  die  Ebene  der  CuiTe 
insbesondere  eine  der  drei  Coordinaten -Ebenen  nehmen.  Ist  diese  Ebene  FZ, 
so  verschwinden  für  alle  die  Curve  umhüllenden  Axen  die  di'ei  Coordinaten 
p,  ff,  rj,  und  wir  erhalten  für  die  umhüllte  Curve  eine  Gleichung  zwischen 
den    beiden    übrigbleibenden   Axen -Coordinaten  y  und  y.,    und    diese    beiden 


2.T* 
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Coordinaten  können  wir  auch  als  Linien -Coordinaten  in  der  Ebene  Y  Z  cou- 
struiren. 

2r)5.  Wir  können  aber  auch  eine  Kegelfläche  als  von  einer  Eliene  um- 
hüllt betrachten  und,  dem  entsprechend,  den  Mittelpunct  derselben  dm'cli 
die  Grleichung 

.r'V  +  }fu  +  r»?'  +  ;^'  =  0 
darstellen.     Dann  bestimmt  in  Verbindung  mit  dieser  Gleichung  eine  zweite 
Gleichung  in  Plan -Coordinaten  die  Kegelfläche.     Wenn  wir  den  Mittel  pimct 
derselben  zum  Anfangsi3uncte   nehmen,    wonach  die  vorstehende   Gleichung 
sich  auf 

w  =  0 
reducirt,   reicht  die  zweite  Gleichung  allein  zur  DarsteUung  der  Kegelfläche 
hin.     In  analoger  Weise  können  wii'  uns  eine  ebene  Curve  diu'ch  einen  Pmict 
beschrieben  denken  und  ilu-e  Eigene  dmx'h  die  Gleichimg 

IKv  +  M"y  +  i'"r  +  ?i)0  =  0 
darstellen.    Dann  bestimmt,  in  Verbindung  mit  dieser  Gleichung,  eine  zweite 
Gleichung  in  Punct- Coordinaten  die  ebene  Cui-ve.    Wenn  die  Cm-ve  in  einer 
der  drei  Coordinaten -Ebenen  liegt,    für  welche  wir  wiederum   VZ  nehmen 
wollen,  so  erhalten  wir  statt  der  vorstehenden  Gleichung 

X  =  0, 
und  eine  einzige  Gleichung  zwischen  den  beiden  übrigbleibenden  Pmict- Coor- 
dinaten, die  wir  in  der  Ebene  YZ  constniiren  können,   ist   zur  Darstellung 
der  Ciu've  hinreichend. 

20G.  Es  kann  nur  von  der  Ordnung  einer  Kegelfläche  die  Rede  sein, 
wenn  wir  ims  dieselbe  als  von  einer  geraden  Linie,  einem  Stralile,  beschrie- 
ben denken.  Diese  Ordnung  ist  gleich  dem  Grade  der  Gleichung,  dm'ch 
welche  die  Kegelfläche  in  Punct -Coordinaten  dargestellt  wird.  Es  kann  nur 
von  der  Classe  einer  ebenen  Curve  die  Rede  sein,  wenn  wir  uns  dieselbe 
von  einer  geraden  Linie,  einer  Axe,  umhüllt  denken.  Diese  Classe  ist  gleich 
dem  Grade  der  Gleichung,  durch  welche  die  Curve  in  Plan -Coordinaten  dar- 
gestellt wird. 

Indem  wir  in  die  Geometrie  die  gerade  Linie  als  Raumelement  ein- 
führen, und  die  gerade  Linie  einmal  als  Strahl,  das  andere  Mal  als  Axe  be- 
trachten, müssen  wii'  der  gewöhnlichen  Plan-Geometrie,  als  vollständig 
coordinirt,  eine  Punct- Geometrie  zur  Seite  stellen,  neben  Curven,  welche 
in  der  Ebene  von  Axen  umhüllt  werden ,  Kegelflächen ,  welche  durch  Strahlen 
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geliiltli't  Wfi-ilt'ii ,  ilif  (Imvli  dfii  l'uni-t  j,'i'lu'n.  hie  Kcp-IHiUlii-ii  siuil  vun 
ge^joboiiiT  Onlnun;:,  ilit- Curveii  von  gegelK'ncr  Chtssi'.  Dii«  ('lasse  einer  Kt-gi-l- 
flAclie  und  tue  Onlniing  einer  Curve  treten  als  secundilre  l{e;/nH"e  auf,  Ki-st 
wenn  wir  uns  die  ICej^eltlAclien  als  durch  Kbenen  unihnllt  denken,  W(*lche 
durch  zwei  auf  einander  folgende  erzeugende  Strahii-n  gehen,  konunf  die 
C'hisse  dei*sell)en  zur  Sprache;  sie  ist  zugleich  die  ('lasse  ihrer  Durchschnitts- 
ourven  und  ist  gleich  der  Anzahl  der  Tangt-ntial-Khenen,  welche  durch  eine, 
thin  h  den  ilittelpmict  iler  KegelHiTche  gehende,  gerade  Linie  an  diese  sich 
legen  lassen.  Erst  wenn  wir  uns  die  ehene  Ciu-ve  diuch  dm  1  »urchschnitt 
zweier  auf  einander  folgenden  undiüllendeu  Axen  Ijeschrielien  denken,  kön- 
nen wir  von  ihrer  Ordnung  sprechen.  Diese  ist  dann  zugleich  die  Ordiunig 
der  Kegelflilchen,  weiche  tlurch  (liesell>e  sich  legen  lassen  und  gleich  der 
Anzahl  der  Puncte,  in  welchen  die  Cune  von  einer  in  ihrer  Eljeue  liegenden 
geraden  Linie  geschnitten  wird. 

•JiJT.  Die  folgenden  Bemerkungen,  welche  sich  an  das  Vorstehende  an- 
kurt2)fen,  herilluen  wesentlich  die  ThcK)rie  der  Darstellung  räumlicher  Gebilde 
vermittelst  Linien  -  Coordinaten. 

AVir  müss(Mi,  um  eine  Kegt^rtiäche  in  Strahlen -(_'oordinaten  darzustellen, 
ausdrücken,  tiass  die  Strahlen,  welche  dieselbe  bilden,  durch  einen  festen 
Punct  (.1",  if,  r"),  ihren  Mittelininct ,  gehen.  Um  dieses  vollständig  zu 
en-eichen,  sind  die  Gleichimgen  (102)  alle  di'ei  nothwendig.  Wenn  wir  IjIoss 
zwei  dieser  drei  Gleichungen,  etvpa  die  beiden  ei-steu, 

//o  =  .v;"  +  o-, 

(11)4) 

nehmen,  so  drücken  dieselben  aus,  dass  der  bezügliche  Stralil  (y,  .v,  o,  o")  die- 
jenigen beiden  Linien  schneidet ,  welche  den  Punct  (.r«,  if,  r")  auf  die  ])eiden 
Coordinaten -Eben  Y Z  und  XZ  projicrren.  Es  seliliesst  dieses  die  doppelte 
geometrische  Bedingimg  ein,  dass  der  Strahl  {r,  s,  q.  o)  entweder  durch 
den  gegebenen  Punct  (.r",  y»,  z«)  geht,  oder  in  derjenigen  Ebene  liegt,  welche 
die  beiden  projicirenden  Linien  enthält  und  also  durch  den  Punct  {.ro,  i/",  z") 
geht  und  derEIiene  .V/'  parallel  ist.    Erst  dadurch,  dass  die  dritte  Gleichung 

/•y"  —  s.r"  =  7] 
hinzutritt,  fällt  die  zweite  geometrische  Deutung  der  Gleichungen  (104)  hin- 
weg und  dann  wird  ausschliesslich  ausgedrückt,   dass  der  Stralil  durch  den 
gegebenen  Pimct  geht. 

Wir  müssen,    um  eine  ebene  Cui-ve  in  Axen  -  Coordinaten  darzustellen, 
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ausdrücken,  dass  die  Axen,  welche  dieselben  umhüllen,  in  einer  festen  Ebene 

/  ;0  j/l  j,ll  \ 

—TT)  — ^ ;  — 77)   ließen.     Dazu  sind  die   Gleichunafen    (103)    alle    drei    noth- 

wendig.  •  Wenn  wir  IjIoss  zwei  dieser  drei  Cxleiehungen,  etwa  die  beiden 
ersten 

u»  =  r/r'>  +  ■/., 

nehmen,    so    wird    dm'ch    dieselben    ausgedrückt,    dass    die  bezügliche  Axe 

f  t''       ii"        v"  \ 

{/),  //,  ir,  -/.)  durch  die  Durchschnittslinien  der  gegebenen  Ebene  ( -^>  — jt'  ~~n) 

mit  den  beiden  Coordinaten  -  Ebenen  F  Z  m\(\  XZ  geht.  Diesem  wird  geome- 
trisch in  zwiefacher  Weise  entsprochen,  entweder  wenn  die  Axe  {p,  q,  n ,  x) 
in  der  gegebenen  Ebene  liegt,  oder  wenn  sie  durch  denjenigen  Punct  hin- 
durchgeht, in  welcher  die  Coordinaten -Axe  OZ  von  dieser  Ebene  geschnitten 
wird.     Die  dritte  Gleichung 

/;?<"  —  f/f"  =  >v" 
muss  hinzukommen,   um  die  zweite  geometrische  Beziehung  auszuschliessen. 

Wenn  wir  uns  nach  dem  analytischeni  Grunde  der  vorstehenden,  auf 
den  ersten  Blick  paradoxen  Relationen  fragen,  so  liegt  dersellie  darin,  dass 
die  dritte  der  Gleichungen  (102)  und  (lOo)  dann  nicht  mehr  eine  algebraische 
Folge  aus  den  beiden  ersten  ist,  wenn  r  und  s,  bezüglich  p  und  q  unendlich 
gross  werden.*) 

208.    Wenn  mit  der  Gleichung 

£i„  =  0, 
welche  einen  Linien -Coraplex  deines  lielieljigen  «.Grades  in  Strahlen -Coordi- 
naten darstelle,  die  beiden  Gleichmigen 

l/'  =  s:"  +  o, 

,,.0    =    ;-;0    _|_    p^ 


*)  Durch  die  Anwendung  homogener  Linien  -  Coordinaten  wird  das  Unendliche  vermieden.    Er- 
setzen wir  zum  Beispiel  die  beiden  ersten  der  Gleichungen  (102)  durch  die  folgenden: 

yO(z-z)  =  zHy  -y)  +  {yz  -T/'z), 
x^iz  —  z)  =  z<'(a:—x')  +  (.v'z—xz), 
so  werden  Ijeide  Gleichungen  gleichzeitig  hofriedigt,  wenn 

X  =  x".  y  =  y",  z  =  1°, 

das.  heisst,  wenn  der  Ijezügliche  Strahl  durch  den  gegebenen  Punct  geht. 
Dieselben  beiden  Gleichungen  werden  auch  dann  befriedigt,  wenn 

das  heisst,  wenn  alle  Strahlen  innerhalb  einer  mit  XF  parallelen  Ebene  liegen,   deren  Abstand   von 
dieser  Ebene  gleich  :"  ist. 
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tlü"  wie  als  zwei  liiiruiv  ('oinplex-lileicluingi'u  iui.sclicn  krmni'ii,' i^li-iiliziMti^' 
bestellen,  so  iR'lViftlrigcn  ilie  Coonliiiaten  alltT  Strahlen,  welilie  cinei-seits 
den  C'oinplex- Kegel  der  «  .  Ordnnng  liiKlen,  dessi-n  Mitlfl|innet  (•»■",  y",  2")  ist, 
inid  anderei-seits  die  Cuin|ilex-('nrve  der  //.<'la.sst'  undiilllen,  deren  Kbene, 
parallel  mit  .VI',  diuxli  den  Mitt«'lpun(t  des  Kegels  geht,  die  Vdi-stt'hi-ndcn 
■  dn-i  (JleieJumgen.  Diese  drei  Gleiehuiigi-n  stellen  also,  nel)en  di-ni  «'oni- 
plrx-Kegel,  gleichzeitig  axich  noch  liiic  Coniplex-Curve  ilar. 

Ebenso  stellt  das  System  der  Oleichnng  eines  t'omplexes  des  «.(irades 
in  Axen-Coordinaten 

'!>.  =  <» 
und  der  beiden  linearen  (ileichnngen 

11"  =  tjfi''>  -}-  y.w", 

/«  =  pr»  -f-  jiw^, 
die  wir  als  Gleichiuigen  zweier  Complexe  des  ersten  Grades  ansehen  können, 

gleichzeitig  eine  Complex-Curve,  deren  Ebene  (-;;,- >  —^,  — ^^1  ist,  mid 

eine  Complex-Kegelflilche   dar,   deren  Mittelpunct  in  dieser  Ebene  liegt. 

Zwischen  der  Kegelflilche  der  //.iirdiiimg  nnd  der  Curve  der  «.Classe, 
welche  in  dem  Vorstehenden  durch  die  drei  Coraplex-Gleichungen  dargestellt 
werden,  besteht  die  geometrische  Beziehung,  dass  die  «Seiten,  nach  welchen 
die  Kegelfläche  von  der  Ebene  der  CiuTe  geschnitten  wird,  zugleich  die- 
jenigen «Tangenten  der  Curve  sind,  welche  durch  den  Mitteljiunct  der  Kegel- 
flilche gehen. 

Durch  eine  oder  mehrere  Gleichungen  zwischen  Lin  ieii-('(, or- 
dinalen   werden    immer    nur    solche    geometrische   Gebilde    dar- 

w 

gestellt,  die  in  sich  selbst  recii)roke  sind. 

Wenn  wir,  in  dein  Falle  der  Strahlen-Coordinateu,  von  diesen  zu 
Puiict-Coordinaten  übergehen,  so  führen  wir  in  die  vorstehenden  Ent- 
wicklungen stillschweigend  die  dritte  der  drei  linearen  Gleichungen  (102 j  ein, 
und  in  der  analytischen  Darstellung  verschwimlet  jede  Spur  der  von  Strahlen 
umhüllten  Curve. 

Gehen  vnr  in  dem  Falle  der  Axen-Coordiflateu  von  diesen  zu  Phui- 
Coordinaten  über,  so  führen  wir  stillschweigend  die  dritte- der  drei  linearen 
Gleichungen  (103)  ein,  und  in  der  analytischen  Darstellung  verschwindet  jede 
Spiu'  der  von  Axen  gebildeten  Kegelfläche. 

200.    Wir  baben  bereits  als  characteristische  Eigenschaften  eines  Com- 
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plexes  des  «.Grades  die  folgenden  beiden,    in  Beziehnng   anf  einander  reei- 
proken,  aufgestellt  (Nr.  19): 

In  einem  Coniplexe  des  «.Grades  liegen  in  jeder  den  Eaum  durchziehen- 
den Ebene  unendlich  viele  Linien  desselben,  welche  eine  Curve  der  «.Classe 
umhüllen.  Diu-ch  jeden  Punct  des  Raumes  gehen  unendlich  viele  Linien  des- 
selben, welche  eine  Kegelfläche  der  «.Ordnung  bilden. 

Hieran  knüpft  sich  unmittelbar  die  doppelte  Construction  der  Flächen 
eines  Complexes  der  «.Ordnung.  Wir  können  dieselben,  nachdem  wir  irgend 
eine  feste  gerade  Linie  angenommen  haben,  einmal  als  durch  diejenigen 
Complex-Curven  «.Classe,  deren  Ebenen  dm-eh  die  feste  Linie  gehen,  ge- 
bildet, das  andere  Mal  als  dm-eh  diejenigen  Complex- Kegel,  deren  Mittel- 
puncte  auf  der  festen  Linie  liegen,  umhüllt  lietrachten. 

Nachdem  überhaupt  die  Existenz  der  Complexe  des  «.Grades  festgestellt 
ist,  können  wir  an  jede  der  beiden  obigen  characteristischen  Eigenschaften, 
die  im  Grunde  nm-  eine  einzige  sind,  die  Definition  solcher  Complexe  an- 
knüpfen, und  diese  Definition,  wenn  es  überhaupt  gestattet  ist,  das  Imagi- 
näre in  den  Bereich  der  Geometrie  hineinzuziehen,  in  gewöhnlicher  AVeise 
als  eine  geometrische  bezeichnen. 

Die  doppelte  Bestimmung  eines  Complexes  des  «.Grades  würde  ihre 
Bedeutung  verHeren  und  wir  würden  vergeblich  nach  einem  analytischen 
Ausdruck  für  den  Complex  suchen,  wenn  wir  in  der  Definition  die  Worte 
Ordnung  und  Classe  vertauschen  wollten. 

Indem  wir  Comi^lex- Flächen  vermittelst  des  Complexes,  dem  sie  an- 
gehören, bestimmen,  knüpft  sich  diese  Bestimmung  an  die  Betrachtung  von 
geraden '  Linien  und  ihren  Coordinaten.  Die  Flächen  eines  Complexes  des 
«.Grades  sind  von  gleicher  Ordnung  und  Classe,  die  wh-  durch  p  bezeichnen 
wollen.  Als  Flächen  der  />. Ordnung  lietrachten  wir  sie  als  aus  Puncten  be- 
stehend, als  von  einer  geraden  Linie  in  /;  Puncten,  von  einer  Ebene  in  einer 
Curve  />. Ordnung  geschnitten.  Als  Flächen  der;;. Classe  betrachten  wir  sie  als 
von  Ebenen  umliüllt ;  dmxh  eine  gerade  Linie  gehen  p  Ebenen  der  Fläche  und 
die  Umhüllungskegel  sind  von  der  y; .  Classe.  Die  Complex-Flächen  haben  eine 
vielfache  Linie,  in  der  ein  vielfacher  Strahl  und  eine  vielfache  Axe  zusammen- 
fallen. Die  Linie  sei  eine  w?  fache.  Dami  schneiden  sich  nach  ihr,  wenn  wir 
sie  als  Stralü  lietrachten,  «/Schalen  der  Fläche:  die  Fläche  hat  in  jedem 
Puncte  der  ««fachen  Linie  «<  Tangential -Ebenen,  Die  «;  fache  Linie  ist  der 
geometrische  Ort  von  «<  fachen   Puncten  der  Fläche  und   alle  Curven,    nach 


wiltlu-n  ilio  FliUhi'  von  KlH-nen  ^it'sclinittcn  winl,  IuiImmi  uul'  dieser  l^ini»' 
i'iiu'ii  /Ätacht'ii  Piinct.  Dk-  ///fiu-lic  Linie,  als  Axe  I »et rächtet,  ist  ein  von 
y//l'a<lK'U  Ebenen  dt-r  Klildie  nnilirtllter  Ort.  Jede  dur(  li  die  mWuhf  l,iiiii' 
jit'hende  Kbene  wird  von  der  Flilciie  in  ///  auf  dii'st  r  Linie  lie;,'enden  l'uncten 
berührt.  Jeder  l'iuut  einer  solchen  El»ene  ist  der  Mittelpunct  eines  Um- 
hillhni;^ske,L:els,  der  ///  Schalen  hat.  welche  von  der  Ebene,  die  auch  eine 
y/; lache  Ebene  des  Kej^els  ist,  nach  m  din'ch  die  ///iJen'llinni^spuncte  auf  der 
Flilche  gehenden  Kef^elseiten  beiilhrt  werden. 

211).  Die  Flilcheii  eines  t'üniplexe.s  des  zweiten  Grades  haben  eine  lii.])- 
pellinie.  Sie  werden  vom  Ebenen  in  Curven  der  vierten  Ordnunjr  ^^eschnit- 
ten  und  von  Ke^^eln  der  vierten  Classe  ninhülll.  Wenn  die  schneiilende 
Ebene  insbesondere  eine  Meridianebene  ist  und  denniiicli  durch  die  Doppel- 
linie f^eht,  so  zert'illlt  die  Durchschnitts -Curve  der  vierten  ()r<luuug  in  eine 
(_'urve  der  zweiten  Ordnunj^  und  zwei  Strahlen,  welche  in  die  Doppellinie 
zusamnient'allen.  Heti-acliten  wir  die  CuiTe  als  von  Axen  uniluillt  und  i)e- 
dienen  wir  uns  /ii  ihrer  analytischen  Dar3tellun<i  der  Linien-Coordinaten  in 
ihrer  Hliene,  so  reducirt  sich  die  Classe  dei'selbeu .  indem  jede  Spin-  der  bei- 
den zusanimeufallenden  Strahlen,  die  dem  Coniplexe  Irenul  sind,  Ibrttilllt, 
auf  die  zweite:  die  Curve  in  der  Meridianebene  wird  eine  CuiTe  des  Com- 
plexes.  Wenn  wir  andererseits  die  Mittelpimcte  der  L'inliüUungskegel  ins- 
besondere anf  der  Doppellinie  des  Complexes  zweiten  Grades  annehmen,  so 
artet  ein  solcher  Kegel,  welcher  im  Allgemeinen  von  der  vierten  Classe  ist, 
in  einen  Kegel  der  zweiten  Classe  und  zwei  nmhüUte  Axen  aus,  die  in  der 
Doppellinie  zusammenfallen.  Von  diesen  beiden  Axen  verschwindet  jede 
Spur,  wenn  war  uns  den  Kegel  durch  einen  Strahl  beschrieben  denken.  Dann 
tritt  also  der  ümhülhmgskegel  als  ein  Kegel  zweiter  Ordnung,  als  ein  Kegel 
<les  Complexes,  auf. 

211.  In  dem  allgemeinen  Falle  der  Flächen  eines  Complexes,  des  n .  Gra- 
des lösen  sich  von  ihren  Durchschnitts  -  Curven ,  weiui  ilie  schneidende  Ebene 
insbesondere  durch  die  w  fache  Linie  der  Flächen  geht,  ?//  Strahlen  ab,  welche 
in  dieser  Linie  zusammenfallen.  Wenn  wir  von  diesen  /n  Strahlen  absehen, 
reducirt  sich  die  Ordnung  der  Curve  auf  {/f  —  w).  Von  der  andern  Seite  er- 
halten wii-,  da  die  Durchschnitts -Curven,  deren  Ebenen  durch  die  ///fache 
Linie  gehen,  Complex- Curven  und  als  solche  die  allgemeinen  der  //.Classe 
sind,  für  die  Ordnung  dieser  Cm*ven  ?i{?i — 1).     Wir  finden  auf  diese  Weise: 

p  =  n{n—l)  +  ///.  (106) 

PliUker,   Geomelrie.  ^(j 
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"Wenn  wir  den  Mittelpunct  des  ümhülhingskegels  insbesondere  auf  der  7n  fachen 
Linie  der  Complex- Fläche  annehmen,  so  sondern  sieh  von  diesem  Kegel 
7?i  Axen  ab,  die  in  der  /«fachen  Linie  zusammenfallen,  und  weim  wir  von 
diesen  iti  Axen  absehen,  sinkt  die  Classe  des  UmhüUungskegels  von  />  auf 
{p  —  m).  Dann  wird  er  ein  Kegel  des  Complexes  und  ist  als  solcher  der 
allgemeine  der  «.Ordnung  und  also  vonder«(« — 1). Classe.  Wir  gelangen 
auch  auf  diesem  Wege  zu  der  vorstehenden  Gleichung,  welche  eine  Relation 
enthält  zwischen  n,  dem  Grade  des  Complexes,  dem  die  Fläche  angehört,, 
/;,  der  Ordnung  und  Classe  dieser  Fläche,  mid  m,  der  Zahl,  welche  angibt, 
wie  viele  Strahlen  einerseits  und  wie  viele  Axen  andererseits  in  der  vielfachen 
Linie  der  Fläche  zusammeufaUen. 

212.  Damit  eine  Complex -Fläche  vollständig  durch  eine  Comjjlex-Curve 
besehrieben  werde,  muss  sich  die  Meridianebene,  welche  diese  veränderliehe 
Curve  enthält,  um  die  beliebig  angenommene  vielfache  Linie  durch  ISO  Grad 
drehen.  Bei  dieser  Umdrehung  geht  die  Complex -Curve  in  einer  Ijestimmten 
AnzaU  von  Lagen  der  Meridianebene  durch  irgend  einen  gegebenen  Punct 
der  vielfachen  Linie  der  Complex-Fläche.  Diese  Anzahl  ist  zugleich  die  An- 
zahl der  Schalen  der  Fläche,  welche  auf  der  vielfachen  Linie  sich  schneiden,, 
also  gleich  m. 

Jeder  Punc-t  der  vielfachen  Linie  der  Complex-Fläche  ist  der  Mittelpunct 
eines  Complex-Kegels  der  M.Ordnung,  an  welchen  sich,  weil  er  der  allgemeine 
dieser  Ordmmg  ist,  durch  die  vielfache  Linie  n(n  —  1)  Meridianebenen  legen 
lassen,  welche  die  Kegelfläche  lierühren.  Die  n{n  —  1)  Kegelseiten,  nach 
welchen  diese  Berühiimg  stattfindet,  berühren  zugleich,  weil  sie  Linien  des 
Complexes  sind,  die  in  derselben  Meridianebene  liegenden  Meridiancurveu 
im  Mittelpuncte  des  Umhüllungskegels  auf  der  vielfachen  Linie.  Die  Zahl 
tt{n  —  1)  bestimmt  sonach  die  Anzahl  der  Meridianeurven,  welche  durch  den 
auf  der  vielfachen  Linie  beliebig  angenommenen  Mittelpunct  des  Umhüllungs- 
kegels gehen,  also  die  Anzahl  der  Schalen  der  Complex-Fläche,  welche  nach 
der  vielfachen  Linie  sich  schneiden. 

Die  vielfache  Linie  ist  eine  n{n — l)faclie. 

Jeder  Punct  der  n{n  —  l)fachen  Linie  der  Flächen  eines  Com- 
plexes des  «.Grades  ist  der  Mittelpunct  eines  Complex-Kegels 
der  «.Ordnung,  an  den  sich  durch  die  n{n  —  l)fache  Linie  der 
'Fläche  n{ii — 1)  Ebenen  legen  lassen.  Die  >i(n  —  1)  Seiten,  nach 
welchen   der  Kegel   durch   diese  Ebenen  l)erührt  wird,    berühren 


ihrerseits    ilie  «(« — 1  )CoinitU'X-Curven.    wi-ltlic    im    Mit  tcl]>iinc  te 
«les  Kegels  sich  schneiileii  in  ilifSfin   l'inicte. 

Neben  den  vorstehenden  Satz  stellt  sich  sogleich  der  tnl^^ciidc: 

Jede  Mevidiiinebene  der  FlJlcho  eines  ('(im  plcxes  des  «.ilr;i- 
des  enthillt  eine  l'omplex-Ciirve,  weliln-  die  ii{it  stäche  Liiiii- 
der  Flilche  in  dieser  Khene  in  //(// — uriincten  schneidet.  l»ie 
Tangenten  der  Ciirve  in  ilirseii  //(//  I  )  l'ii  iicten  sind  Seiten  vnn 
/<(« —  l)Coniiilex-  Keurelii.  die  li  lese  i'inicte  /  u  M i  1 1  e  1  [» u  11  c te n  haben 
und  die  Meridianebene  narh  diesen  Seiten  lierüluen. 

Wir  können  die  beiden  vorstehenden  Siltze,  die  als  die  Aussage  correla- 
tiver  ^Eigenschaften  eines  t^'oniplexes  gegenseitig  aus  einander  folgen,  auch 
unmittelbar  an  die  obige  Definition  der  Complexe  des  «.Grades  anschliessen 
lind  erhalten  dann  den  folgenden  Satz: 

Die  Anzahl  der  geraden  Linien  (Strahlen  und  Axon),  welche 
die  vielfache  Linie  einer  Complex-Flilclie  liiMen,  ist  gleich  der 
Ordnung  der  die  Flache  erzeugenden  Coniplex-Curven  und  der 
Classe  der  dieselben  umlnillenden  romplex-Kegel. 

Wir  haben 

,/,  =  «(«—  1),  (1U7) 

mithin 

/>  =  2fl(«— 1)  =  '2»/.  (108) 

Die  Flachen  eines  Complexes  der  ».Ordnung  sind  von  der  2«(«— 1). 
Ordnimg  und  Classe  und  haben  eine  «(« — l)fache  Linie. 

213.  An  die  Stelle  der  vorstehenden  geometrischen  Betrachtungen  kön- 
nen wir  eben  so  einfache  anal}'tische  setzen.  Wir  wollen  hierbei  von  den 
Flachen  der  Complexe  des  zweiten  Grades  ausgehen.  Die  Projectionen  der 
einzelnen  Meridian-Curven  solcher  Complex-Flächen  auf  Ä'Z  haben  wir  durch 
die  folgende  Gleichung  dargestellt  (Nr.  169.): 

(/''  tang-  cf  —  2  K  tang  qp  +  ^)  i»' 
+  2 [R  tang-  (f  —  0  tang  tp—  U)(w 
+  {B  tang-  rp  +  2a  tang  <p  +  C)Ci 
—  2  {Q  tang  <p  —  P)  vw  —  2  (,/  tang  (p-\-/f)/v  +  Av'-  =  0,  (1 4) 

rmd  dabei  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  alle  Meridianebenen  durch  die 
Coordinaten-Axe  OX  gehen,  imd  dass  OZ  auf  OX  senkrecht  steht.  Irgend 
ein  beliebiger  Punct  dieser  Axe  ist  zum  Anfangspunct  der  Coordinaten  ge- 
nommen worden.      Die  Ebene  der  iedesmaligen  ^lei-idian-Curve   wird  durch 
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den  Winkel  95  bestimmt,  den  dieselbe  mit  einer  festen  Meridianebene  bildet. 
Wenn  wir  imter  diesen  Voraussetzungen  in  der  vorstehenden  Gleichung  iv 
gleich  Null  setzen  und  durch  /  dividiren,  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der 
Richtung  der  Projectionen  der  beiden  durch  den  Anfangspunct  an  die  jedes- 
malige durch  (f  ])estimmte  Meridian -Curve  gelegten  Tangenten  die  folgende 
Gleichung: 

A  (y)'  -  2  (/  taug  r;  +  //)  (y)  +  [B  taug-'  9p  -  2  (?  fang  9  +  f)  =  0.     (109) 

Wenn  die  Meridian -Cm-ve  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  geht,  so 
fallen  die  beiden  durch  diesen  Punct  gehenden  Tangenten  zusammen,  was 
analytisch  dadurch  ausgedrückt  wird,  dass  die  vorstehende  in  Beziehung  auf 

(-)  quadi-atische  Gleichung  gleiche  Wurzeln  hat.     Dieses  fordert 

A{B  taug-  ^,  +  2G  tang  9)  +  <?)  —  (/fang  9-  +  Hf  =  0.  (110) 

Diese  Bedingungs- Gleichung  ist,    in   Beziehung    auf  tang  9^',    vom    zweiten 
Grade :  es  gehen  also  zwei  der  unendlich  vielen  Meridian-Cm-ven  der  Complex- 
Fläche  durch  jeden  willkürlich  auf  der  Coordinaten -Axe  OX  angenommenen 
Punct:  es  ist  diese  Axe  eine  Doppellinie  der  Complex- Fläche. 
Die  letzte  Gleichung  wird,  wenn  wir  in  derselben 

--  =  ^  tang  .1/' 
t  ^ 

setzen : 

Jtang-'V'+^  tang-9)-t-C'+2  ^'  tang9^  +  2  //tangV'+'^-^tang«/)  tangV»  =  0.  (111> 
Diese  Gleichung  ist  als  die  Gleichimg  einer  Kegelfläche  anzusehen.  V»  bedeutet 
denjenigen  Winkel,   den  eine  Seite  desselben  mit  der  Ebene  YZ,   y^  —  V'j 

den  Winkel,  den  sie  mit  OX  bildet.  Sie  gibt,  nachdem  durch  eine  beliebige 
Annahme  von  9)  die  Ebene  bestimmt  ist,  in  welcher  zwei  Seiten  des  Kegels 
liegen,  zwei  Werthe  von  ^/',  durch  welche,  in  dieser  Ebene,  die  Eichtung  der 
l^eiden  Seiten  gegel^en  ist.  Zugleich  aber  ist  9)  der  Winkel,  den  die  Pro- 
jection  dieser  Kegelseite  auf  YZ,  imd  V  der  Winkel,  den  die  Projectiou  der- 
.selben  auf  XZ  mit  der  Coordinaten- Axe  OZ  bildet;  demnach  kommt: 

tang  ii  =  r ,  tang  (f  =  s, 

und  die  Gleichung  der  Kegelfläche  geht  in  die  folgende  über: 

Ar^'  +  Bs'-  +  C  +  2^;.v  +  "IHr  +  2Jrs  =  0.  (112) 

Diesellie  Gleichung  erhalten  wir,  wenn  wir  in  der  allgemeinen  Complex- 
Gleichung  (1)  die  Linien -Coordinaten  5,  <5  und,  in  Folge  davon,  ^  gleich  Null 
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setzen.  Sie  stellt  tli'iijeiii<,'fii  Cumitiex-Ki'^jel  dsir,  dt-r  dfii  Aiifanj,'s|>uiit(  /ii 
seinem  Mittelinniete  hat. 

J14.  l)iinli  iVu-  Vcrall^enieinenin}^  dieser  IJetnielitiin^'eii  erliiilfi-ii  wir 
filr  Coniplex«'  eiius  lH'liel>i;,'eii  «.(Irades  die  IJestimimiii^'  der  Kitenen  der 
«(/<— 1) Meridian- Curveii  «.('lasse,  weUlie  im  Aidan;.'s|iimite,  einem  Iteliehi- 
gen  Pimcte  ihrer  «(«-  lifacheu  Linie,  sieh  sclmcidcn,  uiid  der  Tan^^enten 
dieser  Curven  in  ilirscui  l'unete.  Die  (Jleiehung  des  Coniplex- Kegels,  dessen 
Mittelpnnet  in  dm  Anlangsimnct  tslllt,  ergilit  sich  unmittelhar,  wenn  uii-  in 
der  allgemeinen  (deirhnng  des  Complexes  «.Grades,  wie  ulu-ii,  ij.  a  und  ,, 
gleich  Null  setzen.     Die  resnltirende  fJleichnng  des  «.Grades  in  /•  mid   v  sei 

'l'ir.s]        Ä„  =  <>; 
sie  üilit,   wenn   wir  diHrrmt  iin-n: 

Durch  Hliniiiiatiun  von  /•  aus  den  heiden  vorstehenden  tileichungen  erhalten 
wir  zur  Bestimnuing  der  Ebenen  der  «(//— 1)  im  Anfangspuncte  sich  schnei- 
denden ^[eridian-Curven  der  Complex  -  Fläche  n{n — 1)  Werthe  von  .v  und 
demna(  h  dun  li  dii'  entsprechenden  «(« — 1)  gleichen  Wurzelwerthe /•  der  vor- 
letzten Gleichung  die  Richtung  der  Tangenten  der  ^leridian  -  CuiTen  im 
Anfangspuncte. 

215.  Wir  haben  im  0.  Paragraphen  dieses  Abschnittes  auf  anahtischem 
Wege  nachgewiesen,  dass  die  Flächen  eines  Complexes  des  zweiten  Grades 
acht  Doppelpuncte  haben,  welche  paarweise  auf  den  vier  singulären 
Strahlen  liegen,  und  acht  Doppelebenen,  welche  i)aarweise  nach  den 
vier  singulären  Axen  sich  schneiden.  Wie.  die  vier  singulären  Strahlen 
die  Doppellinie  schneiden,  liegen  die  vier  singulären  Axen  mit  der  Doppel- 
liiüe  in  derselben  Eigene  und  schneiden  sie  also  ebenfalls.  Wir  wollen 
die  Ebenen,  welche  dmxh  die  Doppellinie  und  die  vier  singulären  Strah- 
len .sich  legen  lassen,  die  vier  singulären  Ebenen  der  Complex- 
Fläche  nennen,  jene  durch  .S, ,  S.,,  S.^,  S,^,  diese  durch  AV.  E^,  E-^,  E^  be- 
zeichnen. Wir  wollen  in  entsprechender  Weise  die  Durchschuittspuncte  der 
vier  singulären  Axen  mit  der  Doppellinie  die  vier  singulären  Puncte 
der  Complex-Fläche  nennen,  und  jene  durch  A^,  A.^,  A.^,  J.j,  diese  dm-ch 
/', .  1\,  /*3,  /*4  bezeichnen. 

Jeder  Strahl ,  welcher  der  Doppellinie  als  einem  Doppelstrahle  der  Com- 
plex-Fläche begegnet,  schneidet  die  Fläche,  weil  diese  von  der  «erten  Urd- 
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nung  ist,  ausserdem  nur  noch  in  zwei  Puneten.  Jeder  der  vier  singulären 
Strahlen  enthält,  ausser  dem  Puncte,  in  welchem  er  die  Doppellinie  sehnei- 
det, auch  noch  ein  Paar  von  Doppelpuncten ,  also  sechs  paarweise  zusam- 
menfallende Puncte  der  Complex  -  Fläche :  er  liegt  seiner  ganzen  Er- 
streckung nach  auf  dieser  Fläche. 

Wenn  wir  durch  die  Doppellinie,  als  Doppelstrahl  der  Complex -Fläche, 
eine  Ebene  legen,  die  wir  als  Meridian -Ebene  bezeichnet  haben,  so  wird  die 
Fläche,  weil  sie  von  der  vierten  Ordnung  ist,  von  dieser  Ebene,  ausser  in 
den  beiden  in  der  Doppelliuie  zusammenfallenden  Strahlen,  noch  in  einer 
Ciu-ve.der  zweiten  Ordnung  geschnitten.  Die  durch  einen  singulären  Strahl 
gehende  Meridianebene  ist  eine  Tangential  -  Ebene  der  Fläche ,  weil  die  .Curve 
zweiter  Ordnung  in  ihr  in  zwei  Strahlen  ausartet,  welche  in  dem  singulären 
Strahle  zusammenfallen.  Die  durch  die  vier  singulären  Strahlen 
gehenden  Meridianebenen  werden  von  der  Fläche  nach  dieseij 
Strahlen  berührt.  Die  vollständige  Dui-chschnitts- Curve  vierter  Ordnung 
artet  in  diesem  Falle  in  vier  Strahlen  aus,  welche,  paarweise,  in  dem  Doppel- 
strahle und  dem  singulären  Strahle  zusammenfallen.  Betrachten  wir  dagegen 
die  Meridian -Curve  der  vierten  Ordnung  als  eine  von  Axen  iimhüllte  Com- 
plex-Curve  zweiter  Classe,  wobei  die  beiden  in  der  Doppellinie  zusammen- 
fallenden Strahlen  ganz  ausser  Acht  bleiben ,  so  artet  diese  in  dem  vorliegen- 
den Falle  in  das  System  der  beiden  Puncte  aus,  mit  welchen  die  auf 
dem  jedesmaligen  Strahle  liegenden  Doppelpuncte  zusammenfallen.  Tangen tial- 
Ebene  der  Fläche  in  jedem  Puncte  eines  singulären  Strahles  ist  die  singulare 
Eigene,  welche  durch  diesen  Strahl  und  die  Doppellinie  geht. 

216.  Durch  jede  Axe,  welche  mit  der  Doppellinie  (Doppelaxe)  der  Com- 
plex-Fläche  in  einer  Ebene  liegt,  lassen  sich,  da  die  Fläche  von.  der  vierten 
Classe  ist,  ausser  der  durch  die  Doppellinie  gehenden  Doppelebene  nur  noch 
zwei  Ebenen  an  die  Fläche  legen.  Jede  der  vier  singulären  Axen  ent- 
hält, ausser  der  Ebene,  welche  dui-ch  die  Doppellinie  geht,  auch  noch 
ein  Paar  von  Doppelebenen:  also  sechs  paarweise  zusammenfallende  Ebenen 
der  Complex-Fläche.  In  Folge  davon  ist  jede  durch  dieselbe  gelegte 
E.bene  eine  Ebene  der  Complex-Fläche. 

Der  Umhülluugskegel  einer  Complex-Fläche  der  vierten  Classe,  welcher 
einen  Punct  der  Doppellinie  zum  Mittelpuncte  hat,  löst  sich  in  zwei  in  die 
Doppellinie  zusammenfallende  Axen  und  einen  Kegel  der  zweiten  Classe  auf. 
Die  singulären  Puncte,  P,  in  welchen  die  singulären  Axen,  A,   die  Doppel- 
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liiüi'  schni'uk'n.  siiul  die  Mittt'lpiiiiLte  von  Kt^'i-Iii  zweiter  ('lasse,  \v«'lelie  in 
zwei  Axeii  ausarten,  die  in  den  sinjrnlilren  Axen  /iisannnenrallen  und  die 
FUlrhe  in  den  sin^Mililren  l'nnrh'U  laTillu-en.  I».r  vrillstAndi;,'e  Vinhilllunfis- 
kegt'l  artet  in  diesem  Falle  in  vier  Axen  aus,  welche  paarweiso  in  der 
I)n|i|ie||inie  tnid  der  lie/üuliclien  sint^ulilren  Axe  /nsainnieiifallen.  Ket rächten 
wir  hin,i:t',i-'t'n  lU'ii  rndnlllunj.'ske<ii'l  als  einen  V(»n  Strahlen  heschrielienen 
Ke^el  zweiter  Ordinni;,',  so  artet  dei-sellie  in  ilas  System  der  hciden  Klienen 
aus,  welche  mit  den  heiden  diinli  ilii-  jedesmalige  singnlilre  Axe  flehenden 
Dopiielehenen  zusannnent'allen.  Herilhnuifispunct  auf  allen  Klienen  der  FlAclie, 
welche  ihirch  eine  sin<.'nlilre  Axe  gehen,  ist  der  singtdäre  l'uiirt.  in  welchem 
diese  Axe  die  Poiipellinie  schneidet. 

■_M7.  Eine  lieliel)ige  Kliene  schneidet  die  ('om]»lex-FI;iclie  in  einer  Curve 
vierler  Ordnung,  die  in  ihrem  Durchschnitte  mit  der  Dopitcllinie  einen  Doppel- 
punct  hat.  in  diesem  DoiVfielpuncte  sclnieiden  sich  entweder  zwei  reelle 
oder  zwei  imaginilre  Zweige  der  Cm-ve;  in  diesem  letzteivn  Falle  ist  «ler 
Doppelpunct  ein  isolirter  Punct  der  Curve.  Beim  Uebevgange  zwischen  die- 
sen beiden  Füllen  wird  er  ein  Cuspidalpunct.  Diesem  Ueliergange  entspricht, 
dass  die  Eliene  der  C'iu-ve  durch  einen  der  vier  singulilren  I'nncte  J\,  P..,  I\,  l\ 
geht,  in  welchen  die  Doiipellinie  der  Complex- Fläche  von  den  vier  singu- 
lären  Axen  .-i,,  A.,,  /I3,  ./,  geschnitten  wird.  Durch  diese  vier  Puncte  wird 
die  Döppellinie  in  vier  Segmente  /',/'■  /'.A.  l\:/\-  l\l\  getheilt,  wobei  wir 
die  beiden  äusseren,  im  riiciidlirlien  zusammenstossenden  Segmente  als  ein 
einziges  rechnen.  Es  liegt  die  Doppellinie  ganz  in  dpr  Complex- Fläche,  aber 
in  der  Weise,  dass  in  zwei  nicht  an  einander  stossenden  Segmenten  zwei 
reelle  Schalen  der  Fläche  sich  schneiden,  während  die  beiden  übrigen,  eben- 
falls nicht  an  einander  stossenden  Segmente  die  reellen  Durchschnitte  zweier 
imaginäi*en  Schalen  der  Fläche  sind.  Die  beiden  Tangenten  der  Curve  in 
ihrem  Doppelpnncte  sind  zugleich  mit  den  beiden  Tangential -Ebenen  der 
Complex -Fläche  in  diesem  Puncte  reell  oder  imaginär.  Sie  liegen  in  diesen 
beiden  Tangential -El)enen  und  drehen  sich,  in  diesen  beiden  Ebenen ,  um  den 
gemeinschaftlichen  Do]i])elpmK't ,  wenn  die  Ebene  der  Cuitc  beliebig  um  die- 
sen Punct  gedreht  wird.  Wenn  die  schneidende  Ebene  durch  einen  der  vier 
singulären  Puncte  geht,  so  ist  dieser  Punct  im  Allgemeinen  ein  Caspidal- 
punct  der  Durchschnitts- Cm-ve.  Die  beiden  Tangential -Ebenen  der  Fläche 
in  einem  solchen  Puncte  fallen  in  derjenigen  Ebene  zusammen,  welche  durch 
die  Doijpellinie  und  die  bezügliche  singulare  Axe  geht.    In  dieser  Ebene  liegen 
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die  Tangenten  aller  Durchschnitts  -  Ciu'ven  in  ihrem  gemeinschaftlichen,  mit 
dem  singulären  Puncte  zusammenfallenden  Cuspidalpuncte,  welche  Eichtung 
die  schneidende  Ebene  auch  haben  mag.  Wir  können  die  Complex- Fläche 
diu'ch  eine  veränderliche  Ciu-ve  vierter  Ordnung  mit  einem  Ouspidalpunct, 
welche  wh'  um  die  Tangente  in  diesem  Puncte  sich  drehen  lassen,  besclu^ei- 
ben.  Diese  Tangente  kann  in  der  Tangential -Ebene  der  Fläche  alle  mög- 
lichen Richtungen  haben;  wenn  sie  insbesondere  mit  der  singulären  Axe 
zusammenfällt,  hat  die  Dm-chschnitts - Curve ,  wie  auch  ihre  Ebene  um  diese 
Axe  sich  drehen  mag,  in  allen  Lagen  derselben  zwei  Zweige,  welche  sich 
auf  der  singulären  Axe  in  dem  singulären  Puncte  berühren.  Wenn  die  um 
die  singulare  Axe  sich  drehende  Ebene  insbesondere  mit  einer  derjenigen 
beiden  Ebenen  zusammenfällt,  in  welche  der  umhüllende  Complex -Kegel, 
wenn  sein  Mittelpunct  in  den  singulären  Pnnct  fällt,  ausartet,  so  löst  sich 
die  in  ihr  liegende  Cm-ve  der  vierten  Ordnung  in  zwei  Curven  der  zweiten 
Ordnung  auf,  welche  in  diejenigen  Curven  zweiter  Ordnung  zusammenfallen, 
nach  deren  ganzer  Erstreckung  die  Fläche  von  der  Ebene  lierührt  wird. 
Diese  Curve  berührt  die  singulare  Axe  in  dem  singulären  Puncte.  Wenn 
endlich  die  um  die  singulare  Axe  sich  drehende  Ebene  zugleich  durch  die 
Doppellinie  geht,  löst  sich  die  Durchschnitts -Curve  vierter  Ordnung  in  eine 
Curve  zweiter  Ordnung  und  zwei  in  der  Doppellinie  zusammenfallende  gerade 
Linien  auf,  die  eine  zweite  Curve  zweiter  Ordnung  vertreten,  welche  die 
erste  im  singidären  Puncto  berührt. 

218.  Jeder  Punct  des  Raumes  ist  der  Mittelpunct  eines  Kegels  der  vier- 
ten Classe,  welcher  die  Complex-Fläche  umhüllt  und  diejenige  Meridian-Ebene, 
welche  durch  den  Punct  geht,  zur  Doppelebene  hat.  Diese  Doppel  ebene  wird 
entweder  von  zwei  reellen  Schalen  der  Kegelfläche  nach  zwei  reellen  Seiten 
derselben  berührt,  oder  diese  beiden  Schalen  sind  imaginär  und  mit  ihnen 
die  beiden  Seiten  des  Kegels.  In  diesem  letztern  Falle  ist  der  Doppelcontact 
ein  imaginärer:  die  Doppelebene  ist  eine  isolirte.  Die  beiden  Seiten,  nach 
welchen  der  UmhüUuugskegel  die  Doppelebene  berührt,  schneiden  die  Doppel- 
linie der  Complex-Fläche  in  zwei  Puncten:  in  diesen  beiden  Puncten  wird 
diese  Fläche  von  der  Doppelebene  berührt.  Zu  den  Meridian-Ebenen  gehören 
die  vier  singulären  Ebenen  Ey,  E2,  E-^,  E^,  welche  die  vier  singulären  Strah- 
len Sy,  So,  S3,  Si  der  Complex-Fläche  enthalten.  Sie  theilen  den  unendlichen 
Ramn  in  vier  Raumsegmente  E^E-^,  E^E^,  E^E^,  E^E^,  deren  jedes  durch 
zwei  auf  einander  folgende  singulare  Ebenen  begrenzt  wird  imd   aiis   zwei 
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TlifilfU  lic'-steht,  wi'klu'  im  UnfiuUithfii  /usiiiiiiiu-nstussfii.  Wenn  (K-r  .Mittd- 
puncb  des  Umhnllungski*gi.*Is  von  t'inein  «It-r  virr  Itauinsf^inc-ntf  iliircl»  «'ine 
siu^uliViv  Klient'  himlunli  in  «las  anliegende  Kaunisegnient  liinilliertritt ,  wird 
der  trajj;liclu'  Kegel,  hei  einer  der  lieideii  Lagen  seines  Mittelpnnetes,  narli 
zweien  seiner  Seiten  berührt,  Wilhreiid  bei  der  andern  l^age  seines  Millel- 
punctes  die  dun  li  diesen  gehende  Mi-riihan- Ebene  eine  isolii-t*»  Doppeleltene 
ist.  In  dem  Uebergangsfalle,  \vm  di-r  Mittelpunct  de,s  UnduUlnngskegels  in 
die  singiililre  Eliene  selbst  tilllt,  osculirt  diese  Ebene  den  Undiilllungskegel: 
sie  ist  eine  Inflexionsehene  dessellien,  welche  ihn  zugleirli  Iierilhrt  nnd  schnei- 
det. Wenn  der  Mittelpunet  des  Umhi'Ulungskegels  in  dersellien  .Meriiiian-Kliene 
seine  Lage  ilndert,  so  drehen  sieh  in  dieser  Eljene  die  l)eiden  Seiten,  naeh 
welchen  der  Kegel  von  dieser  Eliene  henlhrt  wird,  um  zwei  feste  Puncte  der 
Doppellinie,  in  weklu'n  die  Complex  -  Flüche  von  der  Meridian -Ebene  berilhrt 
wird.  Wenn  die  Meridian-Ebene  um  die  Dop|»ellinie  sich  dreht,  ilndern  die 
beiden  Berfdn-ungspuncte  anf  dieser  Linie  ihiv  Lage.  Sie  fallen  insbesondere, 
wenn  der  Mittelpunet  des  Undulllnngskegels  in  einer  der  vier  singulilren 
Ebenen  angenommen  wird,  in  di-mjenigen  Puncte  zusammen,  in  welchem  der 
bezügliche  singulare  Strahl  in  «lie  Doppellinie  einschneidet.  W  ii-  krHuicii  eine 
Complex-Fläche  durch  einen  veränderlichen  Kegel  vierto-  <>r(hiung  uiidn'dlen, 
der  eine  gegebene  Ebene  zur  Inflexionseljene  hat  und  dessen  Mittelpunet  auf 
einer  geraden  Linie  in  dieser  Ebene  fortrückt.  Die  gegebene  E!»ene  wird 
dann  die  singidäre  Ebene  der  Complex-Fläche  und  die  gegebene  Linie  in  ilu- 
schneidet  die  Doppellinie  in  demselben  Puncte,  in  welchem  sie  von  dem  be- 
züglichen Stralile  geschnitten  ^\  ii-d.  Wemi  insbesondere  noch  der  Mittelpunet 
des  UmhüUung-skegels  in  der  singiüilren  Ebene  auf  dem  singulilren  Strahle 
liegt  und  auf  demselben  fortrückt,  so  hat  der  fragliche  Kegel  in  allen  Lagen 
seines  Mittelpunctes  zwei  Schalen,  welcbe  die  singulare  Ebene  nach  dem 
singuläreu  Strahle  berühren.  Nur  dann,  wenn  der  Mittelpunet  auf  diesem 
Strahle,  der  durch  zwei  der  acht  Doppelpuncte  geht,  in  einem  dieser  beiden 
Doppelpuncte  angenommen  wird,  löst  sich  der  Umhüllungskegel  vierter  Classe 
in  zwei  Kegel  zweiter  Classe  auf,  welche  in  dem  Berührungskegel  des  Doppel- 
punctes  zusammenfallen.  Dieser  Kegel  hat  den  singiüären  Strahl  zu  einer 
seiner  Seiten,  und  würd  nach  demselben  von  der  liezüglichcn  singuläreu 
Ebene  berührt. 

210.    Jeder  Punct   des  Raumes   ist  der  Mittelpunet   eines  Umhüllungs- 
kegels  der  Complex-Fläche,    welcher  acht  Doppelseiten  hat,    die  durch  die 

Pliickcr,  Gcomclric.  ,  —  ' 
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acht  Doppelpunete  der  Fläche  gehen.  Alle  Curven,  nach  welchen  die  Fläche 
von  umschriebenen  Kegeln  berühx-t  wird,  haben  die  acht  Doppelpunete  der 
Fläche  auch  zu  iliren  Doppelpuncteu.  Diese  Eelation  besteht  auch  dann, 
wenn  der  Mittelpunct  des  Kegels  in  die  Doppellinie  der  Fläche  fällt.  Dann 
aber  sondern  sich  von  der  Kegelfläche,  die  als  Kegelfläche  vierter  Classe  mit 
einer  durch  die  Doppellinie  gehenden  Doppelebene  im  Allgemeinen  von  der 
zehnten  Ordnung  ist,  vier  Paare  von  Ebenen,  welche  mit  den  vier  singulären 
Ebenen  der  Fläche  zusammenfallen,  ab,  wonach  nur  noch  ein  Kegel  der 
zweiten  Ordnung  übrig  bleibt.  Die  Beiaihiirngs-Curve  dieses  Kegels  geht 
durch  die  acht  Doppelpunete  der  Fläche  vmd  wird  von  jeder  der  vier  singu- 
lären Ebenen  in  zwei  dieser  Puncte  geschnitten. 

Wenn  wir,  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Vorstehenden ,  die  Fläche  von 
einem  Puncte  aus,  der  auf  ihrer  Doppellinie  liegt  und  auf  dieser  beliebig 
bis  ins  Unendliche  fortrücken  kann,  auf  eine  beliebige  Ebene  projiciren  (wir 
können  ziu-  Veranschaulichung  den  Schattenriss  der  Fläche  nehmen,  die  wir 
von  einem  Puncte  ihrer  DoppeUinie  aus  beleuchten),  so  erhalten  wir  einen 
Kegelschnitt,  der  mit  der  Lagen-Aenderung  des  Punctes  auf  der  Doppellinie 
fortwährend  sich  ändert,  und  zugleich  vier  gerade  Linien,  die  ihre  Lage  be- 
halten. Diese  sind  die  Projectionen  der  vier  singidären  Strahlen,  oder  auch, 
was  dasselbe  heisst,  die  Dui-chschnittslinien  der  Bildebene  mit  den  vier  singu- 
lären Ebenen  der  Fläche.  Sie  gehen  sämmtlich  durch  denjenigen  Punct,  in 
welchem  die  Doppellinie  der  Fläche  die  Bildebene  triff't,  und  schneiden  den 
Kegelschnitt  in  den  Projectionen  der  acht  Doppelpunete.  Wenn  der  Mittel- 
punct des  umschriebenen  Kegels  aus  der  Doppellinie  herausrückt,  formt  sich 
das  System  des  Kegelschnitts  und  der  vier  geraden  Linien  in  eine  Curve  mit 
acht  Doppelpuncteu  um. 

Wenn  insbesondere  der  Mittelpunct  des  umschriebeneu  Kegels  zweiter 
Ordnung  in  einen  der  vier  singulären  Puncte  der  Complex-Fläche  fällt  und 
in  Folge  davon  in  ein  System  von  zwei  Ebenen  sich  auflöst,  so  zerfällt  die 
räumliche  Berülirimgs-Curve  vierter  Ordnung  in  zwei  ebene  Curven  zweiter 
Ordnung.  Auf  diese  beiden  Curven  vertheilen  sich  dann  die  acht  Doppel- 
I)uncte  der  Fläche. 

220.  Jede  Ebene  schneidet  die  Complex-Fläche  in  einer  Curve,  welche 
von  der  vierten  Ordnung  und  zugleich,  weil  sie  auf  der  DoppeUinie  der  Fläche 
einen  Doppelpunct  hat,  von  der  zehnten  Classe  ist.  Die  Tangential -Ebenen 
der  Fläche  in  Puncten  der  Durchschnitts-Curve  bestimmen  eine  Abwicklungs- 
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Hilrlu'.  Alle  solche  At>\\  icklimgsHilclKMi  Imlii'ii  ilir  mlit  ItojijielfljL'iu'ii  ili-r 
Coiiipk'X-Fliltlie  auth  zu  den  ihrigen.  Die  r)urc'lis(.Iniitt.s-('urve  wird  von  ulleu 
Axen  uinhnilt,  nach  welchen  ihre  Khene  von  «Icn  l'nihüllungselienen  der  Al)- 
wieklnngsHilehe  geschnitten  wird;  die  Durchschnittslinieu  mit  den  acht  I»o|)|irl- 
clii-nen  sind  Doppchixen  der  Durihschnitts-Curve.  l)iesi-  Kt-hitionen  hestehen 
auch  daiui  noch  fort,  wenn  die  schtieidentlo  Khene  durch  die  iKipitellinie  der 
Coniplex-Flilche  geht.  Dann  sondern  sich  von  der  Durchsihnitts-Curve  in  ihr 
acht  Puncte  ab,  welche  paarweise  in  «leii  vier  auf  der  Dopiidlinie  liegen- 
den singidilren  Puncten  zusammenfallen.  un<l  es  bleil)t  nur  noch  eine  Curve 
zweiter  Classe,  die  zugleich  der  Coni])lex-Fiiiche  und  dem  (.'omplexe  angehört, 
ülirig.  Diese  Cui've  wird  von  den  acht  Durchschnitten  mit  den  acht  Doppel- 
ehenen,  welche  jtaarweise  in  den  vier  singulären  Puncten  auf  der  Doi)i)ellinie 
sich  schneiden,  unilnlllt.  Wenn  die  sehneidende  Ebene  insbesondere  mit  einer 
der  vier  singulilren  Ebenen  der  FhUhe  zxisammenfilllt,  so  löst  sich  die  Curve 
zweiter  Classe  in  zwei  Puncte,  welche  mit  zwei  Doppeli)uncten  der  Complex- 
Fli'lche  zusammenfallen,  die  Abwicklungsflilche  vierter  Classe  in  die  ])eiden 
Benihrungskegel  zweiter  Classe  in  diesen  beiden  Puncten  auf.  Dann  geht  jede 
von  zwei  zusaminongehörigenDojipelebenen  durch  einen  der  beiden  l)oppelpuncte. 
221.  Durch  die  be-schrilnkende  Bediugiuig,  dass  keine  Doppelebeue  zwei 
solche  Doppeli)uncte  enthalten  kann,  welche  auf  demselben  f^ingiüären  Strahle 
liegen,  mid  ebenso,  dass  durch  keinen  Doppeliiuu et  zwei  solche  Doi^pelebenen 
gehen  können,  welche  nach  dei-selben  singulilren  Axe  sich  schneiden,  ist  un- 
mittelbar einerseits  die  Yertheilung  der  acht  Doppelpuncte  zu  vier  und  \-ier 
auf  je  zwei  nach  derselben  singulilren  Axe  sich  schneidenden  Doppeleljenen 
gegeben,  so  wie  andererseits  die  Vertheilung  der  acht  Doppelel^enen  zu  vier 
und  vier,  welche  diu-ch  je  zwei  Doppelpuncte  gehen,  die  auf  demselben  singu- 
lären Strahle  liegen. 

"Wir  wollen  die  vier  singulären  Strahlen  durch  die  Symljole 
(1,  2),         (3,  4),         (5,  G),         (7,  ^) 
und  die  Doppelpuncte  auf  ihnen  durch 

1,     2,     3,     4,     5,     G,     7,     8 
bezeichnen.     Wir  erhalten  die  folgenden  acht  Gruppen  von  Puncten: 

(1,  3,  5,  7),  (2,  4,  G,  8), 

(1,  3,  6,  8),  (2,  4,  5,  7), 

(1,  5,  4,  8),  (2,  6,  3,  7),  ^     "^ 

(1,  7,  4,  6j,  (2,  8,  3,  5). 

27* 
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In  keiner  der  Grujjpen  kommen  zwei  Doppelpimcte  vor,  die  auf  demselben 
Strahle  liegen.  Je  zwei  neben  einander  gestellte  Gruppen  enthalten  sämmt- 
liche  acht  Doppelpuncte.  Die  vier  Doppelpuncte  emer  der  beiden  Gruppen 
liegen  auf  einer,  die  vier  der  andern  auf  der  andern  zweier  Doppel  ebenen, 
welche  auf  einer  singulären  Axe  sich  schneiden.  In  derselben  Aufeinander- 
folge wollen  wir,  zur  Bezeichmmg  der 'acht  Doppelebenen,  statt  der  vor- 
stehenden die  folgenden  einfachem  nehmen: 

I,  n, 

m,  IV, 

V,  VI, 

VII,  vm. 

Dann  sind 

(I,  H),      (m,  IV),      (V,  VI),      (VII,  vni) 

die  Symbole  für  die  vier  singulären  Axen ,  auf  welchen  die  acht  Doppelebenen 
I  und  n,  m  und  IV,  V  und  VI,  VII  und  VIII  sich  schneiden.  Aus  dem 
Schema  (113)  erhalten  wir  unmittelbar  für  die  Vertheüung  der  acht  Doppel- 
ebenen in  Gnippen  von  vier  solcher  Ebenen,  die  durch  denselben  Doppel- 
punct  gehen,  das  folgende  Schema: 

(I,  m,  V,  VII), 
(I,  m,  VI,  vm), 
a,    V,  IV,  vni), 

(I,  VII,  IV,      VI), 

Die  vier  Doppelebenen  der  vorstehenden  acht  Gruppen  schneiden  sich  bezüg- 
lich in  den  acht  Doppelimncten ,   die  wir  früher  durch  die  SjTubole 

1,  2, 

3,  4, 

5,  6, 

7,  8 

bezeichnet  haben.  Diese  acht  Doppelpuncte  liegen  paarweise  auf  den  vier 
singulären  Strahlen  der  Complex- Fläche,  deren  Symbole  (1,  2),  (3,  4),  (5,  G), 
(7,  8)  sind. 

Wenn  also  die  acht  Doppelpuncte  der  Fläche  gegeben  sind,  so  erhalten 

wir    unmittelbar  die   acht  Doppelebenen    derselben   und,    umgekehrt,    wenn 

diese   gegeben   sind,  jene.     Es  liegt   in  den  acht  Puncten  und  acht  Ebenen 

ein  merkwürdiges,  in  sich  selbst  polar -reciprokes,  geometrisches  Gebüde  vor. 

222.   Wenn  wir  diurch  die  Doppellinie  einer  Complex-Fläche  eine  beliebige 


(11, 

IV, 

VI, 

vni),   1 

(11, 

IV, 

V, 

VII), 

(H, 

VI, 

m, 

VE), 

(n, 

VQI, 

m. 

V).    J 

(114) 
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Klifiu'  Ifj^fii  uiiil  iiut  (IfiNclItfii  fiiifii  l'iiiut  l)t'licl)i;,'  amicliuu'n,  so  lic^'t  in 
iliT  Ebi-ne  eine  ('oiiiiilex-Curve  zweit«-!*  Cla.s.se  und  der  I'imct  ist  der  Mittd- 
punct  eines  Comijli'x-Kej^els  zweiter  Ordnun«,'.  Zwfi  Seiten  <U-.  Kegels  sind 
zwei  Tanf^enten  dt-r  Ciiivc.  Die  Pnlarebene  <ler  I)()|i|)flliMic  in  Hi-zielnin^  auf 
den  Kej^el  geht  diiriii  den  l'iil  dei"seH)en  Doppcllinii-  in  Hr/icinuig  iinl  die 
Cnrvi'.  Diese  Uezidnni^'  liestrlit  i'mi .  wie  luicli  die  Klu-nr  di-rCiirv«-  um  dii- 
l)oj)[it'llinie  sich  (hviien,  wie  aurh  der  .Mitteliiuuc.t  di-s  Kegels  auf  dieser 
Duppellinie  seine  Lage  ändern  mag.  Daraus  folgt  auf  geoinetrisciiem  Wege 
unmittelbar,  was  wir  früher  schon  anixlytisch  bewiesen  lialMH,  dass  die  l'ule 
der  Doppellinie  einer  Coniplex- Flache  in  Beziehung  auf  alle  Meriilian-Cui'ven 
dei"selben  in  gerader  Linie  liegen,  und  dass  sich,  nach  derselben  geraden 
Linie,  die  Polarebenen  der  Doppellinie  in  Beziehung  auf  alle  ums(hriel>enen 
Coniplex- Kegel  schneiden.  Wir  haben  diese  Linie  die  Polare  der  Com- 
plex-Flilche  genannt.  Zur  Bestinimung  derselben  In-auchen  wir  bloss  die 
beiden  Pole  der  Doppellinie  in  Beziehung  auf  irgeml  zwei  Meridian -CuiTen 
der  Fläche  zu  constniiren,  oder  die  beiden  Polarebeneii  der  l)oi)j)ellinii'  in 
Beziehmig  auf  irgend  zwei  der  Fläche  umschriebene  Coniplex -Kegel. 

Nehmen  wir  einerseits  statt  der  Meridian -Ciirveii  diejenigen  beiden  auf 
einem  siugidären  Strahle  liegenden  Puucte,  in  welciie  die  Curveu  ausarten, 
wenn  ihre  Ebene  insbesondere  mit  einer  der  vier  singulären  Ebenen  der 
Complex- Fläche  zusammenfällt,  uml  nuderei-seits,  statt  der  umschriebenen 
Complex- Kegel,  diejenigen  beiden  nach  einer  singidären  Axe  sich  schneiden- 
den Ebenen,  in  welche  die  Kegel  ausarten,  wenn  ihr  Mittelpunct  in  einen 
der  vier  singulären  Puncte  der  Complex -Fläche  fällt,  so  ergeben  sich  un- 
mittelbar die  folgenden  Sätze. 

Die  Polare  einer  Complex-Fläche  schneidet,  wie  die  Doppel- 
linie derselben,  die  vier  singulären  Strahlen  und  die  vier  singu- 
lären Axen  derselben.  Jeder  singulare  Strahl  wird  in  den  bei- 
den Doppelpuncten  der  Fläche,  welche  er  vei-bindet,  und  in  den 
beiden  Durchschnitten  mit  Doppellinie  und  Polaren  harmonisch 
getheilt.  Die  beiden  Doppelebenen,  welche  nach  jeder  singu- 
lären Axe  sich  schneiden,  und  die  beiden  Ebenen,  welche  durch 
diese  Axe  und  durch  Doppellinie  und  Polare  gehen,  bilden  ein 
System  von  vier  harmonischen  Ebenen. 

223.  Die  sämmtlichen  Singularitäten  einer  Complex-Fläche  sind  in  linearer 
Weise  bestimmt,    wenn   wir  die   Doppellinie,    die   Polare   und  drei  Doppel- 
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pmicte  1,  3,  5  oder,  statt  derselben,  drei  Doppelebenen  I,  III,  V  der  Fläche 
kennen.  Vorausgesetzt  wird  hierbei  liloss,  dass  nicht  zwei  Doppelpuncte  auf 
demselben  singulären  Stralile  liegen,  nicht  zwei  Doppelebenen  nach  dersellien 
singulären  Axe  sich  schneiden. 

Durch  die  drei  gegebenen  Puucte  können  wir  ckei  gerade  Linien  legen, 
welche  die  Doppellinie  und  die  Polare  schneiden.  Diese  drei  geraden  Linien, 
di-ei  singulare  Strahlen  der  Fläche ,  gehen  durch  die  drei  zugehörigen  Doppel- 
puncte 2 ,  4 ,  ß ,  die  wh-  nach  der  vorigen  Niunmer  unmittelbar  erhalten.  Es 
bleiben  hiernach  nur  noch  zwei  der  acht  Doppelpuncte,  deren  Symbole  wir 
zur  Unterscheidung  einklammem  wollen,  unbekannt.  Die  bekannten  sechs 
Dopi^elpmicte  genügen  zur  Bestimmung  der  sämmtlichen  acht  Doppelebenen 
(Nr.  221.): 

(1,  3,  5,  (7))  ^      I,  (2,  4,  6,  (8))  ^      II, 

(1,  3,  6,  (8))  EE  m,  (2,  4,  5,  (7))  ^     IV, 

(1,  5,  4,  (8))  ^    V,  (2,  6,  3,  (7))  =     VI, 

(1,  4,  6,  (7))  =.Vn,  (2,  3,  5,  (8))  ^eeeVIU, 

die  sich  paarweise  auf  den  vier  singulären  Axen  sehneiden.     In  jeder  der 

acht  Doppelebenen  erhalten  wir  unmittelbar  und  in  linearer  Weise  die  Be- 

rührungs-Curve,    welche  durch  drei  bekannte  Doppelpuncte  geht  und  über- 

diess  die  bezügliche  singulare  Axe  in  ihrem  Durchschnitte  mit  der  Doppellinie 

berührt.    Vier  der  acht  Doppel  ebenen  I ,  IV,  VI ,  VII  schneiden  sich  in  einem 

der  l)eiden  bisher  noch  unbekannten  Doppelpuncte,   in  (7),   die  übrigen  vier 

II,  in,  V,  Vm  in  dem  andern  (8).      Somit   ist   auch  der  vierte   singulare 

Strahl  bestimmt. 

Wenn  wir  von  den  di-ei  Doppelebenen  l,  III,  V  als  gegeben  ausgehen, 
so  sind  diejenigen  drei  geraden  Linien,  welche  die  Puucte  verbinden,  in 
welchen  diese  drei  Ebenen  die  Doppellinie  und  die  Polare  schneiden,  drei 
singulare  Axen  der  Fläche,  und  wir  erhalten,  nach  der  vorigen  Nummer, 
sogleich  die  drei  neuen  Doppelebenen  II ,  IV ,  VI ,  welche  die  drei  gegebeneu 
nach  diesen  drei  singulären  Axen  schneiden.  Die  drei  Paare  von  Doi^pel- 
ebenen  genügen,  nach  der  221.  Nummer,  zur  Bestimmxmg  der  acht  Doppel-- 
puncte  und  der  acht  Berührungskegel  in  den  acht  Doppelpuncten.  Die  bei- 
den noch  imbekannten  Doppelebenen  VE  und  VIII  sind  dadm-ch  bestimmt, 
dass  sie  die  acht  Doppelpmicte  zu  vier  imd  vier  enthalten;  ihr  Durchschnitt 
ist  die  vierte  singulare  Axe. 

Das  bereits  am  Ende  der  221.  Nummer  bezeichnete  merkwürdige  geome- 
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trische  Gebilde  lilsst  siih  liicniiuh  vemiittelst  der  I)n|»|M'lliiiie  und  tler  rtihin« 
der  FliUhe  —  beide  Linien  stehen  zu  deniscllicn  ni  vollkoiumen  nleielitr  15c- 
zichunji  —  und  dreii-r  l'unrte  (xler  KItenen  desselben  coastruirtMi.  Itii-ses 
(irliildc  liilii'^'t  hiernacli   von 
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Constanten  uli.  Von  eben  so  vielen  Constanten  üImt  liiln^'t  die  all^xi-nifini' 
Coniplex - KliUhe  sellist  ab.  Diese  Flilclie  ist  liestimint,  wenn  das  von  iln- 
al)hilnjfige  geometrische  (iel)ilde-es  ist. 

■-'24.  An  das  Voi-stchende  kinlpfi'u  sich  lienierkenswerthe  lineare  C'on- 
structionen  der  allgemeinen  Comiilcx- FliUhe,  wenn  «lie  l)<>]i|icllini<',  die  Po- 
lare und  entweder  drei  Doppelpuncte  oder  drei  Doppelebcncn  dcrsi-lbcii  ge- 
geben sind. 

Bestinmiung  der  Complex-CuiTe  in  einer  lieliebigen  Meridian -Ebene. 
Erste  Constmction.  Man  construire  die  acht  Doppelebenen.  Fine  Meri- 
dian-Ebene schneidet  diese  acht  Doppelebenen  nach  acht  geraden  Linien, 
welche  von  der  Complex-Cnrve  in  dersell)en  berührt  werden.  Fünf  dieser 
geraden  Linien  sind  zur  linearen  Bestinmiung  der  Curve  hinreichend. 
Zweite  Constmction.  Man  construire  in  den  acht  Dopjjel ebenen  die  acht 
Beriihnings  -  CmTen.  Eine  Meridian -Ebene  schneidet  die  acht  IJeiülninigs- 
Ciu-ven,  abgesehen  von  den  acht  paarweise  in  den  vier  singiilären  l'uucten 
zusammenfallenden  Puncten,  ausserdem  noch  in  acht  Pimcten.  Diese  acht 
Pmicte  liegen  auf  der  Complex-Cune  in  der  Meridian -Ebene.  Fünf  der- 
selben reichen  zin-  linearen  Bestinnnung  der  Curve  hin.  Nach  der  ersten 
Constmction  erhalten  wir  in  jeder  Meridian-Ebene  die  acht  Tangenten,  welche 
von  den  vier  singidären  Pimcten  aus  an  die  Curve  sich  legen  lassen,  nach 
der  zweiten  Constiiiction  die  Bei-ühningspimcte  auf  diesen  Tangenten. 

Bestimmung  des  Complex- Kegels,  dessen  Mittelpunct  beliebig  auf  der 
Doppellinie  angenommen  wird.  Erste  Constmction.  Man  construii-e  die 
acht  Doppelpimcte  der  Fläche.  Diejenigen  acht  geraden  Linien,  welche  den 
angenommenen  Mittelpunct  mit  diesen  acht  Doppelpmicten  verbinden,  sind 
acht  Seiten  des  Complex -Kegels,  welcher  dm-cli  fünf  dieser  Seiten  auf  lineare 
Weise  bestimmt  ist.  Zweite  Constmction.  Mau  construire  in  den  acht 
Doppelpuncten  die  acht  Berühnings -Kegel.  Von  dem  auf  der  Doppellinie 
beliebig  angenommenen  Mittelpuncte  aus  lassen  sieh  an  jeden  der  acht  Be- 
rührmigs-Kegel  z^vei  Taugential-Ebenen  legen.  Von  den  sechszehn  Tangential- 
Ebenen  fallen  viermal  zwei  in  den  vier  singiüären  Ebenen  zusammen.     Die 
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übrigen  acht  nicht  durch  die  DoppelUuie  gehenden  Tangential -Ebenen  der 
acht  Berühi'ungs  -  Kegel  werden  von  dem  Complex- Kegel  berührt,  der  durch 
fünf  dieser  Ebenen  in  linearer  Weise  bestimmt  ist.  In  der  ersten  Con- 
struction  wh'd  der  Complex -Kegel  durch  acht  seiner  Seiten,  die  paarweise  in 
den  vier  singuläreu  Ebenen  liegen,  in  der  zweiten  Construction  durch  die 
Ebenen,  welche  denselben  nach  diesen  Seiten  berühren,  bestimmt. 

Um  hiernach  die  Fläche  selbst  zu  beschreiben,  brauchen  wir  bloss  die 
für  jede  beliebige  Lage  der  Meridian- Ebene -bestimmte  Curve  zweiter  Classe 
und  Ordnung  um  die  Doppellinie  sich  drehen  zu  lassen.  Um  dieselbe  Fläche 
durch  einen  Complex  -  Kegel  zweiter  Ordnung  und  Classe  zu  umhüllen,  der 
für  jede  Lage  seines  Mittelpunctes  bestimmt  ist,  brauchen  wir  bloss  diesen 
Mitteli^unct  auf  der  Doppellinie  fortrücken  zu  lassen. 

225.  Die  vorstehenden  Erörterungen  über  die  Singularitäten  der  Com- 
plex-Flächen  der  allgemeinen  Art  übertragen  sich  sogleich  auf  den  besondern 
Fall,  dass  irgend  eine  Linie,  die  dem  Complexe  angehört,  zur  Doppellinie 
der  Fläche  genommen  wird.  Dann  wird  einerseits  die  Doppellinie  von  allen 
Meridian -Curven  der  Fläche  berührt  und  andererseits  fällt  eine  gemeinschaft- 
liche Seite  aller  umschriebenen  Complex  -  Kegel  in  die  Doppellinie.  Doppel- 
linie  und  Polare  der  Fläche  fallen  in  einer,  geraden  Linie  zu- 
sammen. 

In  dem  allgemeinen  Falle  gibt  es  keinen  directen  Uebergang  von  Meri- 
dian-Curven,  welche  die  Doppellinie  schneiden,  zu  solchen,  welche  sie  nicht 
schneiden;  gäbe  es  eine  einzige  solcher  Curven,  welche  die  Doppellinie  be- 
rührte, so  gehörte  diese  Linie  dem  Complex  an  und  würde  dann  von  allen 
Meridian- Curven  berührt.  Ebensowenig  gibt  es  einen  directen  Uebergang 
von  umschriebeneu  Complex -Kegeln,  ausserhalb  welcher  die  Dopiiellinie  liegt, 
zu  Complex -Kegeln,  innerhalb  welcher  dieselbe  liegt.  In  den  Flächen  der 
besondern  Art  sind  alle  Meridian -Cui-ven  reell  rmd  keiner  der  umschriebenen 
Complex  -  Kegel  reducirt  sich  auf  einen  Punct. 

226.  Während  die  Doioj^ellinie  von  einer  um  dieselbe  sich  drehenden 
Meridian  -  Ebene  umhüllt  wird,  wird  sie  zugleich  beschrieben  von  dem  Puncte, 
in  welchem  sie  von  der  in  der  Meridian  -  Ebene  liegenden  Complex  -  Curve 
berührt  wird.  Jede  Linie,  welche  in  einer  beliebigen  Lage  der  Meridian- 
Ebene  durch  den  Berührungspunct  geht,  schneidet  die  Fläche  in  vier  Puncten, 
von  welchen  drei  auf  der  Doppellinie  zusammenfallen.  Jede  beliebige  Ebene, 
welche  durch  eine  solche  Linie  der  Meridian-Ebene  geht,  schneidet  die  Fläche 


in  einer  C'une  vierter  »»nlninifr.  «üf  in  dem  HiTalirun^fspuncte  einen  ('us|(i(liil- 
inmet  und  die  ti-.i>;li(lie  Linie  zur  Tiuigente  in  demselljen  liut.  I»ii' Meridiain- 
EU'ne  Lst  der  genmctrisihe  Ort  filr  die  Cuspidal - Tiui','enten  aller  Durch- 
schnitt*«-Curven,  deren  Eltenen  diu-ili  den  ßernln-iinjrsjHiiict  der  CNmiplex-Curve 
auf  der  Duppellinie  gelien:  in  ihr  lallen  die  l)eidfn  Tangential -Elienen  der 
Flilehe  in  diesem  Puncto  zusammen.  Wenn  der  Puuet  auf  der  Dappt-llinie 
tortrrtekt,  dreht  sich  ilie  Tangential -Ebene  der  Fhlelie  in  demsellfeii  um  diese 

Linie.     Die  l)opi>ellinie  ist  ein  Cuspidal-Strahl    ilt-r  t' pli-x- Fliulic. 

Sie  besteht  nicht  mein-  aus  Segmenten,  welche  die  immer  reellen  hiinli- 
sclniitte  altwediselnd  reeller  und  imaginilrer  Schulen  der  Flildie  sind:  in  der 
Cuspiilal- Kante  stossen  zwei  reelle  Schalen  der  Flilehe  zusammen. 

227.  Ein  Complex- Kegel,  dessen  Mittelpunct  beliebig  auf  der  Doppel- 
linie angenommen  wird,  hat  eine  durch  diese  Doppellinie  gehende  Ebene  zur 
Tangential -Ebene.  Wenn  wir  dnnh  den  Mittelpunct  des  Kegels  in  dieser 
Tangential -Ebene  eine  beliebige  gerade  Linie  legen  nml  irgend  einen  Punct 
dei"sell)en  zum  Mittelpuucte  eines  inidiüllenden  Kegels  vierter  Classe  nehmen, 
so  ist  für  diesen  Kegel  die  TangtMitial- Ebene  des  Complex -Kegels  eine  In- 
flexions-Ebene ,  welche  von  demsell)eu  nach  der  angenommenen  geraden  Linie 
'(einer  Inflexionsseite  des  Kegels)  osculirt  wird.  Es  folgt  hieraus,  dass  eine 
l)elicl)ige  Meridian-Ebene  gemeinschaftliche  Inflexions-Ebene  aller  umscliviebe- 
nen  Kegel  vierter  Classe  ist,  deren  Mittelinnicte  in  ihr  liegen.  Wemi  die 
Meridian -Ebene  um  die  Doppellinie  sich  dreht,  rückt  der  Mittelpunct  des 
Complex -Kegels,  der  sie  berühi't,  auf  der  Doppellinie  fort.  Wenn  wir  irgend 
einen  umschriebenen  Kegel  vierter  Classe,  dessen  Mittelpunct  in  einer  be- 
liebigen Meridian-Ebene  liegt,  durch  irgend  eine  zweite  Meridian-Ebene  schnei- 
den, so  ist  die  Durchschnitts -CuiTe  von  der  vierten  Classe,  hat  die  Doppel- 
linie zm-  Inflexionslinie  und  auf  dei-selben  denjenigen  Punct  zum  Inflexions- 
pimcte,  welcher  Mittelpunct  desjenigen  Complex -Kegels  ist,  der  die  erste 
Meridian -Ebene  beniln-t.  Wenn  mit  dieser  Meridian -Ebene  der  Mittel  pmict 
des  Kegels  vierter  Classe  sich  um  die  Doppellinie  di'eht,  bleibt  die  Doppel- 
linie fortwährend  Inflexionslinie  der  Durchschnitts -Curve,  während  der  In- 
flexionspunct  auf  ihr  fortrilckt.  Die  Doppellinie,  welche  in  der  vorigen  Num- 
mer als  ein  Cuspidal-Strahl  der  Fläche  auftrat,  tritt  in  dieser  Nummer 
als  eine  Inflexions-Axe  derselben  auf. 

228.  Zwischen    dem   Fortrücken    des   Benihrungspuuctes  der  Complex- 
Curven  einer  Complex-Fläche  der  liesondern  Art  auf  der  Duppelinie  und  der 

Plücker,  Geometrie.  2o 
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Drehung  ihrer  Ebene  nm  diese  Linie  besteht  identisch  dieselbe  Relation  als 
zwischen  dem  Fortrücken  des  Mittelpixnctes  der  Coraplex- Kegel  der  Fläche 
auf  der  Doppellinie  und  der  Drehung  der  Tangential -Ebene  derselben  um 
diese  Linie.  Indem  wir,  von  der  allgemeinen  Complex- Gleichung  ausgehend, 
diejenige  Complex -Fläche  nahmen,  welche  OÄ  zur  Doi^pellinie  hat,  gelangten 
wir  in  der  170.  Nummer,    unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten, 

zu  der  folgenden  Gleichung: 

,  Px-j-B 

tang  w  =  y. — - — j  > 
°  ^         Qx  —  J 

wo  (p  in  dem  allgemeinen  Falle,  den  wir  bereits  in  der  Note  zur  193.  Num- 
mer betrachtet  haben,  den  Winkel  bedeutet,  den  eine  beliebige  Meridian- 
Ebene  mit  der  Coordiuaten- Ebene  XZ  bildet  und  x  dem  Pole  der  Doppel- 
linie in  Beziehung  auf  die  in  der  Meridian -Ebene  liegende  Complex  -  Curve 
entspricht.  Li  dem  Falle  der  Complex-Flächen  besonderer  Art,  wo  die  Doppel- 
liuie  eine  Linie  des  Complexes  ist  und  demnach  in  der  Gleichung  desselben 
die  Constaute  A  verschwindet,  ist  durch  x  die  Lage  des  Berülu-ungsi^unctes 
der  Complex  -  Curven  auf  der  Doppellinie  gegeben.  Die  vorstehende  Gleichung 
drückt  also,  wenn  die  Complex -Fläche  besonderer  Art,  einmal  durch  eine 
Complex -Curve  beschrieben,  das  andere  Mal  durch  einen  Complex -Kegel  um- 
hüllt wird,  die  fragliche  Relation  aus,  die  zwischen  dem  Fortrücken  des 
Berühi'ungspunctes  der  Complex -Curve,  bezüglich  des  Mittelpunctes  des  Com- 
plex -  Kegels ,  auf  der  Doppellinie  und  der  Drehung  der  Ebene  der  Complex- 
Curve,  bezüglich  der  Tangential-Ebene  des  Complex-Kegels,  um  diese  Doppel- 
linie stattfindet. 

Indem  wir  von  der  Entstehung  der  Fläche  absehen,  können  wir,  in  der 
vorstehenden  Gleichving,  x  aiif  einen  beliebigen  auf  der  Doppellinie  liegenden 
Punct  der  Fläche  und  95  auf  die  Tangential-Ebene  derselben  in  diesem  Pimcte 
beziehen.  Rückt  der  Berülu-ungspunct  auf  der  Doppellinie  (dem  Cuspidal- 
Strahle  der  Fläche)  fort,  so  dreht  sich  die  Tangential-Ebene  der  Fläche  in 
diesem  Puncte  um  die  Doppellinie  (der  Inflexions-Axe  der  Fläche),  ähnlich 
wie,  wenn  auf  einer  Erzeugenden  einer  Linienfläche  zweiten  Grades  der 
Berührungspunct  fortrückt,  die  Tangential-Ebene  imi  dieselbe  sich  dreht.  In 
beiden  FäUen  ist  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  Berührungspunct  und  Tan- 
gential-Ebene gegenseitig  bestimmen,  dasselbe  (Note  zur  193.  Nummer). 

229.  In  den  Complex-Flächen  besonderer  Art,  welche  wir  hier  betrach- 
ten, wo  alle  Complex -Curven  die  Doppellinie  berülu-en  mid  diese  Doppellinie 
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7,u>,'Ieirh  eine  fieint'iiischaftliclie  Seite  «Her  Coniplex-Kf^'e!  ist,  lUllt  einerseits, 
wenn  in  jeder  «icr  vier  sin^ulilreii  Khenen  <lie  ("oiiiplex-Cui-ve  in  ein  System 
von  zwei  Pnneten  ausartet,  einer  tlieser  beiden  rnncle  mit  dem  Durdiselmitte 
des  bezil^ielien  Strahles  um!  der  Doppellinie  zusammen,  wilhreiid  andererseits, 
wenn  der  Mitti-Ipuiiel  des  ('(»nplex-Ke-^'els  einer  der  vier  sinj^ndilren  I'unete 
ist  und  denmaeii  der  Kej,'el  in  ein  System  vcm  zwei  Kliem-n  ausartet,  eine 
dieser  beiden  Ebenen  diu-cli  die  l)()ppellinie  und  die  siii^'uli\re  Axe  f^r'lit. 

Complex-Curven  und  Complex-Ke;^el  ordnen  sieh  in  den  Irat^liehen  Com- 
])lex-Flikhen  paarweise  so  zusammen,  dass  der  Puiut,  in  welehem  die  Curve 
die  Doppellinie  berührt,  Mittelpunct  iles  Kegels  ist  und  die  Ebene  der  Curve 
den  Kegel  nach  der  Doppellinie  l)erührt.  Derjenige  ('omplex-Kegel,  welcher 
sich  hiemach  mit  einer  (Jomplex- Curve,  die  in  zwei  l'unct«'  ausartet,  zu- 
sammenordnet, artet  seinerseits  in  zwei  Ebenen  aus.  Denn,  in  der  gemach- 
ten Voraussetzung,  muss  der  Complex-Kegel  die  singulare  Ebene  nach  dci- 
Doppellinie  berühren;  er  muss  femer  den  singulären  Strahl  enthalten,  der 
in  dieser  Ebene  liegt,  weil  derselbe  ganz  der  Flüche  angehört  und  (liucli 
seinen  Mittelpunct  geht.  Diese  beiden  Betlingungen  können  gleichzeitig  nur 
dann  bestehen,  wenn  der  Kegel  in  ein  System  von  zwei  E]l)enen  ausartet, 
von  welchen  eine  die  singulare  Ebene  ist.  Damit  ist  also  bewiesen,  dass  die 
vier  singnlilren  Axen  der  Fläche  in  den  vier  singulilren  Ebenen 
liegen  und  die  vier  singulilren  Strahlen  durch  die  vier  singulil- 
ren Puncte  gehen. 

220.  Um,  in  dem  Falle  der"  fraglichen  Com plex-Flilchen,  deren  Doppel- 
linie in  eine  Linie  des  Complexes  filllt,  die  acht  Doppelpuncte  nach  dem 
Stheina  (ll.>)  der  221.  Nummer  zu  vier  auf  die  acht  Doppelebenen  zu  ver- 
theilen,  nehmi'u  wir  für  die  in  diesem  Schema  durcli 

1,  3,     5,     8, 

bezeichneten  Puncte  diejenigen  vier  dieser  Puncte,    welche  auf  der  Doppel - 
linie  mit  den  vier  singnlären  Puncten 

K     1\,     P..     I\ 

zusammenfallen.     Die  vier  übiigen  Doi^pelpuncte 

2,  4,     6,     7, 

welche  die  vier  Eckpuncte  eines  Tetraeders  sind,   wollen  wir   mm  bezüglich 
durch 

LK-     Q.^     Qz,     Ch 

darstellen,  so  dass 

28* 
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PJJu    P,Q2,    P,Q,>    P,Q, 

die  vier  singiilären  Stralilen  sind.     Das   angeführte   Schema  gibt  dann  für 
die  acht  Doppelebenen: 


die  folgende  Symbole: 


I, 

n, 

m, 

IV, 

V, 

VI, 

vm, 

VII 

P.P.P.Q,, 

OiOiO.Pi, 

P^P.PUh, 

Ot  0,  0,  P„ 

P.P,P,Q,, 

QJJzQiP,, 

P.PzPJJ,, 

Q2  0sChPi. 

Die  vier  Ebenen  I,  EI,  V,  VIII  gehen  diu-eh  die  vier  Eckpimcte  des  Tetraders 
Qi  02  0^04.  ^^iicl  schneiden  sich  sämmtlich  nach  der  DoppeDinie  P^PiP^P^. 
Es  sind  also  die  vier  singulären  Ebenen: 

El,        ^3,        ^2)         ^1  • 

Die  vier  Ebenen  IT,  IV,  VI,  VII  fallen  mit  den  vier  Seitenebenen  des  Te- 
traeders zusammen  und  schneiden  überdiess  die  Doppellinie  bezüglich  in  den 
vier  singulären  Puncten  /'^  P^  P^  P^ .     Die  vier  singidären  Axen  sind : 

(I,  H),    (m,  IV),   (V,  VI),   (vm,  vn). 

Aus  dem  Vorstehenden  entnehmen  wir  die  folgenden  Relationen. 

Jeder  Eckpunet  des  Tetraeders  ist  ein  Doppelpunct  der  Fläche,  die 
gegenüberliegende  Seitenebene  desselben  eine  Doppelebene.  Diese  schneidet 
die  Doppellinie  in  einem  der  vier  singulären  Punete,  durch  jenen  geht  eine 
der  vier  singialären  Ebenen.  Die  gerade  Linie,  welche  den  Eckpunet  des 
Tetraeders  mit  dem  singiüären  Punete  verbindet,  ist  einer  der  vier  singu- 
lären Strahlen,  die  Durchsehnittslinie  der  gegenüberliegenden  Seitenebenen 
des  Tetraeders  mit  der  singulären  Ebene  eine  der  vier  smgulären  Axen 
der  Fläche. 

In  jeder  der  vier  singulären  Ebenen,  die  Meridian-Ebenen 
sind,  liegen  ein  singulärer  Strahl  und  eine  singulare  Axe;  beide 
schneiden  sich  iu  dieser  Ebene  auf  der  Doppellinie  in  dem  ent- 
sprechenden singulären  Punete. 

230.  Die  Complex- Flächen  hängen  im  Allgemeinen  von  siebenzehn  von 
einander  unabhängigen  Constanteu  ab,  Complex-Flächen,  welche  eine  Linie  des 
Complexes  zu  ihrer  Doppellinie  haben,  von  einer  Constanten  weniger.     Diese 
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Complex-FlilcluMi  siml  vullkoinincii  U'-stiiimit,  wenn  iliro  I)(i|i|>flliiii(-  und  das- 
jenige Tetraetler,  welches  ihre  vier  Dt»p|M'lpiUR-te  zu  F^rkpuncten,  ilire  vier 
DopiJelebenen  zu  SeiteiiHilchen  liat,  gegeben  sind.  DoppeUinic  und  Tetraeder 
k«')inien  hierbei  von  vurne  herein  lieliel)ig  angenommen  werden. 

Au.s  dem  Voi-stehenden  ergeK-n  sich  die  folgenden  eintuchen  Con- 
structionen. 

Eine  beliebige  Seitcuebene  des  'rctracdei-s  (O,,  (.>,,,  (',)  ist  eine  Doiipel- 
ebene  der  Fläche,  der  Punct,  in  welchem  sie  die  Doppellinie  schneidet,  i.st 
ein  singulfircr  I'iuk  t  /', ,  die  gerade  Linie  /\Vi'  wclilif  ditscii  l'innt  mit 
dem  gegenüberstehenden  p]ckpuncte  (/,  des  Tetraedei-s  verltindet,  ein  singularer 
Stralil  der  Flüche,  .S',.  Projiciren  wir  diesen  singulilren  Strahl  auf  die  Doppel- 
ebene ((>;,.  (>:,.  (>,),  parallel  mit  der  Doppellinie,  so  ist  die  Projection  die 
ebenfalls  dm-cli  den  singulilren  Punct  /',  gehende  singulare  Axe  y/,  und  die 
prqjicirende  Ebene  die  singulare  Eljene  h\  der  Fläche.  Die  Beriihrungs-Cun-e 
in  der  Doppelebene  ist  dadurch  bestinmit,  dass  sie,  in  dieser  Ebene,  durdi 
die  divi  Eckpimcte  t',,  O.,,  O,  und  den  siugulären  Punct  /\  geht  und,  in 
dem  letztgenannten  Puncte,  die  singulare  Axe  ./i  berührt.  Der  Berühnings- 
Kegel  in  (.>,  ist  dadurch  bestimmt,  dass  er  von  den  drei  Seitenebenen  des 
Tetraeders,  welche  m  diesem  Puncte  sich  schneiden,  l)enihi-t  wird,  so  wie 
auch  von  der  singulären  Ebene  A', ,  und  zwar  nach  dem  singulären  Stralile  .S',. 
Dieser  Kegel  hat  in  der  Doppelebene  {th,  Ch,  Ch)  zm"  l''ii>is  einen  Kegelschnitt, 
der  die  drei  in  dieser  Ebene  liegenden  Tetraeder- Kanten  OiO^,  OJJi,  0\0> 
imd  ausserdem  die  singulare  Axe  J,  und  zwar  iu  ihrem  Durchsdmitte  I\  mit 
der  Doppellinie  berührt.  Die  singidäre  Axe  'A^  ist  also  eine  gemeinschaftliche 
Tangente  dieser  Basis  und  der  Bei-ührungs-CuiTe  in  dem  singulären  Puncte  1\, 
in  welchen  beide  die  Doppelliuie  schneiden;  während  die  Berührungs-Cur\'e 
diu-ch  die  drei  Eckpuncte  des  Dreiecks  (JiLhQy  geht,  bei-ührt  die  Basis  des 
Berühnmgskegels  die  drei  Seiten  desselben.  In  Gemässheit  der  Reciprocität 
erhalten  wir  zwei  Kegel,  den  Berühi-ungskegel  in  dem  Doppel  puncte  £V,  und 
einen  Kegel  mit  demselben  Mittelpuncte ,  der  die  Bemhrungs-Curve  in  der 
gegenüberliegenden  Seitenfläche  des  Tetraeders  umhüllt.  Beide  Kegel  haben 
den  singulären  Strahl  .S',  zm-  gemeinschaftlichen  Seite  und  beriüu-en  nach 
derselben  die  durch  die  Doppellinie  gehende  singulare  Ebene  Ä\.  Während 
der  Benlhrimgskegel  die  in  (>,  sich  schneidenden  Seitenebenen  des  Tetraeders 
berüln-t,  enthält  der  die  Benihrungs-Curve  umhüllende  Kegel  die  in  dem- 
selben Puncte  zusammenstossenden  drei  Kanten  des  Tetraeders. 
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Dieselben  Constructionen  können  wir  nocli  dreimal  wiederholen  und  er- 
halten dann  die  sämmtlichen  Singularitäten  der  Complex-Fläehe. 

Hiernach  können  wir  die  Complex-Fläehe  selbst  in  doppelter  Weise  be- 
stimmen: einmal  durch  ilu'e  Meridian  -  Curven ,  das  andere  Mal  durch  ihre 
Umhüllungskegel,  deren  Mittelpuncte  auf  der  Doppellinie  liegen.  Zum  Behuf 
der  ersten  Bestimmungsweise,  auf  die  wir  uns  hier  beschränken,  legen  wir 
durch  die  Doppellinie  irgend  eine  Meridian -Ebene,  welche  die  Berührungs- 
Curyen  in  den  vier  Dop|)elebenen  ausser  in  den  vier  singiüären  Puneten  auf 
der  Doppellinie  noch  in  irgend  vier  Puneten  schneidet.  Die  Cm-ve,  nach 
welcher  die  Fläche  von  der  Meridian -Ebene  geschnitten  wird,  geht  durch 
diese  vier  Puncte  und  berührt  überdiess  die  Doppellinie.  Es  gibt  solcher 
Meridian-Curven  zwei,  und  folglich  gibt  es  auch  zwei  Complex- Flächen  der 
besondern  Art,  welche  die  sämmtlichen  Singularitäten:  die  Doppellinie,  auf 
ihr  die  vier  singulären  Puncte,  die  durch  sie  gehenden  vier  singulären  Ebenen, 
endlich  die  vier  Doppelpuncte  mit  ihren  Berührungskegelu,  sowie  die  vier 
Doppelebenen  mit  ihren  Berührmigs  -  Curven ,  gemeinschaftlich  haben.*) 

2ol.  Die  Discussion  der  Singularitäten  der  allgemeinen  Complex-Flächen 
überträgt  sich  unmittelbar  auf  den  besonderen  Fall  der  Aequatorial- 
flächen,  wenn  wir  die  Doppellinie  der  Fläche  unendlich  weit  rücken 
lassen.  Die  Ebenen  aller  Complex -Cm-ven  (Breitenebenen  der  Fläche)  sind 
unter  einander  j^arallel,  die  Mittelpuncte  derselben  liegen  auf  dem  Durch- 
messer der  Fläche,  der  hier  an  die  Stelle  der  Polaren  tritt.  Die  umschrie- 
benen Complex  -  Kegel  werden  Complex -Cylinder,  deren  Axen  in  Breiten- 
ebenen liegen.  Es  gibt  vier  Brdtenebenen ,  die  vier  singulären  Ebenen  der 
Fläche,  in  welchen  die.  Complex-Curve,  als  Cm've  zweiter  Classe  betrachtet, 
in  zwei  Puncte,  als  Cm've  zweiter  Ordnung  betrachtet,  in  zwei  zusammen- 
fallende gerade  Linien  ausartet.    Die  vier  Linien,  welche  die  vier  Paare  von 


*)  Wenn  bloss  die  Singularitäten  einer  Complex-Fläclie  gegeben  sind,  so  bleibt  es  unentschie- 
den, welche  von  den  beiden  geraden  Linien,  die  die  sämmtlichen  vier  singulären  Strahlen  und  vier 
singulären  Axen  schneiden,  die  Doppellinie  der  Fläche  und  welche  die  Polare  derselben  ist.  Bei 
dieser  Unentschiedenlieit  entsprechen  denselben  Singularitäten  zwei  verschiedene  Complex-Flächen, 
welche  zwei  verschiedenen  Complexen  zweiten  Grades  angehören.  In  dem  allgemeinen  Falle  hängt 
die  Bestimmung  der  DoppelUnie  und  Polaren  der  Fläche  von  der  Auflösung  einer  quadratischen 
Gleichung  ab.  In  dem  besoudern  Falle,  wo  DoppelUnie  und  Polare  der  Fläche  in  einer  Linie  des 
Comjjlexes  zusammenfallen  und  sich  von  einander  nicht  trennen  lassen,  liegt  der  Construction  der 
Fläche  aus  ihren  Singularitäten  nothweudig  die  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung  zu  Girunde, 
während,  in  dem  allgememen  Falle,  die  Construction  der  Fläche  eine  lineare  wii-d,  sobald  wii-  an- 
nehmen, dass  von  den  beiden  geraden  Linien,  deren  Bestimmung  von  einer  quadratischen  Gleichung 
abhängt,  eine  beliebige  die  Doppellinie  und  demnach  die  andere  die  Polare  der  Fläche  ist  (224). 


Puncten  verlnmU'ii,  siiul  tue  viiT,  j^iinz  in  dii'  Flilrlif  talU-iuIcii,  sinmilAivii 
Strahlen.  Die  \ier  siiif,'iih\reii  Ebenen  U-rühren  die  Flilche  nacii  tler  ganzen 
Erstreekun«;  ihrer  vier  sinjrularen  Strahlen.  Kt-r  Dunhinesscr  «It-r  Fiärlit- 
sehneidet  diese  Strahlen  in  der  Mitte  der  beiden  auf  ihnen  lic<ii'iiden  I>u|i|k'1- 
jtuiiite.  Vier  iler  iiiiisclniflH'iu-n  Coiniilex-Cylindcr  arten  in  Systeme  von  zwei 
Ebenen  ans.  weidie  Uopiieleiienen  iler  Elilche  sintl.  Die  die  Axen  der  ("y- 
linder  vertretenden  Dnrchsihnittslinien  der  vier  Ebenenpaare  siml  die  vier 
sinjxidilren  Axen  der  Flilehe;  sie  liegen  in  IJreitenebenen  und  schneiden  den 
Durchmesser  der  FlAche.  Die  1  )urchs(lmittscuiTe  eines  der  Flilche  uni- 
schriebenen  Complex-Cylindei-s  mit  einer  gegebenen  Ebene  ist  als  die  Fro- 
jection  der  Flilche  auf  diese  Ebene,  nach  der  Richtung  der  Cylinder-Axe,  zu 
betrachten.  Wenn  wir  in  den  Breitenebenen  die  Axen  der  projicirenden 
Cylinder  um  die  Duppellinie  sich  drehen  lassen,  so  fallen  sie  in  vier  beson- 
deren Lagen  mit  den  singidili*en  Axen  der  Fläche  zusammen.  Dann  gehen 
die  Projectioneu  durch  zwei  sieh  schneidende  gerade  Linien,  den  Durchschnit- 
ten der  Bildebene  mit  den  bezüglichen  beiden  Doppelebeneu,  hindurch.  Die- 
sem entspricht  ein  L^ebergang  von  Hyperbel  zu  Hyperbel,  deren  reelle  und 
imaginilve  Axen.  durch  Nidl  hindm-chgehend ,  sich  vertauschen.*)  Die  Be- 
rührungs-Curven  in  den  beiden  nach  dersellten  singidiiren  Axe  sich  schneidenden 
Doppelebenen  haben  diese  Axe  zur  gemeinschaftlichen  Asymptote  und  sind  da- 
durch bestimmt,  dass  sie  überdiess  die  acht  Doppelpuncte  zu  vier  und  vier 
enthalten.  Die  Berilhrungskegel  in  jedem  der  beiden  auf  demselben  singulären 
Strahle  liegenden  Doppelpuncte  werden  nach  diesem  Strahle  von  der  dui-ch 
denselben  gehenden  singulären  Ebene  berühii  und  sind  ilailurch  bestimmt, 
dass  sie  acht  Do{)pek'beneu  zu  vier  und  vier  beriihren. 

232.  Wenn  wir  endlich,  weiter  pai-ticularisireud ,  denjenigen  Fall  Ije- 
trachten,  dass  eine  Linie  des  Complexes,  die  unendlich  weit  liegt,  zur  Doppel- 
linie der  Complex- Flilche  genommen   winl,    so  liegen  von  den  acht  Doppel- 


*)  Wir  dürfen  hieraus  nicht  den  Schliiss  ziehen,  dass  in  dem  Falle  acht  reeller  Doppelpuncte 
und  acht  reeller  Doppelebenen  der  Fläche  —  dieser  Voraussetzung  ist  unsere  Ausdrucksweise  an- 
gepasst  —  die  Coniplex-Cylinder  sänuutUch  hyperbolische,  die  Projectioneu  sämnitlich  Hyperbeln  sind. 
Es  kann  auch  zwei  parabolische  Cylinder  geben  (Nr.  182.),  und  diese  bezeichnen  danp  den  Ueber- 
gang  von  hyperbolischen  zu  elliptischen  C'omplex-C'ylindem.  Zwei  Projectionen  sind  dann  Parabeln  — 
Projections- Richtungen  entsprechend,  welche  beide  innerhalb  der  Richtungen  zweier  auf  einander 
folgenden  singulären  Axen  liegen  —  durch  welche  Hyperbeln  in  Ellipsen  und  diese  wieder  in  Hyiier- 
beln  übergehen. 

Die  Meridian-C'urven  sind,  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  zwischen  je  zwei  auf  einander 
folgenden  singulären  Ebenen  entweder  sämmtUch  Ellipsen  oder  sämnitlich  Hyiierbeln.  Bei  dem  Durch- 
gange durch  jede  der  vier  singulären  Ebene  gehen  Ellipsen  und  Hyperbeln  in  einander  über. 
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puneten  auf  der  Doppellinie,  mit  dieser  zugleich,  vier  unendlich  weit,  vier 
Doppelebenen  fallen,  mit  den  vier  singulären  Ebenen  zusammen.  In  jeder 
der  letztgenannten  Ebenen  liegt  einer  der  vier  singulären  Strahlen  und, 
parallel  mit  demselben,  eine  der  vier  singulären  Axen.  Die  Complex-Cui'ven 
in  allen  Breitenebenen  sind  Parabeln,  weil  sie  die  unendlich  weit  liegende 
Doppellinie  berüln'en.  Wenn  die  Ebene  derselben  parallel  mit  sich  selbst 
fortrückt,  so  ändern  die  Parabeln  beim  Durchgang  dm'ch  eine  singulare 
Ebene ,  in  der  sie  in  zwei  Puncte  ausarten ,  von  welchen  einer  imendlich  weit 
liegt,  den  Sinn  ihrer  Erstreckung.  Die  umschriebenen  Complex-Cylinder  haben 
die  unendlich  weit  liegende  Doppellinie  zm-  gemeinschaftlichen  Seite  und  be- 
rühren nach  derselben  eine  Breitenebene.  Es  sind  hyperbolische  Cylinder, 
welche  Breitenebenen  zu  einer  ihrer  Asymptotenebenen  haben.  Diese  Hyper- 
beln, in  welchen  sie  von  einer  beliebigen  Ebene  geschnitten  werden,  sind  als 
die  Projectionen  der  Fläche  selbst  anzusehen ;  wemi  wir  der  Axe  des  projici- 
renden  Complex  -  Cylinders  nach  einander  alle  möglichen  Richtungen  geben, 
so  rückt  eine  der  beiden  Asymptoten  der  Hyperbeln  parallel  mit  sich  selbst 
foi-t.  Wenn  wir  insbesondere  nach  der  Richtung  einer  singulären  Axe  (der 
ein  singulärer  Strahl  parallel  ist)  projiciren,'  so  artet  die  Hy^^erliel  in  ein 
System  von  zwei  geraden  Linien  aus,  in  die  Durchschnitte  der  Bildebene 
mit  der  singulären  Ebene  und  der  Doppelebene,  welche  durch  die  jedesmalige 
singulare  Axe  geht.*) 

Die  vier  nicht  unendlich  weit  liegenden  Doppelpuncte  sind  die  Eckpuncte 
eines  Tetraeders,  dessen  Seitenebenen  die  nicht  diu-ch  die  unendlich  weit  lie- 
gende Doppellinie  gehenden  Doppelebeneu  sind.  Eine  Seitenebene  des  Te- 
traeders und  die  singvdäre  Breitenebene,  welche  durch  den  gegenüberliegen- 
den Eckpunct  desselben  geht,  schneiden  sich  nach  einer  singulären  Axe  und 
parallel  mit  dieser  geht,  in  der  singulären  Ebene,  durch  den  Eckpunct 
des  Tetraeders  der  bezügliche  singulare  Strahl.  Die  Berflhrungs  -  Curve 
in  der  Doppelebene  hat  die  singulare  Axe  zur  Asymptote  und  geht  durch  die 
drei  Doppelpuncte  in  dieser  Ebene.  Der  Berührungskegel  in  dem  gegenüber- 
liegenden Doppelpuncte  schneidet  dieselbe  Doppelebene  nach  einer  Hyi^erbel, 


*)  Während  bei  den  Aequatorialflächen  überhaupt  zwei  iDaraboli^che  Complex-Cylinder  auf- 
treten, die,  wenn  sie  reell  sind,  die  Gränzen  elliptischer  Complex-Cylinder  bezeichnen,  fallen  hier 
die  beiden  parabolischen  Cylinder  zusammen  und  elliptische  Cylinder  existiren  nicht.  In  besondern 
Fällen  können,  bei  Aequatorialflächen  überhaupt  und  insbesondere  bei  parabolischen,  alle  Complex- 
Cylinder  parabolische  sein. 


Wflrhe   t'l)t'nfalls   »lic   in    ihr  lit'gfuile  sinj^uhlr»'  Axt-   zur  Asymptote    iiiul   «lic 
iln'i  in  ilir  liofieiuliMi  KaiitfU  ik*s  Ti'tnn'dei*s  zu  'ranp-ntcn  hat. 

2;{;5.  Die  (.'onii)lex-FIil(lu'n,  deren  allfjemeiuer  Diseussion  der  vurlienende 
ei-ste  Absi-Iniitt  VDr/uj^sweise  gewidmet  ist,  bilden  eine  merkwilrdige  Familie 
von  Flilchen  vierter  Ordmuifj  und  ('lasse,  die  wir  auch  unaMinii^rij;  von  der 
Ht'trachtung  der  C'oinplexe  selliststilndiji  l'rtr  sieh  als  solche  FliUheii  dieser 
Ordmnijj;  und  Classe  deliniren  kr^inen.  welthe  neben  einer  Dojtpellinie,  sieh 
gegenscitifi  bedingend,  acht  Doppel jtnncte  und  acht  Doppelebenen  haben.  Die 
Diseiis.sion  dieser  Flüchen  erhillt  dadurch,  dass  wir  ihre  Eutstelumg  an  <lie 
Betrachtung  der  Komplexe  knüpfen,  ungeachtet  der  unendlichen  Manniglalf  ig- 
keit  ihrer  Fonnrn  und  der  gi-ossen  Anzahl  ihrer  Constanten,  eine  über- 
raschende Eiiilachlieit  und  Symmetrie.  Anderer.seits  bieten  diese  Flilchen  ein 
nuschiltzbarcs  Ilült'smittel  zur  analytischen  Diseussion  und  geometrischen  Ver- 
auschaulichuug  der  Complexe.  W  ir  werden  im  nächsten  Abschnitte  zur  Dis- 
eussion der  Complexe  selbst  übergehen,  um  später  auf  die  Diseussion  ihrer 
Flächen  zurückzukommen. 

Aber  es  gibt  noch  einen  neuen  allgemeinen  Gesiehtspunct,  unter  welchem 
Complex- Flächen  betrachtet  werden  können,  den  ich  hier  schon  zu  bezeich- 
nen nicht  imterlasse.  Die  von  uns  betrachteten  Complex-Flächeu  werden  vnii 
Linien  umhüllt,  die  einer  Congruenz  angehören  imd  zwar  einer  solchen ,  die 
aus  tlen  zusammenfallenden  Linien  zweier  Complexe  besteht,  von  welchen 
einer  der  allgemeine  des  zweiten  Grades ,  der  andere  ein  Complex  des  ei*sten 
Grades  von  der  besondem  Art  ist,  dass  alle  Linien  desselben  eine  feste  ge- 
rade Linie  schneiden.  Complex-Curven  und  Complex-Kcgel  w^erden  von  nnf 
einander  folgenden  Linien  der  Congruenz,  die  sich  schneiden,  bezüglich  um- 
hüllt und  beschrieben. 

In  analoger  Weise  steht  jede  Congi-uenz  zu  einer  bestimmten  Fläche  in 
gegenseitiger  Beziehung.  Zwei,  auf  einander  folgende  sich  schneidende 
gerade  Linien  einer  Congruenz  bestimmen  den  Durchschnitt  der  beiden  Linien 
und  eine  Ebene,  welche  l)eide  enthält.  Der  Punct  ist  ein  l'unct  der  Fläche, 
die  Ebene  eine  Ebene  derselben. 

Der  allgemeine  Ausdruck 

2«(«— 1), 
den  wir  für-  die  Ordnung  und  Classe  der  Flächen  der  Complexe  eines  beliebigen 
Ä. Grades  erhalten  haben   (Nr.  212.),    reducirt    sich    für  einen  Complex    des 
ersten  Grades  auf  Null.     Es  gibt  in  diesem  Falle  keine  von  den  Linien  der 

Plückt-T,  Geometrie.  «y 
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Congrueuz  umhüllte  Fläche :  diese  Fläche  wird  durch  zwei  gerade  Liuien  ver- 
treten, und  solche  zwei  gerade  Linien  können  wir  weder  in  Punct-  noch  in 
Plan-Coordinaten  durch  eine  einzige  Gleichung  darstellen.  Die  lieideu  geraden 
Linien  sind  zur  Bestimmung  der  Congi-uenz  hinreichend,  und  umgekehrt, 
wenn  die  Congruenz  gegeben  ist ,  erhalten  wir  in  den  beiden  Directricen  der- 
selben die  ])eiden  fraglichen  geraden  Linien. 
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Indem  ich  hiermit  clie  zweite  Abtheilmig  von  Plikker's  „Neuer  Geometrie" 
der  Oeffentlichkeit  üliei'gebe,  erfflllt;  ich  eine  Pflicht  der  Pietilt  gegen  meinen 
rnivei-gesslichen  Lehret-.  Idi  habe  vei-sucht,  Alles,  was  sich  in  dem  mir  von 
der  Familie  übergebenen  Älanuscripte  Plilcker's  vorfand,  so  wie  dasjenige, 
was  mir  ans  mündlichen  Mittheilimgen  des  Verewigten  in  Krinuenmg  war, 
im  Zusammenhange  darzustellen.  Zu  diesem  Zwecke  musste  ich  auch  bei 
ausgearlieiteten  Theilen  des  Mamiscripts,  für  welche  Plücker  selbst  im  Laufe 
der  Arbeit  neue  Gesichtspuncte  gewonnen  hatte,  vielfache  Umstellimgen  und 
Aendeningen  vornehmen.  Indess  ist  das  gegeliene  Material  dabei  vollständig 
zur  VeiTvei-thmig  gekommen.  Eine  Erweiterung  desselben  durch  eigene 
Untersuchungen  schien  mir  möglichst  vennieden  werden  zu  müssen  imd  hat 
sich  auch  nur  an  äusserst  wenigen  unten  angeführten  Stellen  nöthig  gezeigt. 

Die  vorliegende  Abtheihmg  des  Werkes  bringt  zunächst  die  Fortsetzimg 
der  bereits  in  der  ereten  Abtheihmg  begonnenen  Theorie  der  Complexe  des 
zweiten  Grades.  In  Bezug  auf  einen  solchen  Complex  ist  jedem  Puncte  eine 
Ebene,  jeder  Ebene  ein  Punct,  jeder  geraden  Linie  eine  zweite  gerade  Linie 
zugeordnet.  Wenn  die  Linien  des  gegebenen  Complexes  insbesondere  eine 
Fläche  des  zweiten  Grades  mnhüllen ,  wii'd  dieses  Entsprechen  ein  gegenseitiges. 

Auf  diese  Erört^erimgen  folgt.,  im  Anschluss  an  die  beiden  letzten 
Paragi'aphen  der  ersten  Abtheihmg,  eine  eingehende  Discussion  der  Aequatorial- 
flächen,  solcher  Flächen,  die  von  den  einer  festen  Ebene  parallelen  Complex- 
Linien  umhüllt  werden.  Der  Haupt -Gesichtspunct  dabei  ist  der,  die  maimig- 
faltigen  Fomien  dieser  Flächen  und  damit  die  Anordmmg  der  Linien  in 
einem  Complexe  des  zweiten  Grades  der  unmittelbaren  Anschauimg  nahe 
zu  bringen. 
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Der  erste  und  zweite  Paragraph  des  ersten  Abschnitts  dieser  Abtheilung 
sind  von  Plücker  im  Manuscriijte  vollendet  und  der  erste  Paragraph  unter 
seiner  eigenen  Aufsicht  gedruckt  worden.  Auch  von  dem  dritten  Paragraphen 
lag  mir  ein  grosser  Theil  druckfertig  vor.  Dagegen  konnte  ich  bei  dem 
vierten  und  fünften  Paragraphen  nur  wenig,  bei  dem  sechsten  Paragraphen 
überhaupt  kein  handschriftliches  Material  benutzen.  CTlücklicherweise  war 
ich  bei  diesen  Paragi'aphen  durch  eingehende  Besprechung  über  Plücker's 
Absichten  genau  imterrichtet.  Bei  der  Ausarbeitung  habe  ich  hin  und  wieder, 
wo  dies  der  Zusammenhang  zu  fordern  schien,  selbstständige  Einschaltungen 
gemacht.     Ich  erwähne  insbesondere  die  Nummern  320,  322  —  323,  330. 

Der  letzte  Abschnitt,  welcher  die  Discussion  der  Aequatorialfiächen 
enthält,  war  in  Plücker's  Manuscript  vollständig  ausgeführt.  Um  denselben 
mit  den  vorhergehenden  Paragraphen  in  Verbindung  zu  bringen,  habe  ich 
die  Nummern  342  —  344  hinzugefügt. 

Ich  bemerke  noch,  dass  ich  den  inhaltreichen  Aufsatz  des  Herrn 
Battaglini  über  Complexe  des  zweiten  Grades*),  von  welchem  ich  genaue 
Keuutniss  genommen,  bei  der  vorliegenden  Ausarbeitung  nicht  als  massgebend 
betrachten  konnte,  insofern  Herr  Battaglini  eine  vereinfachte  Gleichungsform 
für  den  Complex  zweiten  Grades  annimmt,  welche  eine  zweifache  Particulari- 
sation  desselben  veraussetzt:  ein  Gegenstand,  auf  welchen  ich  bei  einer 
anderen  Gelegenheit  ausführlicher  zurückzukommen  gedenke. 

Zum  Schlüsse  bleibt  mir  die  angenehme  Pflicht,  Herrn  Professor  Clebsch 
für  die  freimdliche  Aufmunterung  und  thätige  Unterstützung,  die  er  mir  bei 
meiner  Arbeit  hat  zu  Theil  werden  lassen,  meinen  Dank  auszusprechen. 

Göttingen,    den  2;').  Mai   1S69. 

Dr.  Felix  Klein. 


*)  Intorno  ai  sistemi  di  rette  di  secondo  grado;  Atti  della  R.  Accademia  di   Napoli,    III,    1866. 
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Absclmitt   IL 
Discussiou  «Ter  allgemeinen  Gleickung  der  Complexe  des  zweiten  Grades. 


§1. 

Durchmesser  der  Complexe.    Systeme  dreier  zugeordneter  Durchmesser.    Die  drei  Axen 
Systeme  zugeordneter  Complex-Cylinder.    Central- Parallelepipede.    Mittelpunct 

des  Complexes. 

234.  Die  Gleichung  (IV)  gibt  unmittelbar  für  jede  gegebene  Ebene 
(/',  u,  v'),  indem  mr  t' ,  u',  v'  als  constant,  l,  u,  v  als  veränderlich  betrachten^ 
die  Complex-Ciu've,  welche  diese  Ebene  enthält,  im  Räume  durch  Plan  - Coor- 

l'         U'         V  f.  11         V 

dinaten    dargestellt.     Wenn    wir  ^,  ^,   -^^ ,  statt  /',  u',   v    und  ^,   ^»   ^ 

statt  t,  u,  V  einführen,   so  können  wir  die  angezogene  Gleichung  imter  der 
folgenden  Form  schreiben: 

{D/"'-\-Eu'  +  Fl' '  +  2 All  v'  +  2L/' v  +  2 M(' u) jo ~ 

—  2{Di'>v'  +  Lv'm+I\Iu'w—0Hv'~Ri'-  —  Sl'v'-\-Tt:u  +  Uu-)fw 

—  2  {Ei/tv  +  Kv'w'  +  M/'fv  +  Ni'v  +  Pii'v'  +  £>  v"-  —  Tl'-  —  Uf.'u)uw 
—2{Fv'w+Kuw+L/'n'  —  {N—0)('u'  —  PH'  —  Quv+Rt'v'  +  St'-)vw 

—  2{Au'v—Kw"  +  Gt''  —  nt'u—J('v—Ot'7v+Puw'  —  Qv'w')uv 

—  2{Bt'v—Lw'-—Gt'u+Hu'-  —  Jut<  +  Nu)v+Rv'7v—St''n>')tv 

—  2{Ci'u—Mw'^--Gt'v'^Huv'^Jv"^—{N-~0)v'w'-^Tt'w'~lhiw')(n 

+  {Dw'^-^  Bv"  +  Cu^  —  2Guv'—2Sv'w  +2Tuw)t'' 
-\-{En)'^  +  Av'''  +  Ct'^—2Ht'v'  +  2Pv'w'^2U('w')u^ 
'  ■\-{Fw'^  +  Air'  +  Bt"'—2Jt'u~2Quiv'  +  2Rt'w')v'  =  0.  (X) 


Frtr  die  (tleicluuiji  tlcs  MitU'l|tiUKtfS  tler  (urvf  crlialti'ii  wir.  iiuloin   wir 
tlii'  Gleichung  der  Curve  in  Beziehiuig  auf  ip  diflereiitüren,  die  (nlgeude: 
(n/'--\-Eu'--\-Fv*->r2h'uv-\-'lLl'r-\  -IMrii),,- 
[In'  ir  -\-  l.r  ir  -    V  ii' ir  —  U  it' r  -    H  r  ^ -— S  (' i' -\    Tl'ii'  -i,    l  ii'-)/ 
I  A'////  +  h'r'ii'  ~-  Mf'/p  +  .\/'v'  +  Pu'v  +  (>/•'-'  --  7'/' ■       f  f'in II 
—  (/'<-' «•'  +  K li ir  +  /,  /' ir  —  ( .V—  <))  l' ii' -  l*u  -'  -    O  n  v  -'■  II  f' r  -\-  Sl'-) /-=-(). '  j     ( 1 ) 

Die  drei  Coordiiuiten  des  Mitteipunctes  di'i-  t'urvc    -iml  liitinaili.    wenn    wir 
ziiLrleicli.  der  Kürze  wegen, 

JJl'-  -[-  Ell'-  +  /•>'-'  +  L'  h'u'r  -:    -1  l./'i'  +  1  Mt'ii'       S" 
setzen : 


D^+Lv-JrMu       ,    ,       Ouv-\-Rv"^-\-Sl'v'—Tl'u  —  Uu"* 

Eu  -j-A'v  4- .)/!  •       ,    ,     -  Nl'v'  —  Pu'v'  -  Ov^  +  Tt''  +  Ul'u 
y  = 1^^        ■  II'  H ^. » 

Fv'-[-Ku4- Li'       .    ,    (N-0)t'u'-\-Pu'+Ou'v'  —  Rl'v'—St"^ 

Z    =    — —^r-  ■  II'    +  ^ ■ «- ■ • 


(-*) 


Die  rüeicluuiir  ili'v  Ebene  (-,,     r,    .,)  ist: 

,'.i+u!/  +  v'z  +  w'  =  0,  (n) 

und  wird  diirdi  die  voi-stehenden  Coordinaten-Werthe  Iti'lriedigt:. 

235.  AVenu  wir  /',  »'.  v  als  coustant,  ii'  als  veränderlich  l)etrachten, 
rückt  die  Ebene  (3)  parallel  mit  sich  selbst  fort,  wahrend  in  ihr  die  Com- 
plex-CiuTe  sich  fortwährend  ilndert.  Lassen  wir  insbesondere  w  vei-schwin- 
den,  so  erhalten  wir  für  den  Mittelpimct  der  Curve  iu  der  bezüglichen  durch 
den  Anfangspunct  gehenden  Ebene  von  der  gegebenen  Richtung,  deren 
Oleichung  ist: 

i'r  +  >''>J  +  2-';  =  0, 
die  folgenden  Coordinaten-Werthe,    die  wir  zur  Unterscheidung  accentuiren 

wollen : 

Ou'v'  +  Rv"^  +  St'v  —  Tl'u  —  Uu"^ 


X   = 

—  Nt'v'  —  Pu'v'  —  Qv"^  -\-  Tl""'  +  Ul'u 


y 


(^j\^0)t'u'+Pu'^  H-  Ou'v  —  Rt'v  —  Sl' 


> 


(-t) 


*)  Die  Complex  -  Curve  tritt  in  der  Darstellungaweise  des  Textes  als  Fläche  zweiter  Classe  auf, 
tmd  ihr  Mittelpuuct  wii-d  wie  der  Mittelpunct  einer  solchen  Fläche  bestimmt.  Geometrie  des  Raumes. 
S.  192. 
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Wir  können  hiernach  die  frühereu  allgemeinen  Coordinaten-Werthe  (2)  in  der 
folgenden  "Weise  schreiben: 

Dt'  -\-  Lv'  -\-  Mu 


x  = 


y  —y 


Eu  4-  Kv  +  Mt' 
Fv  +  Ku  +  Lt' 


(5) 


Hiernach  ergibt  sich  die  nachstehende  Doppel -Gleichung: 


X  —  X 


V  —  y 


(6) 


(7) 


Dt'  +  Lv  +  Mu  Eu  +  Kv  +  Mt'  Fv  +  Ku  -\-  Li' 

der  wir  auch  die  folgende  Form  geben  können: 

X  —  x'  y  —  tj  z  —  z' 

dS'      ~      dS'      ~~      dS' 

dt  du  dv 

Die  vorstehenden  Doppel  -  Gleichungen  stellen,  wenn  wir  in  ihnen  .v,i/.  z 
als  veränderlich  betrachten,  eine  gerade  Linie  dar.  Aus  ihnen  ist  7v'  eliminirt. 
Die  dargestellte  gerade  Linie  ist  also  der  geometrische  Ort  für  die  Mittel- 
puncte  der  Complex-Curveu  in  paraUelen  Ebenen,  welche,  bei  willkürlicher 
Annahme  von  w  ,  durch  die  Gleichung  (o)  dargestellt  werden.  Wir  nennen 
diese  Linie  einen  Durchmesser  des  Complexes  imd  sagen,  dass  er,  in  dem 
Complexe,  dem  Systeme  der  parallelen  Ebenen  und  insbesondere  jeder  dieser 
Ebenen  zugeordnet  sei. 

In  einem  Complexe  des  zweiten  Grades  ist  jedem  Systeme 
paralleler  Ebenen  im  Allgemeinen  ein  einziger  Durchmesser  zu- 
geordnet, welcher  die  Mittelpuncte  aller  Curven  zweiter  Classe 
enthält,  die  in  den  parallelen  Ebenen  liegen. 

Die  Complex-Curven  in  parallelen  Ebenen  büden  eine  Aequatorialfläche : 
der  Durchmesser  der  Fläche  ist  ein  Durchmesser  des  Complexes. 

236.  Wenn  der  durch  (G)  dargestellte  Durchmesser  des  Complexes  auf 
der  Ebene  (3),  welcher  er  coujugirt  ist,  senkrecht  stehen  soll,  so  erhalten 
wir  die  folgenden  beiden  Bedingungs  -  Gleichungen : 

Dl'  +  Lv  -{-  Mii   _  t' 
v 


Fv  -\-  I{u  -\-  Lt' 
Eu  -\-  Kv  -\-  Mt' 
Fv  +  Ku  -f  Lt' 

welche  wir  in  der  Doppel  -  Gleichung : 


\ 


(8) 


/ 

= 

M 

dS~  "" 
du 

V 

dS' 

dv' 
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ziisiimmoiirasscii  kiMiiicn.  Di-r  r)iinliiiu'sscr  ist  in  «licM-iii  Falle  ciiu;  Axe 
dt's  l'uiiii>k'Xos.  nie  li-t/tc  Uiipiii'l-lilt'ifliuiiji  ist  mit  (Icrjcni^'i-n  idt'iitiscli, 
die  wir  zur  Bestiiniiinnji  der  KiilituiiLi  der  drei  llaiiptsrliiiittt'   fiiiiT  Flilche 

zweiter  (.'lasse  erhalten,  welche,  indnn   wir      ,,  -,,  — ;  als  l'lau-t'utjrdinaten 

'  ir        IC        ir 

und  als  verilnderlich  itetrachten  iiml  ijun  li  /■  eine  willkilrlirlie  ('(instante  Ite- 
zeiilmen,  diuxh  ilic  (Jleiehiiii},' 

T'  4-  Aw-  =  0 
dargestellt  wird.*) 

2;57.  Diese  Fhlche  hAngt  lediglich  von  den  sechs  (.'oiuplex- Constanten 
/>,  A".  /•',  /»'.  /, .  1/  ;il>.  Da  iliese  C'onstanteu  dieselben  bleilien,  wenn  der 
Anlangspunct  der  Coordinaten  seine  Lage  beliebig  ilndert  (Nr.  1.")?.).  so  kön- 
nen wir  die  Fläche,  parallel  mit  sich  selbst,  verschielien,  ohne  ihre  Beziehung 
zum  Coniplexe  zu  ändern.  Der  willkürlichen  Annahme  von  /■  entsprechend, 
können  sich  die  Dimensioneu  dersellieii  in  je(lciii  beliebigen  Verhältnisse 
ändern.  Wenn  wir  den  Coordinaten -Axen  eine  andere  Richtung  geben,  so 
erhalten  in  dem  neuen  Coordinaten- Systeme  die  obigen  sechs  Complex-Con- 
stanten  andere  Wei-the  und  dieselben  Weiihe  entsprechen  den  sechs  Con- 
stanten der  Fläche,  wenn  wir  auch  diese  auf  die  neuen  Coordinaten -Axen 
beziehen. 

Die  so  definirte  Fläche,  deren  ^Mittelpunct  und  deren  Dimensionen  be- 
liebig angenommen  werden  können,  wollen  wir  die  Characteristik  des 
Complexes  nennen.  Die  Gleichung  des  Complexes  wollen  wir  wieder  in  tnl- 
gender  Weise  schreiben: 

Ar-  -f  i9,v  +  C  +  ßa-  +  Eo^  +  Ff 
-}-  2Gs  +  2///-  +  2Jrs  -\-  2A'sy  —  2Löi]  —  2J/of; 
—  21Sr6  ^  20 so 
+  2  Pro  +  2  O rrj  +  2Rsij  —  2 Ss6  —  2  7'(>  +  2  Uo  =  0.  (I) 

Für  die  Gleichung  der  Characteristik  des  Complexes  erhalten  wir,  wenn  wir 
den  Anfangspunct  zum  Mittelpuncte  dieser  Fläche  nehmen,  nach  Unter- 
drückimg der  Aceente  die  folgende: 


*)  Siehe  Geometrie  des  Raumes  Nr.  103  uml  Xr  152. 
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Dt-  +  Eu^  +  A'-  +  IKuv  +  -iLtv  +  "IM  tu  +  w' 

=  £?  +  ,, -2  =  0.  (10) 

Wir  haben  iu  dieser  Gleichung,  unbeschadet  der  Allgemeinheit .  k  der  Einheit 
gleich  gesetzt. 

Die  Characteristik  eines  Comiolexes  überhebt  uns  jeder  analytischen  Dis- 
cussion  über  die  Richtung  der  Durchmesser  desselben.  Einem  Systeme  paral- 
leler Ebenen  ist  ein  Durchmesser  der  Characteristik  zugeordnet  und  diesem 
Durchmesser  ist  derjenige  parallel,  welcher  in  dem  Comi^lexe  denselben  Ebe- 
nen zugeordnet  ist.  Dreien  zugeordneten  Durchmessern  der  Characteristik 
sind  drei  Durclnnesser  des  Complexes  parallel,  die  wir  ihrerseits  als  drei 
zugeordnete  Durchmesser  des  Complexes  bezeichnen  wollen.  Wir 
können  jeden  gegebenen  Durchmesser  des  Complexes  für  einen  dreier  zugeord- 
neter Durchmesser  desselben  nehmen,  dann  sind  die  beiden  andern  denjeni- 
gen Ebenen  parallel,  denen  der  gegebene  zugeordnet  ist.  Jeder  von  drei 
zugeordneten  Durchmessern  ist  denjenigen  Ebenen  zugeordnet,  welchen  die 
jedesmaligen  beiden  andern  parallel  sind. 

Ein  Comi^lex  hat  im  Allgemeinen  ein  einziges  System  von  drei  Axen, 
die  auf  einander  senla-echt  stehen.  Die  Ebenen,  welche  diesen  Axen,  paar- 
weise genommen,  parallel  sind,  wollen  wir  als  Hauptschnitte  des  Complexes 
bezeichnen.     Die  Axen  sind  den  Hauptschnitten  zugeordnet. 

Zmii  Behuf  der  Bestimmimg  der  zugeordneten  Durchmesser  -  eines  Com- 
plexes können  wir  an  die  Stelle  der  Characteristik  den  As}inptotenkegel  der- 
sellien  setzen,  und  diesen  Kegel,  parallel  mit  sich  selbst,  belielng  verschieben. 
Nehmen  wir  den  Anfangspunct  der  Coordinaten  als  seinen  Mittelpunct,  so 
wird  derselbe  in  Plan  -  Coordinaten  durch  die  beiden  Gleichungen: 

^  =  0,  ^.^  =  0 

dargestellt,  in  Pmict- Coordinaten  dm-ch  die  einzige  Gleichung: 
{K-^  —  EF)  .r-  +  (Zä  —  DF)}ß  +  {M-^  —DE)  z- 

+  2{DK—L3I)>jz  +  2{EL  —  KM)xz  +  2{FM—K  L).vy  =  0.         (11) 

Drei  zugeordnete  Dm-chmesser  eines  Complexes  haben  gegen  einander 
eine  wesentlich  verschiedene  Richtung,  je  nachdem  die  Characteristik  des 
Complexes  ein  (ein-  oder  zweischaliges)  Hyperboloid  mit  reellem  Asymptoten- 
kegel  oder  ein  (reelles  oder  imaginäres)  Ellipsoid  ist,  dessen  Asymptotenkegel 
auf  einen  ellipsoidischen  Punct  sich  reducirt.  Der  letztere  Fall  ist  dadurch 
angezeigt,  dass  die  drei  Ausdrücke 

K^  —  EF,  D  —  DF,  M-  —  DE  (12) 


im  X<-i(lK'ii  alH'iviu.stinum-n,  wAluviul  im  ei-stern  FiilK«  «litso  Uflx'iviiistiin- 
miui},'  nicht  stattHiulft. 

238.  Wenn  iiisK'suinK'iv  tlie  l'lmmctt'ristik  ••im-  UiiKlrclimi^'sMftclic  ist, 
so  hat  der  C(iini>li'X,  wie  diese  Flilclu',  eim-  lliiuptaxi-  und  daiiflii-n  uin-iid- 
lirli  viele  Axeii,  die  siliiirntlich  j,'t'jien  die  llaii|ifaxi'  iiiul,  paarweise  j^eiudii- 
nifii,  auch  ^'eijen  einander  scnixiccht  ^.'ci-iclitct  sind.  Uicscr  Itcsomlcrc  Kall 
ist,  unter  VMrau.s.sctzun^'  rechtwinkliger  Cuurdinaten-Axcn,  dadurch  hezeich- 
net,  dass 

"  v'-'^' 7  =  '■-',;•         "••') 

und  dann  bestimmt  die  tWlgende  Düppel- (ileichuiig: 

h'.v  =  Ly  =  J/z  •  (14) 

die  Hichtnng  der  Hauptaxe.*) 

Ein  mehr  untergeordneter  Fall  ist  derjenige,    dass  die  Characteristik  in 
eine  Kugel  übergeht,   dem  entsprechend,  dass  die  doppelte  Bedingungs- Glei- 
chung (1.'))  in  die  folgenden  Gleichungen  sich  auflöset: 
K  =0,  Z  =  (»,  .'/  =  0, 

n  =  E  ==  F. 

Dann  sind  alle  den  Raum  durchziehenden  Ebenen  Hauj^tschnitte  des  Com- 
plexes,  auf  welchen  die  zugeordneten  Durchmesser  senkrecht  stehen.  Jeder 
Dnrchmesser  des  Complexes  ist  eine  Axe  desselben. 

239.  Wenn  \^^r  die  Coordinaten-Axen,  auf  welche  die  allgemeine  Glei- 
chnng  (I)  des  Complexes  zweiten  Grades  bezogen  ist,  irgend  dreien  zugeord- 
neten Durchmessern  des  Complexes  parallel  nehmen,  so  verschwinden  aus 
dieser  allgemeinen  Gleichung,  wie  aus  der  Gleichung  der  Characteristik,  drei 
Constanten.     Dann  ist  nämlich: 

/,'=(),  Z  =  0,  .V=0. 

Es  geschieht  dieses  insbesondere,  wemi  rechtwinklige  Coordinaten-Axen  den 
Axen  des  Complexes  parallel  genommen  werden.  Es  kann  diess  unendlich 
oft  geschehen,  wenn  die  Characteristik  eine  Rotationsaxe ,  der  Complex  eine 
Hauptaxe  hat.  Eine  der  drei  Coordinaten-Axen  ist  dann  der  Hauptaxe 
parallel  zu  nehmen ,  willu'end  irgend  zw'ei  gerade  Linien ,  w^elche  auf  einander 
imd  auf  der  Hauptaxe  senkrecht  sind,  für  die  beiden  anderen  Coordinaten- 
Axen  genommen   werden  können.     Wenn  nach  einander  OX,  OV,  OZ  der 


*)  Geometrie  des  Eaumes.   Xr.  154. 
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Hauptaxe  parallel  genommen  werden,  so  werden  bezüglich  die  Coefficienten 
E  lind  F ,  D  und  F,  D  und  E  einander  gleich.  Aus  der  Gleichung  eines 
Complexes,  welcher  nur  rechtwinklige  ziigeordnete  Durchmesser  hat  und  auf 
ein  beliebiges  System  rechtwinkliger  Coordinaten-Axen  bezogen  wird,  ver- 
schwinden K .  L,  M  und  die  drei  Coefficienten  D ,E ,  F  werden  einander  gleich. 
Wir  wollen  ims  in  diesem  Paragi'aphen  auf  den  allgemeinen  Fall  be- 
schränken, dass  die  Characteristik  eine  Fläche  zweiter  Classe  mit  einem 
Mittelpuncte  ist.  Diejenigen  Fälle,  wo  das.  Verschwinden  von  K ,  L,  M  das 
gleichzeitige  Verschwinden  einer  der  drei  Constanten  D,  E,  F  zur  Folge  hat, 
bleiben  hiernach  einstweilen  von  der  Discussion  noch  ausgeschlossen. 

240.    Wir  haben  für  denjenigen  Durchmesser,   der  solchen  Ebenen,   die 
einer  gegebenen  Ebene:  , 

t'.v  +  uy  -\^  i'z  =  0 

parallel  sind,  zugeordnet  ist,  die  folgende  Doppel  -  Gleichung : 

Dt'  +  Lv  +  Mu  Eu  +  Kv  +  Mt'  Fv  +  Ku  +  Li'  ^^' 

erhalten.     Der  successiven  Annahme  entsprechend,  dass 

u'  =  0     und     v'  .=  0, 


/'  =  0       - 

v   =  0, 

/'  =  0        - 

»'  =  0, 

ist  nach  der  234.  Nummer  bezüglich : 

S'  =  Dr^, 

.r'  =  0^ 

T 

y  =  B' 

s 

S'  =  Eu^, 

U 

y'  =  o, 

P 

S'  =  Fi'-^, 

y  =  — 

Q 

F' 

z   =  0. 

(15) 


Hiernach  löst  sich  die  vorstehende  Doppel -Gleichung  nach  einander  in   die 

folgenden  di-ei  Paare  von  Gleichungen  auf: 

Mx  —  Dij  +  T  =0,  Lx^  Dz  —S  =  0, 

My  —  Ex  —  U=  0,  A'y—  Ez  +  P  =  0,  (16) 

Lz  —  Fx  +  /?  =  0,  Kz~  Fy  —  Q  ^  0, 

welche  diejenigen  Durchmesser  des  Complexes  darstellen,    die  bezüglich  den 

mit  FZ,  XZ,  A'F  parallelen  Ebenen  zugeordnet  sind. 

Wemi  wir  die  drei  Coordinaten - Axen   insbesondere  so  annehmen,   dass 

sie  irgend  dreien  zugeordneten  Durchmessern  des  Complexes  parallel  sind,  so 

verschwinden  die  drei  Constanten  K,  L,  M  und  wir  erhalten  zur  Bestimmung 


—      'JXi 


der  absoluten  Lage  dieser  drei  den  Cu<jrdinaten-Axeii  "  \    " }  ,  <>'/  iianilli-lfii 
Durchmesser  die  tulj^eiiden  drei  <i|eiehunj:;en- Paare: 

T 


y  ^ 


X  = 


x  =   + 


U 
/■: 

I! 

i 


z  =    + 

.'/  =  — 


.s 

I) 
/' 

i: 

F 


(10 


]»rri  za>i;eordnete  Dunhmesser  schneiden  sich  also,  paarweise  genoniiinn,  im 
Allgemeinen  nicht.  Sie  Ijestimmen  aber,  wie  überhaupt  ir<.'eiid  drei  gerade 
Linien,  welche  sich  nicht  schneiden,  ein  Parallcle|)ipe(l,  ilas  wir  hier,  weil 
es  für  den  Complex  i)ezeichnend  ist,  nilher  lietrachten  und  ein  Central- 
Parallelepiped  des  Complexes  nennen  wollen. 

Die    vorstehenden    sechs    Glei-  ^ 

chungen  (17)  stellen,  einzeln  genom- 
men, die  sechs  Seitenebenen  eines  rr 
Central -Parallelepipeds  dar.  Jede 
von  zwei  gegenüberliegenden  Seiten- 
ebenen  geht  durch  einen  von  zwei 
der  drei  zugeordneten  Durchmesser 
und  ist  dem  anderen  der  zwei  i)a- 
rallel.  Drei  sich  nicht  schneiilende 
Kanten  des  Parallelepipetls  sind  die 
drei  zugeordneten  Durchmesser,  für 
Avelche  "wir  in  der  1-.  Figur  AB, 
CD,  EF  nehmen  wollen.  Wir  können 
dieselben  sechs  Gleichungen  (17),  die, 
paarweise  genommen ,  die  drei  zugeordneten  Dm'chmesser  des  Complexes  dar- 
stellen, auch  noch  in  folgender  Weise  zasammenorduen : 

y  =  — TT,  -  =  +-^ 

R 

F  ' 

U 

E  ' 

Dann  stellen  die  di-ei  Paare  von  Gleichmigen  diejenigen  drei  Kanten  des 
Parallelepipeds  dar.  welcher  den  drei  zugeordneten  Durchmessern  gegenüber- 
stehen.    Diese   drei  Kauten  DE,  FA,  BC,    die    auch    ihrerseits  sich  nicht 

Plücker,  Geomelrie.  »Jv 


H 

^ 

'  / 

\ 

F 

r. 

A 

/ 

a 

X 

Fiffur  1-2. 


.r  =  + 


X  = 


!/  -  + 


E  ' 

T 

D  ' 


(ISJ 


—     234     — 

schneiden,  bilden  mit  den  drei  in  die  zugeordneten  Diu'chmesser  fallenden 
Kanten  ein  räumliches  Sechsecli  AB  CD  E  F.  Die  Eckpuncte  des  Sechsecks 
sind  sechs  der  acht  Eckpuncte  des  Parallelepipeds.  Drei  Diagonalen  des 
Parallel epipeds  sind  die  ckei  Diagonalen  des  Sechsecks,  die  beiden  Puncte 
G,  H,  welche  die  vierte  Diagonale  verbindet,  haben  zu  Coordinaten 


^=+1 

u 

y-'^ 

, s_ 

~  ~  D   ' 


(19) 


Für  die  Längen   der  Kanten,    welche  bezüglich  den  drei  Coordinaten  -  Axen 

OX,  Or,  OZ  parallel  sind,  ergibt  sich 

■ER  +  FU  DQ-\-  FT  DP-\-  ES  ,^^. 

EF        ■>  DF        '  DE        '  ^      ' 

und   für  den  Mittelpunct  des  Parallelepipeds,    dessen  Coordinaten  wir,    zur 

Unterscheidung,  durch  .r",  if,  z^  bezeichnen  wollen: 

ER  —  FU  „  DQ  —  FT  „  DP— ES         ..... 

■^  EF       '  y  ßF        '  DE         '      ^■^^' 

241.  Die  durch  die  Gleichungen -Paare  (18)  dargestellten  Kanten  des 
Central -Parallelepipeds  stehen  zu  dem  Complexe  in  einer  einfachen  geometri- 
schen Beziehung,  die  wir  unmittelbar  erhalten,  wenn  wir  zu  den  Gleichun- 
gen derjenigen  drei  Complex-Cylinder  ziu'ückgehen,  deren  Seiten  den  drei 
Coordinaten- Axen  parallel  sind.  Die  Gleichungen  dieser  Cylinder  werden  (Ab- 
schnitt I.  §  5  Gl.  32),  wenn  wir,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  die  Coordi- 
naten-Axen  0  X,  0  Y ,  0  Z  irgend  dreien  zugeordneten  Durchmessern  des  Com- 
plexes  parallel  nehmen  imd  demnach  /i',  L,  M  gleich  Null  setzen,  die  fol- 
genden : 

Fx^  -\-  Dz^  —  2R.v-\-2Sz  =  0,   [  (22) 

Ex-^  +  D>f  +  2  Ux  ~2Tij=Q.   ) 

Die  drei  Axen  dieser  Cylinder  werden  durch  die  drei  Gleichungen-Paare  (18) 
dargestellt.  Während  di-ei  Kanten  des  Central-Parallelepipeds,  AB,  CD,  EF, 
in  drei  zugeordnete  Durchmesser  des  Complexes  fallen,  fallen  die  drei  gegen- 
überliegenden Kanten  desselben,  DE,  FA,  BC,  in  die  Axen  derjenigen 
drei  Cylinder,  deren  Seiten  den  drei  zugeordneten  Durchmessern 
parallel  sind. 

242.  Wenn  ein  Complex  zweiten  Grades  gegeben  ist  und  wir  eine  Ebenen- 


ri«-|jtun«j;  willkili-lkh  iiiineluueu,  .su  Ist  jedi-r  Liiiifiirii  litiiii^.  ilie  dii-st-r  Klu-m-n- 
richtiing  parallel  ist,  eine  zweite  solche  Linii'iiriLlituiifj;  zugeordnet.  .Ie«ler 
j,'egebenen  El)enenriclitun<j  (jtHk'ni  Systeme  paralleler  Kbenen)  ist  eine  eiii/i|»e 
Linienrichtung  zugoonlnet  und  gegenseitig  jeder  gegelieufii  Linienrirlitung 
eine  einzige  Ebenenriihtung.  Jeder  gegebenen  Linienrirlitung  sind  unendlich 
viele  Paare  von  Linicnrichtungon  zugconlnot ,  welche  ilcr  iler  gegelienen 
Linienrichtung  zugeordneten  Ebenenrichtung  parallel  sind.  So  gibt  es  un- 
endlich viele  S\'steme  dreier  zugeordneter  Linieinichtungen,  in  der  Art,  ditss 
jeder  gegel)enen  Linienrichtung  einerseits  unendlich  viele  Paare  zugeordneter 
Linienrichtungen  entsprechen,  welche  der  zugeordneten  Ebenenrichtung  paral- 
lel sind,  uml  anderei^seits  die  Ebenenrichtung,  welche  irgend  zweien  dreier 
zugeordneter  LiiiienrichtungeiT  parallel  ist,  der  dritten  dieser  Richtungen  zu- 
geordnet ist.  Es  gibt  endlich  unendlich  viele  Systeme  dreier  zugeordneter 
Ebenenrichtuugen:  sie  sind  je  zweien  von  drei  zugeordneten  Linicnrichtuiigcn 
parallel. 

Es  gibt  einerseits  drei  zugeordnete  Durchmesser  des  Complexes,  welche 
die  Richtung  dreier  zugeordneter  Linienrichtuugen  haben,  andrerseits  drei 
Axen  von  Complex-Cylinderu,  welche  dieselben  Richtungen  haben,  und  die 
w^ir  ihrerseits  als  drei  conjugirte  Cylinderaxen  bezeichnen  können.  Die 
drei  zugeordneten  Durchmesser  und  die  drei  zugeordneten  Cylinderaxen  IjU- 
den  ein  rilumliches  Sechseck,  dessen  gegenüberliegende  Seiten  parallel  sind. 
Die  Seiten  desselben  sind  abwechselnd  Durchmesser  und  Cylinderaxen.  Jeder 
Durchmesser  wird  \'on  zwei  Cylinderaxen  geschnitten,  welche  deijeuigen 
Ebenenriehtung  parallel  sind,  die  der  Richtmig  des  Durchmessei*s  zugeordnet 
ist.  Jede  Cyliuderaxe  wird  von  zwei  Durchmessern  geschnitten,  welche  der- 
jenigen Ebenenrichtung  parallel  sind,  die  der  Richtung  der  Cyliuderaxe  zu- 
geordnet ist. 

Einer  gegebenen  Ebene  sind  unendlich  viele  Durchmesser  des  Complexes 
imd  die  Axen  unendlich  vieler  Complex-Cj'linder  parallel.  Einei-seits  bilden 
jene  Diu-chmesser,  andrerseits  diese  Cylinderaxen  eine  Linienfläche.  Der  ge- 
gebenen Ebene  ist  ein  Durchmesser  des  Complexes  zugeordet,  so  wie  ihr  die 
Axe  eines  Complex-Cyliuders  zugeorchaet  ist.  Jener  Durchmesser  ist  dieser 
Cj'liuderaxe  parallel.  Die  Axen  aller  Complex-Cylinder,  welche  der  gegebe- 
nen Ebene  parallel  sind,  schneiden  die  zugeordneten  Durchmesser,  alle  Durch- 
messer des  Complexes,  welche  der  Ebene  parallel  sind,  schneiden  die  zu- 
geordnete Cyliuderaxe. 

30* 
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243.  Es  erscheint  zweckmässig,  die  vorstehenden  geometrischen  Betrach- 
tungen durch  einige  analytische  Entwicklungen  zu  bestätigen  und  zu  ver- 
vollständigen. 

Die  Gesammtheit   aller   Curven,    welche  in  Ebenen  liegen,    welche   der 

Ebene   YZ  parallel    sind    und    somit    eine   Aequatorialfläche    bilden,    wird 

(Abschn.  I,  §  2  Nr.  163)  durch  die  folgende  Gleichung  dargestellt: 

D  «'3  +  2  (Z  X  —  S)v  w  +  {F.r^  —  2B  .r  +  B)v' 

+  2{Mx  +  T)uw  +  2{I{.v^  —  0.r—G)tir  +  (E  x:'' +  2M  x  +  C)ifi  =  0.    (23) 

Die  Ebene  der  Curve  ist  durch  x  bestimmt  und  dann  die  Curve  in  ihrer  Ebene 

durch  die  Linien -Coordinaten     -  und  — .    Wenn  die  Axe  OX  die  der  Ebene 

IV  w 

Y Z  zugeordnete  Richtung  haben  soU,  so  verschwindet  L  und  M;  wenn  sie 
mit  dem  dieser  Ebene  zugeordneten  Durchmesser  des  Complexes  zusammen- 
fallen soll,  so  müssen  auf  ihr  die  Mittelpimcte  aller  Curven  liegen.  Diess 
fordert,  neben: 

Z  =  0,  J/=0, 

überdiess  noch: 

,s' =  0,         r=o. 

Dami  vereinfacht  sich  die  vorstehende  Gleichung  folgendergestalt : 
Dw'^^{Fx-'—2Rx^B)v''+  2(ÄV— O.r— 63«t-+(iF.i-2+2  Vx+C)rt-  =  0.  (24) 
Dieselbe  Aequatorialfläche,  welche  durch  die  vorstehende  Gleichung  ver- 
mittelst ihrer  Breitencurven  dargestellt  wird,  wird  (Abschn.  I,  §  5  Gl.  30) 
miter  Berücksichtigung,  dass  L,  M ,  S  und  T  verschwinden,  durch  die  fol- 
gende Gleichung: 

(F«'2  4-  2  K  iiv  +  E  «■-')  .fä  +  />  «;2  z2 
+  2 {R V^  +  0 u V  —  Uic-) X  +  {B v^  —  2Guv-\-  Cu^)  =  0  (25) 

vermittelst  ihrer  umschriebenen  Complex-Cylinder,  deren  Axen  der  Coordi- 
naten-Ebene  YZ  parallel  sind,  dargestellt.    Nachdem  wir  durch  willkürliche 

Annahme  von  —  die  Axenrichtuug  eines  dieser  umschriebeneu  Complex-Cy- 
linder bestimmt  haben,  stellt  die  letzte  Gleichung  in  XZ  die  Cm-ve  zweiter 
Ordnung  dar,  nach  welcher  der  bezügliche  Cyliuder  diese  Coordinaten-Ebene 
schneidet.  Die  mit  YZ  parallele  Axe  des  Cylinders  geht  durch  den  Mittel- 
pimct  dieser  Durchschnitts-Curve ,  welcher  auf  der  Coordinaten-Axe  O.V  liegt, 
und  auf  dieser  Axe  durch  den  Coordinaten -Werth 

_     Bv'i  4-  Oliv—  Uu-  ,.)  .. 

•'"  ~    Fv'  -]-2Kiiv+  EiC-  ^     ' 


l>:j7 

Wstimnit   ist.     iU-zitlu-ii  wir  ilii-  CtMirilinateii  y  uiul  :  iuif  iiL'«'inl  i'ini'ii  Piiint 
irgend  einer  mit  }'Z  i)ar<illeK'n  Cylindenixe,  so  ist 

V    _  »/ 

u  z 

uiiil   wir  t-rlialti-n 

~    /y  —  2A'yr-f  ^r^  '  '"'^ 

uls  (ili'itlum^'  tlt's  geonu't riscln'u  (h'tes  für  ilie  der  Elieni'  I' Z  luiral- 
lelen  Axen  von  Coniplex-Cylindern. 

In  (irr  letzten  (ileiehung  ist  ausgesprochen,  dass  in  jeder  dmxli  einen 
gegebenen  Dnrchmesser  gelegten  Ebene  eine  einzige  Cylinderaxe  liegt,  welche 
der  dem  Dnrehmosser  zugeordneten  Eljenenriohtung  parallel  ist;  wilhrend  in 
jeder  Eigene,  welche  diese  Riehtmig  hat,  zwei  auf  ilem  Durchmesser  sich 
schneidende  Cvlinderaxen  liegen. 

244.  Es  gibt  einen  andern  Weg  zur  Bestimmung  der  beiden  Cvlinder- 
axen, die  in  einer  gegebenen  Ebene,  welche  wir  hier  der  Coordinaten- Ebene 
y Z  parallel  genommen  haben,  enthalten  sind.  Wenn  wir  nämlich  die  Glei- 
chung (24)  in  Beziehung  auf  .r  differentiiren,  kommt: 

{Fx  —  R)v'  +  {•2K.v  —  0)uv  +  {Ex+U)u-  =  0. 
Diese  Gleichung  gilit   sofort  den  eben  gefundenen  Werth   von  .v   in  v  und  u 
(2G).     Die  Richtung  der  beiden  Cvlinderaxen   in  der   Ebene   FZ  selbst   ist 
diuxh  die  Wmzelu  der  folgenden  Gleichung  gegeben: 

Äjjä  4-  Ouv—  Uli'  =  0. 

Ein  Complex-Cvlinder,  dessen  Axe  in  einer  gegebenen  Ebene  liegt,  hat 
zu  zweien  seiner  Seiten  zwei  parallele  Tangenten  derjenigen  Complex-Curve 
zweiter  Classe,  welche  in  dieser  Ebene  liegt.  Die  Axe  des  Cylinders  geht 
also  durch  den  Mittelpunct  der  Complex-Curve.  Projiciren  wir  auf  die  ge- 
gebene Ebene  die  Complex-Cm-ve  in  der  ihr  iDarallelen  benachbarten  Ebene 
nach  derjenigen  Richtung,  che  diesen  Ebenen  conjugirt  ist,  so  wird  auch 
diese  Projection  von  den  beiden  Cylinderseiten  berührt;  mit  andern  Woi-ten, 
die  beiden  imter  sich  parallelen  Ebenen,  welche  den  Cylinder  nach  diesen 
Seiten  berühren,  berühren  gleichzeitig  die  Aec^uatorialfläche,  welche  OX  zum 
Dm-chmesser  hat.  Es  handelt  sich  hiernach  darum,  diejenigen  Puncte  der 
Complex-Cm-ve  in  der  gegebenen  Ebene  zu  bestimmen,  in  welchen  die  Aecjua- 
torialfläche  von  solchen  Ebenen  berührt  wird,  die  dem  Dm-chmesser  dieser 
Fläche  ijarallel  sind.  Der  der  Aequatorialfläche  umschriebene  Cylüa- 
dor,    dessen  Seiten  dem  Diu-chmesser    derselben    parallel  sind,    berührt  die 
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Fläche  nach  einer  räumhchen  Curve,  welche  von  einer  Ebene  in  vier  Puncten 
geschnitten  wird.  Sie  wird  insbesondere  von  der  gegebenen  Ebene,  welche 
eine  Breiten  ebene  der  Fläche  ist,  in  solchen  vier  Pnncten  geschnitten,  welche 
die  Scheitel  zweier  Durchmesser  der  Complex-Curve  in  der  gegebenen  Ebene 
sind.  Die  beiden,  diesen  Durchmessern  zugeordneten  Durchmesser  der  Com- 
plex-Curve sind  die  beiden  zu  construirenden,  in  der  gegebenen  Ebene  liegen- 
den Cylinderaxen. 

245.  Wir  wollen  die  Axe  OX,  welche  nach  der  bisherigen  Aimahme 
mit  irgend  einem  Durchmesser  des  Complexes  zusammenfiel ,  nunmehr  so  ver- 
schieben, dass  sie  mit  der  diesem  Durehmesser  parallelen  Axe  eines  Complex- 
Cyliuders  zusammenfällt.  Die  Gleichung  desjenigen  Cylinders,  dessen  Axe  der 
Coordinaten  -  Axe  OA' parallel  ist,  hat  überhaupt  zur  Gleichung  (Nr.  249): 

F)f-  —  iKyz  +  Ez^  +  2^y  —  2Pz  +  A  =  0. 
Damit  die  Axe  des  Cylinders  mit  OX  zusammenfalle,    erhalten  wir  die  l)ei- 
den  Bedingungen: 

/>=(),  Q  =  0. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Complex-Ciurven  in  Plan -Coordinaten  (X), 
welche  wh'  an  die  Spitze  der  Entwicklungen  dieses  Paragi-aphen  gestellt 
haben,  stellt  dann  insbesondere  die  in  einer  beliebigen,  dm-cli  die  Cylinder- 
axe  gelegten  Ebene: 

II  y  +  v'z  =  0, 
enthaltene  Complex  -  Curve  dar,    w^enn  wir  m  derselben  t'  und  w   gleich  Null 
setzen.     Unter  Berücksichtigung,   dass  /-*  und  ij  verschwinden,   erhalten  wir 
für  diese  Curve  die  Gleichung: 

{Eh'''  +  2Ku'i'-\-Fv'-')iv-  —  2{Uu-'  —  0uv—Rv'-')/w 

—  '2{Uu'-'—Juv)tv  +  2{Hui'  —  Jv'-')(u 

+  {Cu^~2Guv'  +  Bv'-)l-' 

+  A{HV~i'uy  =  0.  (28) 

Der  Mittelpunct  dieser  Curve  liegt  auf  der  Coordinaten -Axe  OX,  und  ist  auf 
dieser  Axe  durch  den  Coordinaten -Werth: 

.  _     Rv'"^  -\-  Ou'v'  —  Uu-  ..„ 

'^'  ~  Fv''^-\-  2Kuv'  +  Eu'  ^"^  '' 

bestimmt. 

Die  vorstehende  Gleichung  (28)  stellt,  wemi  wir  in  derselben  —  als  ver- 
änderlich betrachten,  eine  Meridianfläche  dar,  welche  die  Axe  eines  Complex- 


2:?o 

Cylinders  zu  ihnr  I>oitinllinu'  hat.  Sie  ist  dmluivli  dianit fori-^ii-t,  tla.vs  tlie 
Mittelimnete  ihrer  sAiiiintlichon  Mi'niHaiicurven  auf  der  Iiii|i|H-llinie  lii'^i-u. 

1*  Hi.    Narh   Vei-taus«liuii<'  vnn      .   und         werden  die  beiden  CJIeichuiiL'en 

1/1/  '^ 

{'21)  und  eilt)  identisch.      Wnni   wir  daher  dunli      ,    die  Hicht lui;,'  i-iner  (  v- 

Underaxe  hestimnien,  wehhe  der  Kl)ene  i'Z parallel  ist  und  denniaeh  denjeni^^en 
Durelunesser  des  ('()in])lexes.  der  mit  OA  parallel  ist,  sehneidet,  so  lie^ft  diese 
in  einer  Eltene,  welthe  die  Cylindera.\e  OA'  in  dem  durch  (2!i)  bestimmten 
Puncto  schneidet.     Diejenif^e  f^erade  Linie,  welche  in  dieser  Ebene  lie^rt  und 

ilurch  diesen  Puiiet  peht  und  deren  Hichtun^'  der  iüchtun«,'  der  diireh    '.    !»■- 

stimmten  Ebene  der  Cumplex-Curve    und   also  auch  der  Kichtung  der  durch 

—  bestinimton  Cvünderaxe  coniu*rii-t    ist,    ist   der   iresuchte  Dnvilnnesser  des 

«  .1.7 

Complexes. 

Um  hier'nach  den  fraglichen  durch  den  Mittelpunct  der  Curve  (28)  gehen- 
den Durchmesser  des  Complexes  zu  eonstruiren,  bedienen  wir  uns  der  Cha- 
i'acteristik  der  Flilche.  Wir  wollen  die  bisher  unbestimmt  gebliebenen  Rich- 
tungen der  beiileii  Coordinaten-Axen  O}  und  oZ,  der  f^infachlieit  wegen, 
mit  irgend  zwei  zugeordneten  Dm'chmessem  der  Durchschnitts-Curve  der  Cha- 
racteristik  mit  der  Coordinaten- Ebene  FZ  zusammenfallen  lassen.  Dann 
verschwindet  Ii  aus  der  Gleichung  des  Complexes,  und  die  Gleichung  dieser 
Durchschnitts  -  Curve  wird : 

/■'r-'  -f  Ell'  +  A-?e'  =  0. 

Zur  Bestimmung  der  liichtung,  welche  der  Kichtung     ,    zugeortbiet  ist,   die 

wir  dm-ch  —  bezeichnen  wollen,  erhalten  wir  die  Gleichung: 
u 

"'.-  •  -  -f  I  =  0.  (30) 

u        11  F 

Wenn  wir  vermittelst  dieser  Gleichung  in  (20)  —  statt  -,  einführen,  kommt: 


.r  = 


F'^Uv^  -f  EFOuv  —  E'^Rü 


.2 


(31) 


EF{Fv'  +  Eu^) 

Wenn  wir  endlich  y  und  z   auf  ii'gend  einen  Punct  des   fraglichen  mit  VZ 
parallelen  Dm-chmessers  des  Complexes  beziehen,  erhalten  wir: 

V  y 


u  z 
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uud  hiernach 


F-U>/-  +  EFOyz  +  E-Rz"- 


■^  ~  EF{Fi/  +  Ez"-)  '  ^^-^ 

Diese  Gleichung  stellt,  wenn  wir  .?■,  y,  z  als  veränderlich  betrachten,  den 
geometrischen  Ort  für  diejenigen  Durchmesser  des  gegebenen 
Complexes  dar,  welche  der  Ebene  VZ  parallel  sind. 

Sie  sagt  aus,  dass  in  jeder  durch  die  Axe  eines  gegebenen  Complex- 
Cylinders  gelegten  Ebene  ein  einziger  Durchmesser  des  Complexes  liegt,  wel- 
cher der  der  Cylinderaxe  zugeordneten  Ebenenrichtung  parallel  ist,  während 
in  jeder  Ebene  von  dieser  Richtung  zwei  Durchmesser  liegen,  welche  auf  der 
Axe  des  gegebenen  Cj-linders  sich  schneiden. 

Eine  beliebige  Ebene  A  F  F' E  G  G' A 
schneidet  den  Durchmesser  AB  des  Com- 
plexes und  die  Axe  DE  des  Complex-Cy lin- 
ders, deren  Richtmig  ihr  zugeordnet  ist, 
in  zwei  Puncten  A  imd  E.  In  dieser  Ebene 
liegen  zwei  Cylinderaxen  AF  und  AF',  die 
den  Dm'chmesser  AB  inA,  und  zwei  Com- 
plex-Dm-chmesser  EF  und  EF',  welche  die 
Cylinderaxe  DE  in  E  schneiden.  Die  Rich- 
tungen der  beiden  Durclmiesser  in  dieser 
Ebene  sind  bezüglich  den  Richtungen  der 
beiden  Cyhnderaxen  in  derselben  conjugirt. 
Die  Ebene  gehört  gleichzeitig  zweien  Cen- 
tral-Parallelepipeden  an,  welche  zwei  gegen- 
die  in  den  Durchmesser  AB  und  die  ihm  parallele 
gemein  haben.    Die  gegenüberliegenden  Seitenflächen 

Die   beiden    in 


Figur  13. 


überliegende  Kanten , 
Cylinderaxe  DE  fallen, 

des  Parallelepipeds  fallen  in  dieselbe  Ebene  BC'CDH'HB. 
dieser  zweiten  Ebene  liegenden  Dm'chmesser  des  Complexes,  CD  mid  CD', 
sind  die  den  beiden  Cylinderaxen  in  der  ersten  Ebene,  so  wie  die  beiden 
Cylinderaxen  in  der  zweiten,  BC  und  BC,  die  den  beiden  Durchmessern  in 
der  ersten  Eigene  gegenüberliegenden  Kanten  der  beiden  Parallelepipede.  Der 
gemeinsame  Mittelpmict  der  beiden  Central -Parallelepipede  liegt  in  einer 
Ebene,  welche  parallel  mit  den  beiden  gegenüberliegenden  Seiteuflächen,  die 
wir  ihrerseits,  wie  l^isher,  der  Coordinaten  -  Ebene  FZ  parallel  nehmen  wol- 

Sie  halbirt  also  den  Abstand 


len , 


in  der  Mitte  zwischen  beiden  hindurchgeht. 
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rillt-.  I»un  liiiicsstT-.  iiinl  ciii.T  ('\  liii'li'nixu  (k'>  ruinidcx.-s,  wrli  In-  unter  sicli 
iiml  mit  \  X  parallfl  sind.  I)a<lun:li,  iIush  wir,  pariillfl  mit  VZ,  dii-  j;,- 
ineinscliaftlitlu'  Hirlittiii^'  In-idcr  von  vnriu'ln'n-in  amn'linu'n,  sind  di««  Ix-idi-n 
<^e<,'t'inllM>rlit'genden  .Sfitentlilrlini  fim-s  l*arallt'l«'|)i|»cds  in  lini-an  r  W'.m«.-  Im- 
.stiinmt. 

Wi'iui  wir  dii-  dlficliim;^'  (27),  wie  die  (llciilmn;,'  (.'L'),  aid'  Cuordi- 
iiat«'n-A.\t.'n  ^>i'  wwAoZ  hf/it-lii'n,  welche  zweien  zu<iei)rdneten  Dnnlunessern 
<les  Komplexes  oder,  was  dassellte  lieisst,  zweien  zuj^'eordneten  ('vlinderaxen 
<le.sselben  parallel  sind,  su  verschwindet  auch  aus  ihr  /i'  und  es  kommt: 

Ryl  —  Oyx  —  Uz' 

Unter  der  N'oraitssetzung,  dass    "^     in   der   voi-stehenden   (ileichunj,'  (.'i.'J)    und 

der  (ileiehiing  (.'52)  dei*selbe  Werth  l)eifrelegt  werde,  bedeutet  .r  in  den  beiden 
Oleichungen  die  Abstünde  einer  Cylinderaxe  des  Complexes  und  eines  Durch- 

mes>ers   des.sell»en,   deren  Kichtung  dieselbe   und   durch    _    gegeben  ist,  von 

tler  Coordinaten  -  Ebene  I'Z.  Die  halbe  Sunnne  dieser  Abstünde,  welche  Avir 
durch  .1"  bezeichnen  wollen,  gibt  also  den  Abstand  des  Mittel punetes  des  be- 
züglichen Central  -  Parallelepipeds  von  dereelben  Coordinaten -Ebene.  AVenn 
wir  die  fraglichen  Gleichungen  (.")2)  und  (33)  addiren,  so  kommt  in  Uclx^r- 
einstimmunu  mit  (21): 

Der  Werth  von  .r"  ist  unabhängig   von  dem  beliebig  angenommenen  Werth 

von   ~^.   Ueberdiess  liegen  die  Mit  telpuncte  aller  Central-Parallelepii)ede,  deren 

gegenüberliegende  Kanten  in  den  J'Z  zugeordneten  Durchmesser  und  die  die- 
ser Ebene  zugeordneten  Cylinderaxen  fallen,  auf  der  Mittellinie  zwischen  die- 
ser Cylinderaxe  und  jenem  Durchmesser.  Wir  ziehen  hieraus  den  Schluss, 
dass  alle  Central-Parallelepipede,  deren  eine  Kante  in  einen  gegebenen  Durch- 
messer des  Complexes  und  deren  'gegenüberliegende  Kante  demnach  in  die 
dem  Durchmesser  parallele  Cylinderaxe  fällt,  einen  gemeinschaftlichen 
Mittelpnnct  haben. 

Der  vorstehende  Satz  gibt  uns  unmittelbar  neue  Reihen  von  Ceiitral- 
Parallelepipeden ,  welche  unter  sich  und  mit  den  Parallelepipeden  der  ersten 
Reihe  denselben  Punct    zum  Mittelpuncte  haben.      AVir  1)rauchen  bloss   zu 

PI iU-k er,  Geometrie.  »-»l 
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diesem  Ende  an  die  Stelle  des  gegebenen  Dnrchmessers  irgend  einen  neuen 
zu  setzen,  der  demselben  zugeordnet  ist,  und,  so  fortfahrend,  den  jedesmaligen 
neuen  durch  irgend  einen  ihm  zugeordneten  zu  ersetzen.  Einem  gegebenen 
Durchmesser  der  Characteristik  des  Complexes  ist  aber  jeder  Durchmesser, 
welcher  in  der  gegebenen  zugeordneten  Diametralebene  liegt,  zugeordnet. 
Zwei  gegebene  Durchmesser  haben  also  beide  denjenigen  zum  zugeordneten 
Durchmesser,  nach  welchem  die  beiden  Diametralebenen,  welche  den  lieiden 
gegebenen  Durchmessern  zugeordnet  sind,  sich  schneiden.  So  können  wir 
also  auch  von  jedem  gegebenen  Durchmesser  eines  Complexes  zu  jedem  zwei- 
ten gegebenen  Durchmesser  desselben  in  der  Art  übergehen ,  dass  wir  an  die 
Stelle  des  ersten  gegebenen  Durchmessers  zunächst  einen  demselben  zugeord- 
neten dritten  Durchmesser  setzen  und  dann,  an  die  Stehe  dieses  dritten, 
den  zweiten  gegebenen,  der  seinerseits  diesem  zugeordnet  ist.  Wir  gelangen 
somit  zu  dem  folgenden  Satze: 

Alle  Central-Parallelepipede  eines  gegebenen  Complexes 
haben  denselben  Punct  zu  ihrem  Mittelpuncte. 

Den  gemeinschaftlichen  Mittelpunct  aller  Central-Parallelepipede  wollen 
wir  den  Mittelpunct  des  Complexes,  jede  Ebene,  welche  durch  den- 
selben geht,  eine  Centralebene,  jede  durch  ihn  gehende  gerade  Linie  eine 
Centrallinie  dessell)en  nennen. 

Ein  Complex  des  zweiten  Grades  hat  im  Allgemeinen  einen 
Mittelpunct. 

Eine  Ebene,  welche  parallel  mit  irgend  zweien  zugeordneten 
Durchmessern  oder  mit  irgend  zweien  zugeordneten  Cylincler- 
axen  eines  Complexes  in  der  Mitte  zwischen  denselben  hindurch- 
geht, ist  eine  Centralebene  des  Complexes. 

Jedem  Durchmesser  eines  Complexes  ist  die  Axe  eines  Cylin- 
ders  dessellten  itarullel:  die  Mittellinie  zwischen  beiden  ist  eine 
Centrallinie  des  Complexes. 

247.  Wenn  wir  für  Y Z  eine  Centralebene  des  Complexes  und  für  die 
Axe  OX  einmal  den  ihr  zugeordneten  Durchmesser,  das  andere  Mal  die  ihr 
zugeordnete  Cylinderaxe  nehmen,  so  werden  die  beiden  Linienflächen,  von 
welchen  die  eine  alle  durch  den  zugeordneten  Durchmesser  gehenden .  mit  VZ 
parallelen  Cylinderaxen ,  die  andere  alle  durch  die  zugeordnete  Cylinderaxe 
gehenden,  mit  YZ  parallelen  Durchmesser  des  Com^^lexes  enthält,  durch 
folgende  beide  Gleichungen  dargestellt: 


—    lm;; 


R,p  —Oyz—  Uz"* 
Itir  —  fhjz  —  l'x- 

Wenn  wir  ilif  l>fi<lcii  liinitMitlilchiMi  und  mit  ilim-n  /u^iicic  li  die  iMV-dfiliilit* 
C'oordiniiti'n-Axc  f>.\  parallH  nut  sich  selbst  und  mit  der  CentralflH'ne  ver- 
schielu-n,  ilndciii  siili  ilm-  Id-iden  (»leichungen  niilit.  Wi-ini,  uai  li  der  Vcr- 
schiel)un>:,  der  tonjuprte  J^urelunesser  mit  der  eonju^irten  Cylinderaxe  /u- 
sanimeidällt.  stellen  die  vtustelit-nden  (ilei(hunj.'en  ilie  lieitli-n  Flüchen,  iiuf 
<Ui*well>e  ('oonlinaten-.System  ItezuL'eu,  dar.  In  ihnen  ist  dann  die  geometri- 
sehe  Beziehung  deiselben  zu  einander  unmittelbar  ausgesprochen. 

Wir  können  hierbei  immer  voraussetzen,  dass  in  }  X  die  beiden  t'uor- 
dinaten-Axen 'V /' nnd  ^^Z,  wclchr  irgend  zweien  zugcuri bieten  Durchmessern 
«les  Complexes  parallel  sind,  auf  einander  senkrecht  stehen.  Weini  wir  ins- 
besondere für  die  gegel>ene  Centralebene  einen  der  drei  Hauptschnitte  des 
('omjilexes.  die  durch  den  Mittelpunct  desselben  gehen,  nehmen,  so  steht 
auch  OA'  auf  O }'  und  OZ  senkrecht.  Dann  ist,  wenn  wir  die  Centalebone 
als  spiegelnde  Ebene  betrachten,  eine  der  iiciden  LinienHiU-hen,  nach  siliick- 
liclier  gegenseitiger  Verschiebung  derselben,  da.s  SpiegelliiM  der  andcni. 

■_'4>^.  ^\'^•nn  wir  den  Mittelpunct  des  Com2)lexes  zum  Aufangspuucte  der 
Coordinateu  neinnen  und  durch  densell)eu  die  di'ei  Coordiuaten-Axen  parallel 
mit  irgend  dreien  zugeordneten  Durchmessern  und  Cylinderaxen  legen,  so 
wird  die  Gleichung  des  (.'omplexes,   indem  wir  A ,  L.  M  gleich  Null  setzen: 

.//--'  +  Bs-  +  6"  +  Da-  +  A>-  +  Fif 
+  26'*  +  2///-+  2.//-.V 
—  2  .V/o-  +  -lOsii 
+  2  Pr  Q  +  2  (Jrri  +  -2R  s  ij  —  -ISsa  —  2  7'o-  +  2  T'o  =  0 ,  (35) 

wobei  die  folgenden  drei  Bedingiuigs- Gleichungen  (Nr.  240)  erfüllt  sind; 


F  /■:  '  F  D  ' 

aus  welchen  die  folgende  sicli  al)leitet: 

PRT  =  ijSV. 

Dann  bestimmen  die  drei  Coordinaten- Paare: 
T         0  .  ^  _ 

I)   "   F  ' 

ü //  .  _ 

E  /" 


P 
E 


D 


y= 


s 

~D 
P^ 
E 


P 
E 

S_ 
1) 


(36) 
(36  a) 

(37) 
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_  R   __   U  ^ ^  =  _   ^       I 

'^'  ~    F    ~    E  '  ^  ""  F    ~  D        1 

die  Lage  der  tkei  zugeordueteu  Durchmesser,  und  dieselben  drei  Coordinaten- 
Paare,  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  genommen,  die  Lage  der  drei  zu- 
geordneten Cylinderaxen. 

Die  Coordinaten - Axen  werden  rechtwinklige,  wenn  wir  sie  den  drei 
Axen  des  Complexes  parallel  nehmen.  Dann  ist  auch  das  durch  diese  be- 
stimmte Central -Parallelepiped  ein  rechtwinkliges.  Die  Quadratlänge  der 
Hälfte  seiner  vier  Diagonalen  ist: 

(?)'  +  (4y  +  (D;-(iy  +  (-D- +  (-!-)■       ««) 

Unter  diesen  vier  Diagonalen  ist  eine  ausgezeichnete,  welche  keine  der  drei 
Axen  des  Complexes  und  keine  der  drei  zu  denselben  parallelen  Cylinderaxen 
schneidet.  Wenn  wir  die  Winkel ,  welche  dieselbe  mit  den  drei  Coordinaten- 
Axen  OX,  OF,  OZ  bildet,  durch  a,  ß,  y  bezeichnen,  ist: 

ü      0      S         RTF  ,.,„, 

COS  a  :  cos  ß  :  cos  7  =  y/-  y  :  ^  =  f  '■  d  '•  1 '  ^  "^^ 

Der  achte  Theil  des  Inhaltes  des  Centralparallelepipeds  ist: 

I^   =  J>1U^.  (40) 

DEF    "^     DEF  ^      ' 

249.  Nachdem  wir  die  sechs  Constanten  der  Lage  in  Abrechnung  ge- 
bracht haben,  beträgt  die  Anzahl  der  Constanten  des  Complexes  nur  noch 
dreizehn,  die  sich,  wenn  wir  die  Bedingimgs-Gleichungen  (oG)  berücksich- 
tigen, in  der  Gleichung  (35)  wiederfinden.  Die  einzige  Bedingiuig,  die 
befriedigt  werden  muss,  wenn  wir  der  Gleichmig  des  Complexes  die 
vorstehende  Form  geben  wollen,  besteht  darin,  dass  keine  der  drei  Con- 
stanten />,  E,  F  gleichzeitig  mit  K ,  L  und  M  verschwindet.  Dann  kön- 
nen wir,  iinter  der  Voraussetzung  rechtw^inkliger  Coordinaten- Axen ^ 
im  Allgemeinen  in  einziger  Weise  den  Complex  durch  die  (ileichung  (35) 
darstellen. 

Die  besonderen  Fälle,  dass  eine  oder  mehrere  der  drei  Constanten  />,. 
E,  /"gleichzeitig  mit  K.  L.  M  verschwinden,  werden  wir  später  (§3)  be- 
handeln. 


IM;') 


fi 


Particularisirung  der  Complexe.  die  einen  Mittelpuuct  babeu.    Complexi',  deren  Linien 

eine  Fläche  zweiten  Grades  umhüllen. 

•_'.')0.    Di»»  z\van/i^'  ConstiiiitfU  iltr  all|.'fint'ini'n  ('inii|iIex-Cilei(l)unv.'  (1): 

.//-  -u  Hs-  +  C  +  Da-  +  Ay-  +  r,,- 

+  -If.s  -f-  l/lr  +  Urs  +  •Ihffii  —  -iLiitf  —  J  ?/,,<; 

—  i.V/ff  +  Htsij 

+  -i/V«  +  Kjrij  +  •_>//*•,/  —  -ISsts  —  1  7ii  +  11  ,j  =-  (I, 

welrhe,    wenn    wir  (iunli  tiiii'  licliebiiro  (lerselbfn   «lic  illiri<:fn   ilividinn.   «lii- 

nfuiizt'liu    Coustanten   »^eben.    urlrlir   /m-  Bestinuniinji  des  ('(iniplexcs   uinl 

.seintT  La«je   nothwcndi«;  sind,   ordnen   sii  li    zu  den   fi •Irrenden  seelis  (inippen 

zusammen: 


./. 

/.'.  (■ 

und 

/, . 

//. 

./, 

/f. 

/:.  /•■ 

_ 

A, 

/.. 

.'/. 

V.  o. 
/'.   (J.  II.  S.   T.   l  . 
Die   sechs  L'onstanten   der  letzten  Ciruppe    ordnen   sich   ilirerseits   wieder   in 
verschiedener  "Weise  zusammen,  zweimal  zu  drei  Paaren: 

/'  1111(1   (>,  It  und  S.  r  und   U, 

/'    -     /.  li     -     O.  T     -     S, 

und  einmal  zu  zwei  (»nippen  vnu  diri: 

/'.  //.  /■  und  n.  S.  i. 
l.^l.  Wir  haben  im  ersten  l'ara<^uplien  nachgewiesen,  dass,  wenn  die 
drei  L'onstauten  /»',  /-,  .'/  verschwinden,  die  drei  Coordinaten-Axen  dreien 
zugeordneten  Durehmessern  des  Complexes  parallel  sind.  JJann  können  wir 
durch  schickliche  Verlegung  des  Anfangspunctes  der  (Jooi'dinaten  überdiess 
noeli  drei  neue  Constanten  ans  der  Gleichung  des  Complexes  ausfallen  lassen. 
Wenn  .r„.  //,.,  z,,  die  Coordinaten  des  neuen  Anfangspunctes  sind,  so  erhalten 
die  sechs  C'onstanten  der  letzten  Gruppe  die  folgenden  neuen  Werthe,  die 
wir  dnreh  /'„.  (>,,.  /•',,.  'S'o,  T.^.  ('„  unterscheiden  wollen  (Xv.  l.")7): 
y'„  =  />+Az„,  (j„  =  O  —  J-',/,,^ 

y?^  =  Ä  +  F.V,,,  S„  =  S  —  Dz„,  (41) 

y«  =  T  +  Dy»,  i'„  =  r  —  A\in. 

Wenn  wir  eine  der  acht  Ecken  des  bezüglichen  Central -Parallelepipeds  zum 
Anfangspuncte  nehmen,  verschwinden  drei  der  neuen  Constanten.     .Je  nach- 
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dem  (Fig.  12)  diese  Ecke  eine  derjenigeu  sechs  ist,  in  welcher  sich  ein 
Durchmesser  und  eine  Cylinderaxe  schneiden,  oder  eine  der  beiden  noch 
übrigen  Ecken,  durch  welche  weder  einer  der  drei  conjugirten  Durchmesser, 
noch  eine  der  drei,  denselben  parallelen,  conjugirten  Cylinderaxen  gehen, 
verschwinden  bezüglich: 

iSn,    1  ü,    Li),  Jfn,    1^0!    Joj  L'ii-    ^h  >    '^o  • 

P„    {>o,    /?„,  Uo,    Po,    On,  Ta,    l\u    /:. 

und  '"^'n,    Qo,    ^0,  -''o.    -"0,    J()- 

Die  sechs  neuen  Gonstanten  können  nur  dann  gleichzeitig  verschwinden, 
wenn  zwischen  den  ursprünglichen  die  folgenden  drei  Relationen  liestehen: 

Die  Folge  des  Verseliwindens  der  neuen  Constanten  ist.  dass  die  drei 
neuen  Coordinaten-Axen  mit  drei  zugeordneten  Durchmessern 
des  Complexes  zusammenfallen.  Der  neue  Aufangspunct  ist  der 
Mittelpunct  des  Complexes.  Die  Complex - Curven  in  den  drei  Coordi- 
naten-El;)enen  haben  denselben  auch  zu  üirem  gemeinschaftlichen  IMittelpunctei 
und  zugleich  sind  die  drei  Coordinaten-Axen  die  Axen  dreier  Complex-Cylinder. 
Weil  das  Coordinateu- System  noch  von  drei  willkürlichen  Constanten  ab- 
hängt, so  gibt  es,  im  Allgemeinen,  in  jedem  Complexe  ein  System  dreier 
zugeordneter  Durchmesser,  welche  sich  im  Mittelpuncte  dessellien  schneiden. 
Wenn  wir  den  Complex  auf  die  di-ei  sich  schneidenden  Durchmesser  als  Coor- 
dinaten-Axen beziehen,  wird  seine  Gleichung: 

Ar-  +  B.f'-\-  C+  I)6'-  +  Eq'  +  F^f 

+  2r;.v  +  2^y  +  2.//-.S- 

—  ^Jro  +  2(ßsQ  =  0.  (43) 

Diese  Gleichung  enthält  zehn  von  einander  unabhängige  Constante.  indem 
das  Coordinateu  -  System  durch  neun  Bedingungen  particularisirt  ist. 

Die  Coordinateu  des  Mittelpunctes  der  Complex-Ciu-ve  in  einer  beliebigen 
durch  den  Mittelpunct  des  Complexes  gehenden  Ebene: 

f'.r  +  !/'>/  -}-  vz  =0 
sind  in  Gemässheit  der  Gleichungen  (2) 


Ou'v 

•^'  ^    Df^'^  Eu"^  -\-  FV-  ' 
_  —  Nt'v 

{N-0)t'u'    


(44) 
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l)ii  ilii-  W'crtlu'  ilcr  divi 'V'<Kti(liiiat«'ii  .» .  y.  ;  nur  ilaiiii  j.'lt'i(lr/,«Mtifi  ver- 
schwiiiden,  wenn  ^U-icIixcitif^  zwei  »h-r  tlivi  CiKHiliiiatcii  ilcr  Klient'  /',  »/'.  /' 
verschwinden,  so  f^ilit  es,  ausser  den  ilrei  /,u^,'e(»rdiicti'ii  l)iinlinii'sseni.  ilir 
7A\  Coordinaten-Axeii  j^cnuinnien  worden  siml.  im  AUp'nieiiien  sonst  ki-ini'n 
Diuvliinesser  des  Komplexes,  der  dunli  ilen  Mittel|iun(t  desseilien  jieht. 

Die  drei  voi*stehenilen  (ileiehnn}.'en  i.'el>en.  wenn  wir  /.wischen  denselben 
/'.  '/'.  r'  eliminiren: 

/yo-'//-:-  +  A'.V -.»•-:-+  /'(\       '>)■'//  \0{\       ii).ii/z        i'.         [\:^) 

Diese  (ileichniiii  stellt  den  fieonietrischen  Oi-t  für  den  Mittelpunct  der  Com- 
plex-Cnrvf  in  rincr  IIIm'ih'  ihir,  wrlihc  iliircli  dtn  I  >iin  li-dmitt  der  dn-i  /.ii- 
^jeordneten  Durchmesser  geht   und  inn  diesen  Pumt   lirli.lii<r  gedreht  wird.*) 

2r)2.  Eine  Pai-ticularisirung  des  Complexes  tiitt  ein,  wenn  wir  mlnii 
den  sechs  Constantcn  der  letzten   flriipiic  eine  dn-  dni   ( V>ii<tantrii : 

.V.  n,  .V      n 

verschwinden  lassen.  Isf  O  die  vei^schwindende  konstante,  so  geben  liie 
dr.-i  tlleichungen  (44): 

X  =  0,  it'y  +  i}'z  =  0. 

Dann  liegt  also  in  jcdfi-  ihirch  den  Anfangspunct  grlunilcn  Eliciic: 

/'•'•  +  "'//  +  '■'-  =  <», 
der  Mitteipunct  der  t'umplex-Curve  auf  derjenigen  geraden  Linie,  in  welcher 
die  Coordinaten  -  Ebene  l'Z  von  dieser  Ebene  geschnitten  w'ird.  und  nickt 
auf  dieser  Linie  fort,  wenn  die  Ebene  um  diese  Linie  sich  dreht.  Wenn 
die.se  Ebene  insbesondere  durch  die  Coordinaten-Axe  O X  geht,  versclnvindet 
/',  und  in  Folge  davon  werden  //  und  :  gleichzeitig  mit  .r  gleich  Xull:  der 
Mitteipunct  der  Curve  fallt  also  mit  dem  Anfangspuiicte  zusammen,  oder, 
mit  andern  Worten,  alle  der  Coordinateu-Axe  0.\  zugeordneten 
Durchmesser  gehen  durch  den  Anfangspunct,  und  liegen  in  der 
Ebene  l'Z.  Jede  Linie  dieser  Ebene,  welche  durch  den  Anfangspunct  geht, 
ist  ein  Durchmesser  des  Complexes,  so  wie  sie  die  Axe  eines  Complex- 
Cylinders  ist. 

Wenn  neben  den  sechs  Constanten  der  letzten  (inippe  gleichzeitig  die 
])eiden  Constanten   .V  und  O  der  vorhergehenden  Cru]i]i("  verschwinden,  so  ver- 


*)  Die  durch  die  Gleichung  (45)  dargestellte  Fläche  ist  eine  Complexfläche ,  die  sich  in  der  Art 
particularisirt  hat,  dass  sie  drei,  sich  in  einem  Puncte  schneidende  Doppellinien  besitzt:  die  drei 
Coordinaten- Axen  O.X,  OV,  OZ.  Dem  entsprechend  kann  dieselbe  auf  dreifache  Weise  durch  Drehung 
eines  veränderlichen  Kegelschnitts  um  eine  feste  Axe  erzeugt  werden. 
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schwinden  die' Werthe  von  .r,  //,  z  in  den  Gleichungen  (44).  Dann  gehen 
alle  Durchmesser  des  Complexes  durch  den  Mittelpunct  dessel- 
ben. Sie  sind  zugleich  die  Axen  der  Complex-Cylinder.  Jede  Complex-Curve, 
deren  Ebene  durch  den  Mittelpunct  des  ComiDlexes  geht,  hat  diesen  Punct 
auch  zu  ihrem  Mittelpuncte. 

Die  allgemeine  Gleichung  (I)  wird  in  diesem  Falle: 
Ar-  +  Bs-  +  C  -\-  Dö-  +  Eq^  +  Ff 

+  2<^'i-  +  2Hr  +  2Jrs  =  0.  (45) 

Sie  stellt  einen  Complex  dar,  der  dadurch,  dass  sämmtliche  Durchmesser  des- 
selben in  seinem  Mittelpuncte  sich  schneiden,  fünf  seiner  Gonstanten  ver- 
loren hat  und  nur  noch,  ausser  von  den  sechs  Gonstanten  der  Lage,  von 
acht  Gonstanten  abhängt,  die  in  seiner  Gleichung  sich  wiederfinden.  Er  ist 
auf  irgend  drei  zugeordnete  Durchmesser  als  Goordinaten-Axen  bezogen,  für 
welche  wir,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  auch  die  drei  Axen  desselben 
nehmen  können. 

253.  Wenn  alle  Durchmesser  des  Gomplexes  in  dem  Mittelpuncte  des- 
selben sich  schneiden  und  irgend  drei  dieser  Durchmesser,  welche  einander 
zugeordnet  sind,  zu  Goordinaten-Axen  genommen  werden,  gehen  die  Gleichun- 
gen (3),  (30),  (12),  (21)  des  vorigen  Abschnitts  in  die  folgenden  über: 

D w'-  -f  (Fa-"'  +  B)  V'  —  2  G  u  v  +  {E.v^  +  C)  W-  =  0 ,  (46) 

[e'^-^f),-  +  />-  +  (^"!  -  2^  ;;  4-/?)  =  0,  (47) 

(/'§  +  £')  w-'  +  (b  f '  +  2  (i  '(-  +  6')^'  —  2(./ 1  +  //)  ^/'  +  A ?'■-'  =  0,    (48) 

(b  '\  +  e)  //^'  +  (c':  +  /iJ)z^  +  2  /--  y  +  2  //  '  --  +  /]  =  0.        (4!)) 

Durch  die  beiden  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen,  (4(5)  und  (47), 
wird  in  gemischten  Coordinaten  diejenige  Aequatorialfläche  dargestellt,  welche 
OX  zu  ihrem  Dm-chmesser  hat,  einmal  vermittelst  ihrer  Breiten -Curven, 
deren  jedesmalige  Ebene  dm'ch  .r  bestimmt  ist,  das  andere  Mal  vermittelst 
ihrer  umhüllenden   Gomplex-Gylinder,    deren  Axen  mit  XZ  Winkel   bilden, 

deren    trigonometrische  Tangenten    gleich   ( —   -j   sind.     Aus  der  Gleichung 

(47)  folgt,  dass  die  Axen  sämmtlicher  umhüllender  Gomplex-Gjdinder  in  VZ 
liegen  und  die  Goordinaten - Axe  OX  im  Anfangspuncte  schneiden. 

Die  beiden  letzten  der  vorstehenden  Gleichungen,  (48)  iind  (49),  stellen 
in  gemischten  Coordinaten  diejenige  Meridianfläche  dar,  welche  die  ('oordinaten- 


Axr  o.\  zur  Doppi'Hiiii,.  hat,  fiiiiiial  vt-nnittrlst  ilm-r  MciiWiaii-Ciirvi'H. 
iliTcii  jt'(U'sinali«j;o  KIm-ih-  «liiivli  ,  ,  dit'  tnunnoiiit'trisch«'  Taiinoiite  (leKJfni^jeii 
Winkels.  «U'ii  sio  mit  .\  Z  l)il«lot,  l>cstiinnit  ist;  das  aiiil.Te  Mal  vcnnittdst 
ihrer   uiniiallendeii    ( 'imiplex-Kiffel,    deren  Jedesmali^'er    Mittelianut    aul    O  A 

liegt,  in  einem  Abstände  y—    "  )  vuni  Anfan^'si>unete  der  «Va-dinaten.    Wie 

die  Gleiduuifj  (4S)  zeigt,  lialien  alle  .Meridian-! 'urven  einen  Mitt.-Ipnnct .  der 
mit  dem  Mitteljjnncte  des  Complexes  /.nsammentiliit  iiml  ;il-  «in  .Miltt-j- 
punct  der  Fhiclie  selbst  zn  betrachten  ist. 

'Ji'i-i.  Wenn  zugieieh  mit  den  t'rrtheren  elf  Constanten  anch  noch  die 
Constante  f-  der  (i'riipiH- 

'..  II.  I 
vei-SL-hwindet,  so  zeigt  die  Gleichung  (4(i),  dass  alle  Breiten-!,' urven  der  bezüg- 
lichen Aaiuatorialflaehe,  deren  Durchmesser  ^>.l'  ist,  zwei  zugecmlnete  Durch- 
messer haben,  die  zweien  zugeordneten  Durchmessern  des  Complexes  parallel 
sind.  Durch  das  Verschwinden  von  //  mul  /  i)articuhirisiven  sich  die  Aeijua- 
torialHiUhen,  deren  Durclnnesser  Ol'  und  OZ  sind,  in  gleicher  Weise,  wie 
sich  durch  das  Verschwinden  von  d  die  AeijuatxjrialHiiche  purticuliivisirt. 
deren  Durchmesser  OX  ist. 

Wenn  //  und  /  gleichzeitig  verschwinden,  schneiden  alle  t'omplex-Kegel, 
deren  Mittelpimkte  auf  der  Doppellinie  der  Flüche  liegen,  die  ihr  conjugirte 
Diametral-Ebene  in  Curven,  deren  !Mittelpuncte  mit  dem  Mittelpuncte  des 
Complexes  zusammenfallen  (40). 

Wenn  die  drei  Constanten  ^',  //,  /  gleichzeitig  verschwinden,  so  sind 
solche  drei  zugeordnete  Durehmesser  des  Complexes  zu  Coordinaten-Axen 
gewählt  worden,  dass  alle  Kegel  des  Complexes,  deren  Mittelpuncte  auf  einem 
dieser  drei  zugeordneten  Dm-chmesser  liegen,  die  Ebene  der  jedesmaligen 
beiden  anderen  in  Curven  zweiter  Ordnung  schneiden,  deren  Mittelpuncte 
sämmtlich  mit  dem  Mittelpuncte  des  Complexes  zusammenfnllrn. 

•loh.    Die  sechs  Constanten 

G,  IL  I.  /r,  /,,  M 
vei-schwiuden  gleichzeitig,  wenn  zu  Coordinaten-Axen  solche  drei  Durchmesser 
des  Complex-Kegels,  dessen  Mittelpunkt  in  den  Anfangspunct  fällt,  genommen 
werden,  welche  dreien  zugeordneten  Durchmessern  des  Complexes  parallel 
sind.  Dieser  Bedingung  kann,  für  einen  gegebenen  Comi:)lex,  im  Allgemeinen 
in  einziger  Weise  entsprochen  werden.     Denn  je  zwei  concentrische  Flächen 

Plückcv,  Geometrie.  O^ 


-     250     — 

zweiter  Ordnung,  insbesondere  zwei  Kegel  mit  demselben  Mittelpnncte,  haben 
ein  einziges  System  dreier  zugeordneter  Durchmesser  gemein*).  Für  die 
beiden  Kegel  nehmen  wir  den  Kegel  des  Complexes: 

Ar-  +  Biß  +  Cz^  +  2Gyz  ^  2ff.vz  +  2/.i-//  =  0,  (50) 

dessen  Mittelpunct  in  den  Anfangspimct  fällt,  und  den  Asymptotenkegel  der 
Characteristik,  dessen  Mittelpunct  wir  ebenfalls  in  den  Anfangspunct  legen  (11) : 
(K-^  —  EF}x-^  +  (/>'  —  J)F)ß  +  {M-^  —  J)E)z'' 
+  2{DA'  —  LM)  ijz  +  '2{EL  —  KM)  xz  +  2{F3I  —  KL).r>j  =  0.  (51) 
Das  System  der  beiden  gemeinschaftlichen  ckei  conjugü-ten  Durchmesser  ist 
das  zu  Ijestimmende  Coordinaten-System. 

256.  In  dem  Falle,  dass  alle  Durchmesser  des  Complexes  in  dem  Mittel- 
puncte  desselben  sich  schneiden,  und  wir  diejenigen  drei  Durchmesser  dessel- 
ben, welche  sowohl  in  Beziehung  auf  den  Complex  als  auch  in  Beziehung 
auf  den  Complex-Kegel,  der  den  Mittelpunct  des  Complexes  zu  seinem  Mittel- 
puncte  hat,  einander  zugeordnet  sind,  zu  Coordinaten-Axen  nehmen,  wird 
die  Gleichung  des  Complexes: 

Af^  +  Bs"'  +  C  +  Da'  +  Eq"'  +  Frj'-  =  0.  (52) 

Diese  Gleichimg  enthält  fünf  von  einander  i;nabhängige  Coustanten, 
die  mit  den  neun  Constanten  der  Lage  die  vierzehn  Constanten  geben, 
von  denen  der  Complex  nur  noch  abhängt. 

257.  Nach  dem  Verschwinden  von  G,  H,  I  gehen  die  Gleichungen  der 
Aequatorialfläche  in  gemischten  Coordinaten,  (46)  und  (47),  in  die  folgen- 
den über: 

w-  H ^^—  .   V'-  H -jf-^-  if-  =  0,  (5o) 


-^^ ■  .r-'  +  —Y^ 2=  +  1  =  0,  (54) 

v'  v'      ' 

und   lassen  sich  unmittelbar  in  die  folgenden  verwandeln,   welche    dieselbe 
Aequatorialfläche  bezüglich  in  Pmict-  und  Plan-Coordinaten  darstellen: 

Dz'^         ,         Dt/ 


+   l.^.^X-r  +  1  =  0,  (55) 


i7a;2  +    5     "f-      Ex^   -{-    C 


C^  +  B 


""'         r-  +  ^  u^  +  A  j,2  _^  w'^  =0.  (56) 


E%-^F 
V- 


*)  Siehe  Geometrie  des  Raumes.    Nr.  262. 


l)ii'   MeridianHilf-he,  tloren   I)u|ijK'llinu'  O .\   ist,   \vir«l    in  ilt-m   IVaglii-hen 
Kall»'  lUircli  ilif  toi fieiulen  Gleichungen  in  gemischten  Cuunlinaten  dargestellt: 

ipi  _!.     -_-  __       .  fi  ^ .  ,.-•  =-  0,  (o7) 

"'L^^ y.  4-  _J£!-^ :^  4-  1  =  0.  (•'«) 

Aus  diesen  (Tleichungen  t-iliaiten  wir   luiniittelbar   die  (jlcicliungeu   dei-selbeu 
MeridianHilche  bezüglich  in  Punct-  luid  Plau-Coordiuateu : 

''&  +  '>'  /•  F 

•'"    +    -A    •  >f-  +-Ä  ■  '-'  +   1  =  '^'  ^^'^^ 


1  '^  Ol. 


BlL  +  F  ClL  +  E  (•^'^') 

Die  Aequatorial flache,  die  OX  zum  Durchmesser,   und  die  Meri- 
dianflilche,   die  OX  zur  Doppellinie   hat,   bleiben   auch   nach   der 
Particularisation  von  der  vierten  Ordnung  und  der  vierten  Classe. 
258.    AVenu  die  neue  Bediugungs-Gleichuug: 

BE  =  CF  (61) 

besteht,  wonach : 

Fx"-  4-  D  ^  £  ^  £ 
Ex'  -\-  C  E  C  ' 

werden  alle  Breit en-Cun'en  der  Aequatorialflilche  (55)  ähnliche  und  ähnlich- 
liegende  CiuTen  des  zweiten  Grades.     Die  Gleichmig  derselben: 

D(F.V^  +  B)if  +  D  {Ex'  +  C)  :-^  +  (F.v'  +  ß)  (Ex'  +  C)  =  0 
verwandelt  sich,  wenn  \vir  den  gemeinschaftlichen  Factor 

DE  (Fx-^  -f  ß)  --  DE  {Ex-  +  C) 
vernachlässigen,  in  die  folgende: 

—  +  -^-  -\-  --  +  -^  =  "•  (62) 

D  E    ^    F  DE  ^     ' 

Die  Aequatorial fläche  reduch-t  sich  also,  indem  wir  von  den  beiden  Ebenen: 

E{Fx'  +  B)=  F{Ex'  +  C)  =  0,  (63) 

die  sich  auf  der  unendlich  weit  liegenden  Doppellinie  der  Fläche  schneiden 
und  die  Fläche  auf  der  Axe  OX  bei-ühren,  absehen,  auf  eine  Fläche  des 
zweiten  Grades  und  verliert  ihren,  in  FZ  unendlich  weit  liegen- 
den Doppelstrahl. 

32* 
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Die  beiden  Ebenen,  welche  durch  die  Gleichung  (63)  dargestellt  werden, 
sind  solche  zwei  Ebenen,  in  denen  sich  die  von  Linien  des  Complexes  um- 
hüllte Cui-ve  der  zweiten  Classe  in  zwei  Puncte  aufgelöst  hat,  die  in  einen 
zusammenfallen. 

In  ähnlicher  Weise  verwandelt  sich  die  Gleichung  (56),  wenn  wir  dieselbe 


mit  — ^  multipliciren  und  berücksichtigen,    dass    in  Folge   der  Bedingungs- 


DE 
IT 
Gleichung  (61): 


v^      '  C  ß 


V- 


in  die  folgende 


&^ 


D/-^  +   Ä«-'  +  Fv-  +   -f  •  W-'  =  0,  (64) 

die  Gleichung  derselben  Fläche  des  zweiten  Grades  in  Ebenen -Coordinaten, 
welche  wk  eben  (62)  durch  ihre  Gleichung  in  Punct- Coordinaten  darge- 
stellt haben. 

Wir  vernaclüässigen  hierbei  zwei  Puncte: 

Eu-^  +  Fi'-^  =  0,  (65) 

welche  auf  der  unendlich  weit  liegenden  Doppelaxe  liegen,  die  dadurch  eben- 
falls verschwindet.  Diese  beiden  Puncte  sind  solche  zwei,  für  welche  sich 
der  von  Complexlmien  gebildete  Kegel  der  zweiten  Ordnung  in  zwei  Ebenen 
aufgelöst  hat,  die  in  eine  zusammenfallen. 

Die   Gleichung    der  Meridianfläche    in  Punct -Coordinaten   (5!))    reducirt 


i   wir  nnjj  - ' 
(61),  auf: 


sich,  wenn  wir  mit  -—  multipliciren,    in   Folge    der    Bedingungs  -  Gleichung 


^•^^  +  4  +  4  +  4=*^-  (ö<^) 

Die  Gleichung  derselben  Fläche  in  Plan-Coordinaten  (60)  geht,  wenn  wir  mit 

Ä  Ä 

multipliciren,  in  die  folgende  über: 

CF_  ^.  +  Eu:^  +  Fv'^  -\-  ^l  ,v^  =  0.  (67) 

Die  Meridiantiäehe  reducirt  sich,  in  Folge  der  Bedinguugs-Gleichung  (61),  auf 
den  zweiten  Grad  und  verliert  ihre  Doppellinie.     Wenn  wir  sie  als 


tk'iJ  «itHjmetristlH'ii  i  ht  vim  l'uiicti'ii  iM'tnuhtfii  iiml  (Icin^finflss,  im«li  «Ifi- 
Hediiction,  durih  tli»'  lilfiriuiii';  (<><>)  (liu-stt'lli'ii,  lir<^  ili-r  (iniiicl  diestT 
Ketluction  dariii,  dass  wir  von  ili-n  Ix-idi'n  EImmumi: 

H{Ff  +  Hz-)         /••(////-•  +  Tz«)  -»  0,  (Ü«) 

dif  dem  vt'niaclililssij^on  Factor  i'ntsiirt'tli<'n,  al »seilen.  Diese  beiden  Kbenen 
schneiden  sich  aufO.V  nnd  sind  diejeni^^en  heiden  'I'angeniial-Kheiien  der 
Fhlche,  welthe  sicli  dunli  '^  .\  an  dieselhe  le<ren  hissen.  Die  ('i»ni|)lex-r'urve 
in  jeder  dei>>elben  hat  sich  in  ein  System  zweier  l'imcte  aufj^elöst,  die  in 
einen  ziisammentalh'n.  Wenn  wir  die  ^h-ridiantlilche  als  von  Ebenen  um- 
hüllt betrachten  iiiiil  ihm  li  der  Heduclion  dun  b  die  (Jleichun^i  (ti?)  dai-stellen, 
ist  diese  Keduction  Folge  davon,  da.ss  wir  vnn  den  beidni   l'uuilin: 

Eifif'  -\-  Ftv^)  =    /■'[(/'  +  }■:»'■-)  =  ü  ((;:») 

absehen,  welchen  der  veniachlassigte  Factor  entspricht.  Diese  beiden  Puncte 
sind  diejenigen  beiden,  in  welchen  die  Flüche  von  der  Axc-  O.V  geschnitten 
wird.  Der  Com]ilex-Kegel,  welcher  einen  beliebigen  dieser  beiden  Pnncte 
znni  Mittelpuncte  hat,  artet  in  ein  System  zweier  Eljcncn  aus,  die  in  i'ine 
zusammenfallen. 

209.  Indem  wir  eine  Fhlche  des  zweiten  Grades  als  Aequatorialflilche 
betrachten,  ist  zugleich  ein  Durchmesser  derselben  bestimmt,  der  einer  gege- 
benen Ebenen -Richtinig  zugeordnet  ist;  indem  wir  sie  als  Meridianfläche 
betrachten,  ist  unmittelbar  ein  Durchmesser  derselben,  der  früheren  Doiipel- 
linie  entsprechend,  gegeben. 

26U.    In  Folge  der  Bedingnngs-Gleichung  (Cl): 

BK  =  CF 
gehen  die  Aequatorial-  und  die  Meridian -Fläche,   welche  o.\  l)ezüglich  zum 
Diu-chmesser  und   zur  Doppelliuic  haben,   beide   in  l'^lilchen   zweiten  Grades 
über.     Wenn  die  doppelte  Bedingimgs-Gleichung : 

AD  =  BE  =CF  (70) 

befriedigt,  ward,  werden  diese  beiden  Flächen  identisch  dieselben. 
Für  ihre  gemeinschaftliche  Gleichimg  in  Punct-Coordinaten  können  wir  die 
folgende  nehmen: 


P.2 


D  E  P  EF  .         ^      ' 


imd  -^  auch  mit  ^  und  ^-^  veiiauschen. 
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Die  doppelte  Bedingungs-Clleichung  (70)  sagt  in  Verbindung  damit,  dass 
G,  H,  L  K,  L,  M  verschwinden,  aus,  dass  der  Complex-Kegel  und  der  Asymp- 
toten-Kegel der  Charakteristik,  welche  den  Mittelpunct  des  Complexes  zu 
ihrem  gemeinschaftlichen  Mittelpuncte  haben,  identisch  werden.  Allgemeiner, 
wenn  die  obigen  sechs  Constanten  nicht  verschwinden,  erhalten  wir  aus  den 
beiden  Gleichungen  (50)  und  (51),  um  diese  Identität  auszudrücken,  die  fol- 
gende fünffache  Bedingungs-Gleichung: 
]{!  ^  EF  :  L—  DF  \  yl/-'  —  DE  :  DK  —  LM  :  EL  —  KM  :  FM  —  KL 
=         yj     ;  B     :  C     :  G     :  H     :  1.(12) 

Wenn  aber  die  l)eiden  genannten  Kegel  identisch  werden,  können  wir  jedes 
System  zugeordneter  Durchmesser  derselben  zu  Coordinaten-Axen,  jeden- 
beliebigen  Diu'chmesser  als  Axe  OA'  nehmen.  Die  Aequatorialfläche  und  die 
Meridianfläche,  welche  einen  beliebigen  Diu'Chmesser  des  Complexes  liezügiich 
zu  ihrem  Durchmesser  oder  zi\  ihrer  Doppellinie  hat,  sind  identische  Flächen 
des  zweiten  Grades. 

Betrachten  wir  diejenigen  beiden  Meridianflächen,  welche,  bei  der 
gewählten  Cooi'dinaten- Bestimmung,  bezüglich  OA'  und  OF  zur  Doppellinie 
haben,  so  sind  die  Durchschnitte  dieser  beiden  Flächen  mit  den  drei  Coordi- 
naten-Ebenen  identisch.  Zunächst  ist  beiden  Flächen  die  in  AT  liegende 
Complex-Curve  gemeinsam.  Aber  auch  die  Durchschnitts-Curven  in  A'Z  und 
in  FZ  fallen  zusammen,  insofern  die  in  jeder  der  beiden  Coordinaten-Ebenen 
liegende  Complex-Curve  einmal  Meridian-Curve  der  einen  Meridianfläche,  dann 
aber  auch  Breiten -Curve  der  mit  der  anderen  Meridianfläche  identischen 
Aequatorialfläche  ist.  Li  Folge  dessen  fallen  sämmtliehe  Meridianflächen 
und  Aequatorialflächen,  welche  einen  beliebigen  Diu:chmesser  des  Comjjlexes 
bezüglich  zu  ihrer  Doppellinie  oder  zu  ihrem  Durchmesser  haben,  in  dieselbe 
Fläche  zweiten  Grades  zusammen. 

Alle  Linien  eines  so  partieularisirten  Complexes  zweiten 
Grades,  der  nunmehr  nur  noch  von  neun  Constanten  abhängt, 
umhüllen  eine  Fläche  des  zweiten  Grades.  Wir  können  sagen,  dass 
diese  Fläche  durch  die  Gleichung  des  Complexes  dargestellt  werde. 

Erst  dadurch,  dass  der  allgemeine  Complex  einer  zehnfachen  Be- 
schränkung unterworfen  wird,  geht  derselbe  in  einen  solchen  über,  dessen 
Linien  eine  Fläche  zweiten  Grades  umhüllen.  Diese  Beschränkungen  können 
wir  geometrisch  darin  zusammenfassen,  dass  erstens  alle  Durchmesser  des 
Complexes   in    demselben    Puncte    sich   schneiden,   und    dass   zweitens   der 


I'omplfx-Kt'j^t'l  und  di-r  As\  iii|itutfn-Ki'>4i'l  der  «'liiinikt»'ristik  di's  (Vtinplexes, 
die  diesen  Piinct  zum  ^eineinsL'lmt'tlicIu'n  Mitteliiuncte  IiuImmi,  identi.sch  die- 
selben sind.  I>er  ersten  V'oniussetzunj^  entsprechen  innl'  ne<linj;unp<-(>lei- 
cliunf^'t'U,  die  sich  in  allj^emeiaster  Furm  ergehen,  wenn  wir  /wisclien  den 
acht  tileichunf^en,  die  wir  durch  AnnnUirung  der  acht  letzten  C'wlHcienten 
der  auf  den  neuen  Anlani^spunct  (.c",  y,  :")  hezotrenen  Coniplex-dh-ichung  (VI) 
erhalten,  die  drei  (.'«Mtrdinaten  .r".  //",  :"  eliniiniren.  l>cr  zweiten  Voraas- 
setzung  entsprechen  die  fünf  Uedingiuif^'s-ldeichuni.'cn  (TJ). 

Wenn  wir,  in  anderer  Heiiientblge,  diesell)en  lic(hnginigs-(JIeichungen 
hefriedipen ,  gelangen  wir,  durch  andere  Partioularisationen ,  zu  demselben 
Resultate. 

2()1.  \V'ir  wollen  uns  nochmals  zu  der  Gleichung  (02)  zurilckwen- 
den  luid  diejenigen  lialben  Durchmesser  der  Curven  des  (Vtniplexes  in 
den  drei  Coordinaten-EI)enen  l'Z.  Z.V.  .VI',  welche  bezüglich  in  (t }'  und 
OZ,  OA'  und  ffZ.  OZ  und  OF  fallen,  durch//,  und  r,,  ».,  und  r.,,  ca,  und 
l/i  bezeichnen.    Dann  ist: 


k^  =  -   ^  ,  i\-  =  -    „ 

(Ir   —    —    -  ,   f,-   —  ^ 

ff,-   = ..    .    '/<-   = 


(73) 


/•  '  "'  /•■ 

Dieselben  sechs  Grössen,  in  folgender  Weise  zusammengestellt: 

/«j  und  r.,,  ff,  xmd  r,,  a.,  und  //<,  , 
sind  zugleich  die,  liezüglich  in  OV  und  (tZ,  0  .V  und  (tZ,  O  .V  und  OV  fal- 
lenden  Halbdm-chmesser   der  Basen   in  FZ,  XZ,  XF  deqenigen   drei  Com- 
plex-Cylinder,  deren  Seiten  mit  OX,  OF,  OZ  parallel  sind.     Wir  erhalten: 

a^h^c^  =  ff///,2r,-'.  (74j 

Wenn   zwischen  den  sechs  Constanten   der  Gleichung  (09)  dir   iloppelte 
ßedingungs-Gleichimg  (70) : 

AD  =  BE=CF 
besteht,  schneiden  die  di-ei  Complex-Curven   in  den  drei  Coordinaten- Ebenen 
die  drei  Coordinaten-Axen  in  denselben  Pimcten.    Diese  drei  Complex-Curven 
fallen  mit  den  Basen  der  drei  Complex-Cylinder   zusammen.     Daim  erhalten 
wir,  wenn  wir  die  Marken  von  «,  b,  c  imterdi-ücken : 
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c 

E 

=  4  =  --. 

C 

-i  =  -^- 

D 

B 

A 

D 

=    £     =  -  '-■ 

(75) 


Wir  können  eine  der  sechs  Coustanten  der  Complex-Gleicliimg  (52)  beliebig 
annehmen.     Setzen  wir: 

C  =  «2  h\ 

so  geben  die  letzten  Gleichungen: 

A  =  ¥  c'^,  B  =  a-  (■', 
D  =  ~  (fi,  E  =  —  //-,  F  =  —  cK 
Die  fragliche  Gleichung  geht  alsdann  in  die  folgende  über: 

/>-'  C  ;•■-'  +  a-  c-  S'  +  «-  b-  =  «-'  ö-'  +  h'  q^  +  f-'  f.  (76) 

Sie  stellt  einen  Comi^lex  dar,   dessen  Linie  eine  Fläche   zweiten  Grades  mit 
einem  MitteliDuuct  umhüllen;  sie  stellt  diese  Fläche  selbst  dar. 
Die  Gleichung  derselben  Fläche  in  Punct-Coordinaten  ist: 

■)  7  o 

imd  in  Ebenen-Coordinaten : 

a"-  t^  +  ^•-'  II?  +  (-2  ^>-•  =  7v'^.  (78) 

262.    Um   eine  gegebene   Fläche  des   zweiten  Grades,   für  deren   allge- 
meme  Gleichung  in  Punct-Coordinaten  wir  die  folgende  nehmen  wollen: 

a.x'  +  fi'ip  +  a"  z-  +  2^".cy  +  2h'. vz  +  'Ibyz  +  2(\v 

+  2  r';/  +  2  r" --  +  ./  =  (},  (79) 

durch  eine  Complex-Gleichung  darzustellen,  brauchen  wir  bloss  die  Gleichimg 
des  der  Fläche  umschriebenen  Kegels  zu  bestimmen,  welcher  irgend  einen 
gegebenen  Punct  {x,  ij,  z')  zu  seinem  Mittelpuncte  hat.  Für  diese  Gleichung 
erhalten  wir,  wie  bekannt*): 


*)  Die  Gleichung  des  Textes  leitet  sich  auf  die  folgende  Weise  ab. 

Die  Gleichung  einer  jeden  Fläche  zweiten  Grades,  die  eine  gegebene  Fläche  zweiten  Grades: 

ß  =  0 
längs  der  Durchschnitts-Curve  mit  einer  Ebene: 

p  =  0 
berührt,  fällt  unter  die  Form 

xa  —  li-  =  0, 

wo  l  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet.  Für  p  ist  hier  die  Polar -Ebene  des  Punctes  {x,  y,  z') 
mit  Bezug  auf  die  gegebene  Fläche  {SV)  genommen,  und  l  ist  so  bestimmt,  dass  die  neue  Fläche  durch 
den  Punct  (x,  y,  z')  hindurch  geht. 


_'. » ( 


(80) 

als  verftn- 
küiiiicii    sie 


(fix  -  +  fl>  -'  +  a"  r  ■  +  2  //"  .11/  -f-  2  //  xz  +  2h!/:  +  2r .,  +  2  /y  +  2  r"  :  +  </) 

(</.!'»  +  «y "  +  fl":'-  +  2  //'.rV  +  2//.r':'  +  -'*/-•'  +  2r.i'  +  2r>'  +  2r":'  +  d) 

=  [(«a-  +  b"!/  +  /^':+  r)  y  +  (A".r  +  fl>  +  Ä.-  +  r')/  +  (//•«  +  h  +  a"  z  +  r")  z 

+  (rx-\-cy  +  c'z+,f)Y 
I)it'  (iliMchung  diesos  lü-f^els  ist,  wenn  wir  .i',  i/',  z    nchi-n  .r.  y, 
ilfrlirh    hetviuhten,    «lii-    (oniplex-Uleichunf;    <U^r    Klilclic.      Wir 
wiiklirh  unter  «ler  allfienieinen  Form  schreiben: 

.l(.r-..y+  B{y-yy+  Ciz-z'r- 

+  /) {,, z~yzY+  E{x  z - X z'Y-  +  F{xy' - x yy- 

+  2 1; Uj  ->/■)  (:-:')+  2 //(.r - .r')  (.-  - z)  +  2  /(.r - ..')  {y -y) 

+  -2K(xy-x'y)[xz-xz)  +  2  L(xy'-xy)  (yz'-y'z)  +  2  .Vlx'z-xz'}  (yz'-y'z) 

4-  2  .V ( .!•  - .r')  {yz- //' .- )  +  2  O' (y - y)  (..' ;  -  x z)  +  2  /'(:-.-')( xy' -  x  y) 

+  2  /'(..•  -  X)  {X  z  -  xz)  +  2  Q  (.r  -  x)  (xy  -  x  z) 

+  2R{y-y)  (xy'  —  x'y)  +  2  S[y—y')  (yz  - y  z) 


+  27'(:-.-')(y.- 
indeni  \\iv 

ad  —  r^  =  A. 

du"  —  h-  =  />. 

hfl  —  c'c"  =  G, 

f/l,"  —  ab  =  K. 

l/'r"  —  Ij'c  =  -V. 

b'  e  —  ac"  =  P. 
b"  c  —  d  r  =  /{ . 
br"  —  tt"  c  =  T . 
setzen. 

Dabei  ist: 

lind : 


-yz)  +  2  l(z-z:)(xz-xz)  =  ^\, 


„•,1  —  r'^-  =  B, 

IIa"  —  b'  -  =  E . 

b'il  —cc'  =  IL 

bb"  —  ab'  =  L. 

I,r  —  b"c"  =  O'. 


,r,i  —  r"-  =  r, 

II  d  —  //'-  =  /'. 

i;',l  —  rr   =  /. 

/,//  _  „"ir  =  M_ 

b'v  —hc  =   V\ 


(IC 


II   r 


—  b"i=  0. 
—  bc'  =  S. 

-  b'r"  =  r 


(Sl) 


,v'  +  O'  -\-  J"  =  0, 


(«2) 
(83) 


^■  =  X  —   ]'  =  b"r"  —  -2 b'r    +  br.   \ 

0  =  0'  —   1"  =  —  V'r"  +  2b r  —  b'r.   j 

263.    Um   die  Fläche   zweiten  Grades   zu  bestimmen,   wenn   ihi-e  Com- 

plex-Gleichimg  gegeben  ist,  erhalten  wir  ans  den   voi-stehenden  Gleichungen 

(81)  immittelljar  eine  Keihe  solcher  Relationen,   in    welche  die   Constanteu 

der  Gleichung  des  Complexes  und  der  Fläche  linear  eingehen.    Beispielsweise 


ergeben  sich  aus  den  sechs  Gleichungen: 

Pliicker,  Geomelrie. 
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du'  —  Iß  =  D, 

aa 

-l/^^E, 

(i(i  —  //" 

-■  =  F 

h'h"  —ah=K, 

hh" 

—  (11/=  L. 

/;//   _   ,/'//' 

=  M 

(84) 


die  folgenden  sechs  zur  Bestimmung  der  Verhältnisse  von  a,  d,  a" ,  b,  h\  h" : 

(iL  +  b'F  +  b"K=  0, 
aM  +  b'K  +  b"  E  =  0, 
uM  +  b"  D  +  bL  =  0, 
a'K  +  b"L  ^  bF  =0, 
fi'K  +  bE  +  b'  M  =  0, 
d'L  +  bM  +  b'  D  =  0. 

Wir  unterlassen  es,  diese  Relationen,  aus  denen  sich  durch  Elimination  der 
Grössen  a.  n  u.  s.  w.  auch  unmittelbar  die  Bedingimgen  ergeben,  welche  die 
Constanten  der  allgemeinen  Complex-Clleichung  zu  erfüllen  haben,  damit  die 
Complexlinien  eine  Fläche  des  zweiten  Grades  umhüllen,  vollständig  hin- 
zuschreiben. 

2G4.  So  wie,  wenn  wir  uns  der  Punct - Coordinaten  .v,  ij,  z  bedienen, 
die  Gleichung  der  einer  gegebenen  Fläche  zweiten  Grades  umschriebenen 
Kegelfläche,  indem  wir  die  Coordinaten  x.  y .  z'  seines  Mittelpunctes  eben- 
falls als  veränderlich  betrachten,  die  C!omplex- Gleichung  der  Fläche  in 
Strahlen -Coordinaten  ist,  so  ist,  wenn  wir  ims  der  Plan  -  Coordinaten 
l,  u,  V  bedienen,  die  Gleichung  der  Durchschnitts-Curve  einer  Fläche  zwei- 
ten Grades  mit  einer  beliebigen  schneidenden  Ebene  (/,«',  /■') ,  wenn  wir 
die  Coordinaten  derselben  ebenfalls  als  veränderlich  betrachten,  die  Complex- 
Gleichuug  dieser  Fläche  in  Axen-Coordiuaten.  In  ganz  analoger  Weise,  wie 
wir  von  der  Complex- Gleichung  einer  gegebenen  Fläche  zweiten  Grades  in 
Strahlen-Coordinaten  zu  ihrer  gewöhnlichen  Gleichung  in  Punct -Coordinaten 
übergehen,  können  wir  von  der  Complex  -  Gleichung  derselben  Fläche  in 
Axen-Coordinaten  sogleich  zui-  Gleichung  der  Fläche  in  Plan  -  Coordinaten 
übergehen.  Da  überhaupt,  wenn  eine  der  beiden  Gleichungen  eines  Com- 
plexes  in  Strahlen-  und  in  Axen-Coordinaten  gegeben  ist,  es  beide  zugleich 
sind,  so  ist  in  dem  Vorstehenden  auch  der  einfachste  Weg  angezeigt,  um 
von  einer  der  beiden  Gleichungen  einer  Fläche  zweiten  Grades  in  Punct-  und 
in  Plan-Coordinaten  zu  der  anderen  derselben  überzugehen. 

265.  Der  Grmid  der  Darstellbarkeit  einer  Fläche  zweiten  Grades  dxvcch 
eine  Comi^lex- Gleichung  liegt  in  der  Eigenschaft  dieser  Flächen,  dass  jede 
Ebene   dieselbe  in  einer  Curve  der    zweiten  Classe    schneidet  und  jeder 


1'.)!» 

l'uiut  Mir  ilii'sfllx-  .liT  Mitti'lpiiiKt  v'mes  UinliillliinL'<- Ki-l'«'Is  .l.r  zw.it.n 
Onliiunfi  ist. 

l)if  FlAclif  kann  einerseits  in  eine  Ke<,'elHa(lic,  anderei-seits  in  eine 
ebene  Curve  uusarten.  In  Iteiden  Fallen  lilsst  sieh  «lieselhe  .Inich  eine  (ilei- 
chnn«:  zwiselien  Linien-« '»KMilinaU'n  dai-stellen. 

In  dem  ersten  Kall»-  arten  sAnitntliihe  ('nni|>lcx-Kcv;<'l  in  Systeme  von 
zwei  Ebenen  aus,  welche  die  dar;,'estelite  Kej,'elHrt.hc  lierilhren.  Alle  dunh 
den  Mittelpunct  der  Flache  gehenden  geraden  Linien  gehören  dem  Com- 
plexe  an. 

In  ilcin  /.weiten  Falle  artet  die  Complex-Curve  in  einer  beliebigen  f^bene 
in  ein  System  zweier  Pimcte  ans,  in  denen  die  dargestellte  CniTe  von  der 
gegebenen  Ebene  geschnitten  wird.  Alle  in  der  ?]bene  der  Curve  liegenden 
geraden  Linien  sind  Linien  des  Complexes. 

Während  in  Punct-Coordinaten  sich  eine  ebene  Curve,  in  Ebenen-Coordi- 
naten  sich  eine  KegelHaohe  nicht  durch  eine  Gleichung  darstellen  Ulsst, 
finden  beide  geometrische  Gebilde  ihi-e  Darstellung  in  liinien-Coordinaten. 
Wahrend  aber  eine  Kegelflache,  durch  eine  Gleichung  zweiten  Grades  zwi- 
schen Punct-Coordinaten  bestimmt,  von  der  zweiten  Ordnung,  und  eine 
ebene  Curve,  durch  eine  Gleichung  zwischen  Ebenen -Coordinaten  gegeben, 
von  der  zweiten  Classe  ist,  kann  ein  Complex  zweiten  Grades  nur  einen 
Kegel  der  zweiten  Classe  und  eine  Curve  der  zweiten  Ordnung 
darstellen. 

Ein  Kegel  zweiter  Classe  kann  sich  auflösen  in  zwei  .sich  in  seinem 
Mittelpuucte  schneidende  Axen;  eine  Curve  zweiter  Ordnung  in  zwei  in  ihrer 
Ebene  liegende  Strahlen.  Kegel  und  Curve  sind  nach  dieser  Particuhirisation 
identisch  dasselbe'  und  finden,  nach  wie  vor,  ihre  Darstellung  in  einer  Glei- 
chung zwischen  Linien-Coordinaten. 

Noch  von  einer  anderen  Seite  kommen  wir  auf  dieselbe  Particularisation 
des  Complexes  zweiten  Grades.  Die  Gleichung  desselben  kann  sich  in 
lineare  Factoreu  auflösen  und  diese  Factoren  wiederum  können  der  Bedin- 
gung genügen,  Complexe  ersten  Grades  von  der  besonderen  Art  darzustellen, 
deren  sämmtliche  Linien  eine  feste  gerade  Linie  schneiden.  Wenn  die  beiden 
auf  diese  Art  dargestellten  geraden  Linien  durch  denselben  Punct  hindurch- 
gehen, oder,  was  dasselbe  heisst,  in  derselben  Ebene  liegen,  so  haben  wir 
einmal  den  particulaiisirten  Kegel   zweiter  Classe,   das  andere  Mal   die  jjar- 

ticularisirte  Cm-ve  zweiter  Ordnung. 
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§  3. 

Die  unencUicli  weit  liegenden  Linien  des  Complexes. 
Eintlieilnng  der  Complexe  nach  diesen  Linien. 

266.  Wenn  wir  in  einer  gegebenen  Ebene  eine  gerade  Linie  beliebig 
annehmen  und,  parallel  mit  sich  selbst,  immer  weiter  fortrücken  lassen,  so 
verliert  sie  in  unendlicher  Entfernung  jede  Spur  ihrer  ursprünglichen  Richtung 
in  der  Ebene.  Auch  können  wir  an  die  Stelle  der  gegebenen  Ebene,  welche 
die  unendlich  weit  gerückte  Linie  enthielt,  jede  andere  Ebene  setzen,  die 
derselben  parallel  ist.  Alle  in  parallelen  Ebenen  unendlich  weit  liegenden 
geraden  Linien  fallen  im  Unendlichen  in  eine  einzige  zusammen.  Die  un- 
endlich weit  gerückte  gerade  Linie  ist  der  Durchschnitt  unendlich  vieler 
parallelen  Ebenen.  Sie  hat,  im  Unendlichen,  keine  andere  Beziehung  zum 
Endlichen  behalten,  als  dass  sie  einer  gegebenen  Ebenen-Richtung,,  einer  ge- 
gebenen Ebene,  parallel  ist. 

Wenn  eine  gegebene  Ebene,  parallel  mit  sich  selbst,  immer  weiter  fort- 
rückt, so  verliert  sie  ihrerseits  ilu-e  Richtung.  Eine  unendlich  weit  entfernte 
Ebene  ist  als  jeder  gegebenen  Ebene  parallel  zu  betrachten.  Die  in  ihi- 
liegenden  geraden  Linien  haben  jede  Bezielumg  zum  Endlichen  und  somit 
jede  Bedeutung  im  gewöhnlichen  Sinne  verloren. 

Diese  geometrischen  Anschauungen  finden  ihren  unmittelbaren  analy- 
tischen Aiisdruck.    Damit  eine  gerade  Linie:  .   ' 

X  =  rz  +  Q, 
y  =  sz  +  6, 
in  einer  gegebenen  Ebene: 

Lv  +  u>j  +  vz  +  w  =  0, 
enthalten  sei,  ergeben  sieh  die  folgenden  drei  Relationen: 

fr  +  US  -\-  V  =  0, 

/  o  +  «(>  +  «'  =  0 , 

///  -\-  va  —  WS  ^  0. 

Wenn  die  gerade  Linie   in  der  gegebenen  Ebene  unendlich   weit  liegt,   sind 

Q  und  6,  und,  in  Folge  davon,   auch  i^^^ro  —  sq  unendlich   gross.     Dann 

geben  die  beiden  letzten  der  vorstehenden  Grleichungen : 

während  die  erste  Gleichung  bloss  ausdrückt,  dass  die  unendlich  weit  gerückte 
gerade  Linie  der  gegebenen  Ebene  parallel  ist. 


Wenn  die  gcgeK-ne  KIh'IU'  nnendlith  weit,  rflckt,  winl  ir  luieii.llicli  gross, 
oder,  was  auf  dasselln-  liiiiauskonunt,  es  vei-seliwimleu  i.  u  und  /■.  Ihre 
(Sleielmng  dnlekt  dann  ihre  IJiehtnng  nieht  mehr  aus  iinil  die  Vdi-stelienih'H 
drei  Hehitioni'u  verlieren  ihre  Bedeutung. 

■Jt!7.  Wenn  wir  wiederum  iür  die  allgemeine  «ileichung  der  »'(»niplexe 
des  zweiten  Grades  die  folgende  nehmen: 

.//•»  -f-  ^.v»  +  C  +  n<r  4-  ^'Q■  +  /'»/* 

+   His  -i.   11/ ,    +    Urs  -f   Ihini  iLiin  -    J  l/y„- 

—  2.V/r>  +  Ktsn 
+  2  /'/•  o  J    -1  n  r  1,  +  -1  l(s  ,1  —  -2  Ssa  —  2  7'r,  +  2  Co  =  0,  ( / ) 

imd  in  dei-selben  o.  «/,  >y  unendlieh  gi'oss  werden  lassen  uml  denmaeh  gegen 
diese  drei  Veränderlichen  die  beiden  illn-igen,  /■  und  .v,  sdwie  constante 
Grössen  und  endlich  gegen  zweite  Potenzen  der  ei-stgenannten  drei  Ver- 
änderlichen ei-ste  Potenzen  derselben  veniachlilssigeu,  so  ergibt  sich  für  solche 
Linien  des  Complexes,  welche  unendlich  weit  liegen: 

Dö^  +  Eo-  +  Fjj-+  2/ro)/  —  2Laij  —  l.Viuj  =  (i.  (Sö) 

Diese  Gleichung  stellt,  wie  jede  Gleichung  in  Linien-Coordinaten,  einen 
Complex  dar.  Wir  wollen  denselben  den  Asy  m  p  toten -Com  plex  des 
gegebeneu  Complexes  nennen.  Dieser  Complex  subsumiii  sich,  nach  den 
Erörterungen  des  vorigen  Paragi-aphen,  unter  diejenigen,  welche  einen  Kegel 
zweiter  Classe  darstellen.  Der  Mittelpimct  dieser  Kegelfläche  lallt  mit  dem 
Coordinaten-Anfangspuncte  zusammen  imd  ihr  Durchschnitt  mit  der  unend- 
lich weit  liegenden  Ebene  ist  die  in  dieser  Ebene  von  Linien  des  Complexes 
umhüllte  Curve  zweiter  Classe. 

Ein  jeder  Comi^lex  des  zweiten  Grades,  in  dessen  Gleichung  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  m  q,  a^  v^  mit  denselben  Constanten  f),  E,  F,  K ,  L,  M 
multiplicirt  vorkommen,  wie  in  der  Gleichung  des  gegebenen  Complexes, 
stellt  mit  gleicher  Genauigkeit  die  im  Unendlichen  liegenden  Linien  des  ge- 
gebenen Complexes  dar,  als  derjenige  Complex,  dessen  Gleichung  die  vor- 
stehende (85)  Ist.  Es  ist  der  Asymptoten -Complex,  der  seinerseits  wieder 
zu  allen  solchen  Complexen  in  gleicher  Beziehung,  wie  zu  dem  gegebenen, 
steht,  imter  ihnen  durch  die  Einfachheit  seiner  Gleichung  und,  dem  ent- 
sprechend, sow^ohl  durch  die  übersichtliche  Gruppinmg  seiner  Linien  als  durch 
eine  besondere  Lage  zu  dem  Coordinaten-Systeme  ausgezeichnet. 

Der  Grad  der  Anuähening,  mit  welcher  der  Asymptoten -Complex  die 
unendlich  weit  liegenden  Linien  des  gegebenen  Complexes  darstellt,  ist  nur 
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der  erste,  insofern  seine  Gleichung  mit  der  des  gegebenen  einzig  in  den 
Crliedern  zweiter  Ordnung  der  in  Betracht  kommenden  VeränderHchen,  nicht 
aber  auch  in  denen  erster  Ordnung,  übereinstimmt. 

268.  Wenn  wir  in  der  Gleichimg  (80)  für  —  o,  o.  r/  bezügUch  die 
obigen  Werthe  /,  u,  r,  welche  diese  Coordinaten  für  unendlich  weit  entfernte 
gerade  Linien  annehmen,  einsetzen,  so  erhalten  wir  die  folgende  Gleichung: 

/>/-  +  En-i  +  /'>2  -I-  2Khv  +  2Lfv  +  2Mfu  =  0, 
zur  Bestimmung  derjenigen  Ebenen -Eichtungen,  nach  welchen  Linien  des 
Complexes  vmendlich  weit  liegen.  Legen  wir  dm-ch  den  Coordinaten-Anfaugs- 
punct  Ebenen,  welche  diese  Eichtung  haben,  so  umhüllen  dieselben  eine  Kegel- 
fläche zweiter  Classe,  dieselbe  Kegelfläche,  welche  durch  die  Gleichung  (85) 
in  Linien-Coordinaten  dargestellt  wird.  Wir  können  die  Kegelfläche  und  mit 
ihr  den  Asymptoten -Complex  beliebig  parallel  mit  sich  selbst  verschieben, 
ohne  die  Beziehung  zu  dem  gegebenen  Complex  zu  ändern.  Denn  bei  einer 
solchen  Vex'schiebung  bleiben  nach  den  Coordinaten  -  Transformationsformeln 
der  157.  Nummer  die  Coefficienten  D,  E,  F,  K,  L,  M,  auf  die  es  hier  einzig 
ankommt,  ungeändert.  Bei  der  Verschiebung  rücken  die  Tangential -Ebenen 
der  Kegelfläche  parallel  mit  sich  selbst  fort.  Alle  unter  sich  parallelen 
Tangential-Ebenen  schneiden  sich  auf  einer  Linie  des  gegebenen  Complexes, 
welche  unendlich  weit  liegt. 

Wir  haben  in  dem  ersten  Paragraphen  dieses  Abschnitts  als  Charac- 
teristik  eines  Complexes  eine  Fläche  zweiter  Classe  bezeichnet,  deren  Mittel- 
punct  und  absolute  Dimensionen  beliebig  angenommen  werden  können,  und 
die,  wenn  wir  iliren  Mittelpunct  in  den  Anfangspunet  der  Coordinaten  legen 
und  diu-ch  /'  eine  willkürliche  Constante  bezeichnen,  durch  die  folgende  Glei- 
chung dargestellt  wird: 

/>/'-'  +  Eu'  +  />2  -f  2/1'«?'  +  ILtv  +  Min  +  /■«--'  =  0. 
Nach  dem  Vorstehenden  liegen  die  unendhch  weit  entfernten  Linien  des 
C!omplexes  in  den  Tangential-Ebenen  des  Asymptoten-Kegels  der  Characteristik, 
und  dieser  Asymptoten-Kegel  wird  durch  die  Gleichung  (85)  in  Linien-Coor- 
dinaten dargestellt.  Eine  Ebene,  die  wir  unendlich  weit  rücken  lassen,  aber 
so,  dass  sie  ihre  ursprüngliche  Eichtung  noch  nicht  verliert,  schneidet  diesen 
Asymptoten-Kegel,  und  also  auch  die  Characteristik  selbst,  nach  einer  Curve, 
die  von  unendlich  weit  liegenden  Linien  des  Complexes  umhüllt  wird.  Es 
kommt  hierbei  auf  eine  endliche  Verschiebung  der  Characteristik  und  ihres 
Asymjjtoten-Kegels  nicht  an. 
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2G1».  Wir  köniuMi  uns  diT  uin-iullirli  Wfit  fiitrfnitcii  KIm-iu«,  von  ik-r 
wir  kiinin  eine  j?tx>ini'tris(lic  VorstelliinK  lialtm,  iiiil  lUH'nd  liclifach  vci- 
schiedtMii-  \\  t'isc  iüIIhmu,  iiuleni  wir  vun  cincf  Klu-iif  mit  f,'»'p'l»('ncr 
Ivirhtun','  ausp'lii'ii,  dii-.  diese  l{i(litun<i  lu-ilM-lialtenil.  iniiner  weiter  tnrtrüikt. 
In  eiller  solclieii  lielielti^jm  Ebene  lie>;t  einerseits  eine  ("onipIex-Curve  /weiter 
('lasse,  anderei-seits  als  Dnnlischnitt  mit  der  riiaraeteristik  eine  zweite  solriic 
i'urve:  die  beiden  Curven  lallen,  wenn  ihre  Kbene  unendlich  weit  nickt, 
zusammen;  mit  anderen  Worten,  die  Curven  der  sammtlichen  Aniuiitorial- 
Hilchen  eines  «gegebenen  Complexcs  in  Breiten -Kbcucu,  die  unendlich  weit 
;;erilckt  sind,  liegen  auf  der  Cliameteristik. 

Wilbrend  die  Eltene  von  gegebener  Uiciitung  tortrii(kt,  Hndert  sich  in 
ihr  lortwilhrend  die  Complex-turve,  weldie  die  AequatorialHihhe  bfschreil)t;. 
Die  Richtung  der  beiden  Axen  der  CtuTe  und  ihr  VerhiUtniss  nilheni  sich, 
wemi  die  Ebene  immer  weiter  rückt,  dir  ilichtung  dii-  Khcne  entsprechend, 
einer  bestinnnten  Grenze.  Diese  Grenze  ist  gegeben  durch  die  constante 
Richtung  und  das  constante  VerhiUtniss  der  Axen  der  Durchschnitts- Curve 
der  fortrückenden  Eljene  mit  di-r  C'haracteristik.  Da  in  unendlicher  Ent- 
fernung Complex-Curveu  und  Durchsclmitts-C'urven  der  Cluiracteristik,  welche 
in  parallelen  Ebenen  enthalten  sind,  zusammenfallen,  mnss  der  Durchmesser 
der  bezüglichen  AeciuatorialÜilche  des  gegebenen  Complexes  mit  demjenigen 
Diu-chmesser  der  Characteristik  parallel  sein,  welcher  der  parallel  mit  sich 
selbst  forti'ückenden  Ebene  zugeordnet  ist,  wie  das  die  analytischen  Ent- 
wickUmgen  des  ersten  Paragi'aphen  bestätigen. 

Es  bezeichnen  die  vorstehenden  geometrischen  Anschauungen  die  15e- 
ziehungen  zwischen  dem  gegebenen  Complexe  und  seiner  Characteristik.  In 
Uebereinstimmimg  mit  denselben  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  (7)  der 
166.  Nummer  fi'ir  die  drei  Complex- Curven  in  solchen  E]I)enen,  welche 
den  beliebig  angenommenen  Coordinaten-Ebenen  FZ,  XZ,  AI'  parallel  un- 
endlich weit  gerückt  sind,  indem  wir  erste  Potenzen  von  .r,  y ,  z  und 
Constante  gegen  zweite  Potenzen  dei-selben  vemachlüssigen,  die  folgenden  (hvi 
Gleichungen : 

Dw'-  -\-  2  Ix  VW  +  /''.r-'  t'^  +  2M.ruw  -\-  2Kx-tiv  -\-  Ex-^u'-  =  0,  1 

£"«•■-'  +  -IMijlw  +  Dy'l'  +  2A'//i//'  +  2L)j'(v  +  F  »j-^v-  =  0,        (8G) 

Fw'  +  2Kzutv  +  Ez-n'  -f  2Lzt7v  +  2Mz^(u  +  DzU-  =  0,  J 
die    mit    den    Gleichungen    der    Durchschnitts -Curven    der    drei    fraglichen 
Ebenen  mit  dem  AsjTiiptotenkegel  der  Characteristik  zusammenfallen. 
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270.  Die  Kegelfläche  der  zweiten  Classe,  welche  voii  den  Linien  des 
Asjanptoteu - Complexes  umhüllt  wird,  kann  reell  oder  imaginär  sein,  und 
dementsprechend  schliesst  der  gegebene  Complex  zweiten  Grades  entweder 
solche  reelle  Linien  ein,  welche  unendlich  weit  liegen,  oder  nicht.  Danach 
zerfallen  die  allgemeinen  Complexe  des  zweiten  Grades  in  zwei  coordinirte 
Arten.  Complexe  der  ersten  Art  wollen  wir  hyperboloidische,  Complexe 
der  zweiten  Art  ellipsoidische  nennen.  Wir  sehen  bei  dieser  Eintheihmg 
zunächst  von  allen  solchen  Complexen  al),  deren  Asymptoten -Complex  sich 
irgendwie  particnlarisirt  hat. 

Hyperboloidische  Complexe  haben  eine  Characteiistilf  mit  einem 
reellen  Asymptotenkegel,  und  werden  demnach  analytisch  dadurch  bezeichnet, 
dass  nur  zwei  der  drei  Ausdrücke: 

.,         ZJ/  „         MF  „         /iL 

^^--K'  ^--T'  ^-^ 

Werthe  mit  gleichem  Vorzeichen  haben. 

Ellipsoidische  Comj)lexe  haben  eine  Characteristili ,  deren  Asymp- 
toten-Kegel sich  auf  einen  eUipsoidischen  Punct  reducirt;  die  obigen  drei 
Ausdräcke  haben  für  solche  Complexe  Werthe,  die  alle  drei  im  Zeichen 
übereinstimmen. 

271.  In  hyperboloidisehen  Complexen  bestinmien  die  Tangential- 
Ebenen  des  As}Tnptoten-Kegels  der  Characteristik  die  Richtungen  derjenigen 
Ebenen,  nach  welchen  Linien  des  Complexes  miendlieh  weit  liegen.  Die 
Complex-Curven  in  solchen  Eigenen  sind  Parabeln,  welche  die  unendlich  weit 
liegenden  Linien  berühren.  -Bewegt  sich  eine  solche  Ebene  parallel  mit  sich 
selbst,  so  beschreibt  die  in  ihr  liegende,  von  Linien  des  Complexes  umhüllte 
Parabel  eine  parabolische  Aequatorialfläche  (u.  232).  Die  Seite,  nach  wel- 
cher der  Asymptoten-Kegel  der  Characteristik  von  einer  Breiten -Ebene  der 
Fläche  berührt  wird,  bestimmt  die  Richtung,  welcher  die  Richtung  der  Axe 
der  Parabel  sich  fortwährend  nähert,  wenn  die  Ebene  derselben  immer  weiter 
fortrückt,  was  in  zweifachem  Simie  geschehen  kann. 

Jede  andere  Ebenen-Richtung,  nach  der  keine  Linie  des  Complexes  un- 
endlich weit  liegt,  bestimmt  eine  Aequatorialfläche,  deren  Breiten -Curven 
einen  Mittelpunct  besitzen.  Hier  heben  wir  zmiächst  nur  hervor,  dass,  bei 
zunehmender  Entfernung  einer  parallel  mit  sich  selbst  fortrückenden  Ebene  die 
Complex-Cui-ve  in  ihr  entweder  eine  Hyperl^el  oder  eine  Ellipse  ist,  je  nachdem 
die  Ebene  den  Asymptoten-Kegel  in  einer  Hyperbel  oder  ehier  EUipse  schneidet. 
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Duich  eine  j;e^eltene  •lenule  Linie  hissen  sich  im  Allnenn-inen  zwei 
Kl>enen  lefjen.  in  «leiu-n  eine  Linie  des  hyperlKjJoifhscli.'ii  (oniph-xes  nnenti- 
litli  weit  Hegt.  Nehmen  wir  ii-fientl  einen  Pimot  <U'r  gegel)oneu  gei-.i<len 
Linie  als  Mittelpunet  des  Asymptoten-Kegels  der  (.'hiinuteristik,  so  sind  cüe 
lieiiU-n  Tangential-Ehenen.  welche  «hurjj  die  gesehene  Liiiif  an  diesen  Ki-<;i>l 
sich  legen  lassen,  die  beiden  fraglichen  Klteneii.  Sic  sind  reell  nder  imagiiiAr. 
je  nachdem  die  Linie  ausserhalb  oler  innerhalb  des  Kegels  liegt,  und  lallen. 
wenn  ilie  Tiinie  eine  Seite  des  Kegels  ist,  in  eine  Tangential-Ebene  desselben 
zusammen.  Dem  entsprechend  können  unter  den  Meridian -Ciirven  einer 
Meridiantlilche  eines  hyperboloidischen  Complexes  zwei  l'aral»eln  auftreten. 
Dieselben  können  auch  zusanniieidallen.  Es  hflngt  das  ab  von  der  Richtung 
'der  Dnppellinie  der  Meridiantlilche  in  Beziehung  auf  den  Asyni] »toten -Kegel 
der  C'haracteristik  des  Coniplexes. 

Die  der  Doppellinie  einer  Meridianflilche  parallelen  Linien  des  Coin])lexes 
bilden  einen  der  Meridianflache  umschriebenen  Coni])lex-Cylinder.  Dieser 
C'ylinder  ist  ein  hyperbolischer  oder  ein  elliptischer'''),  je  nachdem  die  beiden 
Meridian-Ebenen,  in  welchen  paraViolische  Coniplex-Cunen  liegen,  reell  oder 
imagin;lr  sind.  Fallen  die  beiden  Ebenen  in  eine  zusammen,  so  wird  der 
('oniplex-rylimler  ein  parabolischer. 

Nach  dem  Voi-stehenden  sind  also  die  von  den  Linien  eines  hyperboloi- 
dischen Complexes  gebildeten  Cylinder  elliptische  oder  hyperbolische,  je  nach- 
dem die  Richtimg  der  sie  erzeugenden  Complex  -  Linien  in  den  Asymptoten- 
Kegel  der  Characteristik  hineinfallt,  oder  nicht.  Alle  C'omplex-Cyl Inder,  deren 
Erzeugende  einer  Seite  des  Asym])toten-Kegels  parallel  sind,  sind  parabolische. 

'212.  In  ellipsoidischeu  Cpuiplexen  gibt  es  überhaupt  keine  paralx)- 
lischen  Complex-Curven.  Alle  Aequatorialflächeu  sind  zwischen  zwei  in  end- 
lichem Abstände  von  einander  befindliche  Ebenen  eingeschlossen.  Diese 
Ebenen  •bezeichnen  den  Uebergang  von  solchen  Ebenen,  in  welchen  eine  reelle 
Complex-Curve  liegt,  zu  solchen,  in  denen  eine  imaginäre  Curve  von  Linien 
des  Complexes  umliüllt  wird. 

*)  Wir  verstehen  hier  und  im  Folgenden  unter  einem  hyiierbolischen  und  einem  elliptischen 
Cylinder  einen  solchen,  der  von  der  unendlich  weit  entfernten  Kljcne  Ijeziiglich  in  zwei  reellen  oder 
in  zwei  imaginären  geraden  Linien  geschnitten  wird.  Danach  wird  auch  der  imaginäre  Cylinder  als 
ein  elliptischer  bezeichnet.  Insbesondere  kann  sich  der  hyperbolische  und  der  elliptische  Cylinder  in 
das  System  zweier  sich  schneidender,  bezüglich  reeller  oder  imaginärer  Ebenen  auflösen. 

Wenn  die  beiden  Durchschnittslinien  mit  der  unendlich  entfernten  Ebene  in  eine  gerade  Linie 
zusammenfallen,  heisst  der  Cylinder  ein  parabolischer,  auch  wenn  er  sich  in  ein  System  zweier  paral- 
leler, reeller  oder  imaginärer,  Ebenen  particularisirt. 

riücker,  Gconielrie.  O"* 
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Uuter  den  Meridian-Curven  einer  beliebigen,  dem  Complexe  angehörigen 
Meridianfläche  finden  sich  keine  Parabehi.  Die  beiden  Meridian -Ebenen,  in 
welchen  in  dem  Falle  hyperboloidischer  Complexe  Parabeln  von  den  Linien 
des  Complexes  umhüllt  werden,  sind  bei  ellipsoidischen  Complexen  unab- 
hängig von  der  Richtung  der  Doppellinie  imaginär.  In  Folge  dessen  sind 
sämmtliche  Cylinder,  welche  von  Linien  eines  ellipsoidischen  Complexes  ge- 
bildet werden,  elliptische  Cylinder. 

273.  Wir  haben  in  der  163.  Nummer  für  die  Gleichung  einer  solchen 
Aequatorialfläehe,  deren  Breiten-Curven  der  Ebene  YZ  parallel  sind,  in 
gemischten  Punct-  und  Linien -Coordinaten  .v,  k,  v,  w,  die  folgende  erhalten: 

Dw"-  +  2(Z.r  —  S)v7v  +  {Fx-^  —  2Ä.r  +  B)v''- 
+  207/.r  +  r)uw  +  2(/r.r^'  —  Ox  —  G)uv  +  {E.v^  +  2  Ix  +  C)h-  =  0.  (87) 
Diese  Gleichung  enthält  dreizehn  Constante,  welche  mit  den  zwei  Constan- 
ten, durch  welche  das  Coordinaten-System  particularisirt  ist,   die  fünfzehn 
Constanten  geben,  von  denen  die  Aequatorialfläehe  abhängt. 

Wenn  Avir  die  Axe  OX  so  bestimmen,  dass  sie  dem  Durchmesser  des 
Complexes,  welcher  der  zu  Y Z  genommenen  beliebigen  Ebene  zugeordnet 
ist,  parallel  läuft,  so  verschwinden  die  Coustanten  L  und  M;  wenn  sie"  mit 
diesem  Durchmesser  zusammenfällt,  so  verschwinden  gleichzeitig  .V  und  T. 
Es  verschwindet  K,  wenn  wir  in  YZ  den  beiden  Axen  OY  imd  OZ  eine 
solche  Richtung  geben,  dass  die  drei  Coordinaten -Axen  dreien  zugeordneten 
Durchmessern  des  Complexes  parallel  sind.  Durch  diese  Coordinaten-Bestim- 
mung  verliert  die  allgemeine  Gleichung  der  Aeciuatorialfläche  fünf  weitere 
ihrer  Constanten,  indem  sie  in  die  folgende  übergeht: 

Dw-  +  (/'.?;-'  —  IRx  +  B)v'''  —  2{0x  -f  (;)uv 

+  {E X -^  +  2  Ux  +  €)"'  =  0.  (88) 

Wenn  wir  die  Coordinaten -Ebene  YZ  parallel  mit  sich  selbst  verschieben, 
bis  sie  durch  den  Mittel  punct  des  Com^^lexes  geht,  so  reducirt  sich  die  An- 
zahl der  Constanten,  in  Gemässheit  der  Bedingmigs-Gleichung  (30): 

ER  =  FU, 
um  eine  sechste  Einheit. 

274.  Für  ellipsoidische  Complexe  sind  alle  Aequatorial flächen  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form  der  letzten,  (8S),  darstellbar,  wie  wir  auch  die 
Richtung  der  Ebene  YZ  wählen  mögen.  Wenn  wir  aber  bei  hyperboloi- 
dischen Complexen  insbesondere  die  Breiten -Ebenen  der  Aequatorialfläehe 
einer  Tangential -Ebene   des  Asymptoten -Kegels   der  Characteristik   parallel 
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iii-hiiien,  so  ist  »1er  /umNjnhiete  lUirrliim*sser  «li-r  ('Imrartrnstik  dii-si-ii  Klifiifii 

jKiiiilk'l  iiml  in  Fol<»('  (U»s,sen  die  voi-sMietuh*  r*M)r<linati'ii-Ht'stiiniiuiii};  nirlit 

nn'hr  inöglicli.     Daiiii  Vfrlit'i't  die  iillp'iiu'im-  (Jleichuiifi  der  AiH|iiiitui'ialMi\rlie 

(x7)  die  Coastante   />,  so  dus-s  die  Flache  nur  iioih  von  vierzehn  Constantoi 

al>hilnj»t.     Solehe  Ae«|iiatorialHilehen  haben  wir  parabolische  genannt. 

l)eni  Vei-sclnvindeii  von  />  ents|irit  ht,  dass  die  FJu-iie  )' Z  eine  Tan'_'eiitial- 

Kbene  des  Asymptoten- Kegels   der  Characteristik    ist,    als   deren   Mittelpnnct 

wir  den  Coordinaten-Anfangspunct  genommen  haben.     Wir   wollen  die  Axe 

<>  Z  mit  derjenigen  Seite  des  Asymptoten-Kegels  znsammenfallen  htssen,  nach 

welcher  derselbe   von   der   Ebene  VZ  berührt    winl.     Dann   vei-schwindet  in 

der  Gleichnng  der  AecinatoriaUlAche  die  Constante  M.    Im  allgemeinen  Falle 

sind  ilie  Conrdinaten  des  Mittelpunctes  einer  beliebigen  Breiten-Curve: 

Mx  +  T                                          Lx  —'s 
>J=-         ~i)—,  '-  = ^-- 

Wenn    />  verschwindet,    nickt   der  Mittelpnnct    in    der  Ebene   iler  (.'nrve  un- 
endlich weit,   und   die  Richtung,   nach   welcher  er   unendlich  weit  liegt,   ist 

durch  die  Gleichung: 

,  Mx  -f  T 

bestimmt,  in  welcher  «  den  Winkel  bezeichnet,  den  diese  Richtung,  die  Axen- 
Richtung  der    Parabel,    mit   <>Z  bildet.     Für    die    unendlich    weit    liegende 

Parabel  kommt: 

,  M 

tang  tt  =  -.- 

Wenn  M  verschwindet,  ist  diese  Axen-Richtung  mit  der  Axe  OZ  parallel. 

Die  Richtung  der  Axe  (t  V  ist  bisher  noch  unbestimmt  geblieben.  Wir 
können  dieselbe  in  FZ  senkrecht  gegen  OZ  nehmen.  AVenn  wir  dann  durch 
OF  eine  zweite  Tangential-Ebene  an  den  Asymi^toteu-Kegel  legen  und  die- 
selbe als  Ebene  XF  und  die  Seite  des  Asymptoten-Kegels,  nach  w^elcher  sie 
berührt  wird,  als  Axe  OX  nehmen,  so  verschwinden  aus  der  Gleichung  der 
Aequatorialfiäche  die  zwei  Constanteu  F  und  K.  Dann  schreibt  sich  die 
Gleichung  der  Fläche  unter  der  folgenden  Foim: 

2{L.v  —  S)i'w  —  (2/?.r  —  B)v'  -f  2  7'«» 
—  2(0. r  +  G)uv  +  [Ex-'  +  2  l'.v  -f  C)  if'  =  0.  (89) 

Aus  dieser  Gleichung  können  wir  durch  schickliche  Walil  des  Anfangspimctes 

noch  weitere  di-ei  Constante  fortschaffen. 

.34* 
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275.  Wenn  sich  der  Ansdruck: 

nv'  +  Eu-^  +  Fv'  +  2/1'«?'  +  -ILtv  +  ^Mtu, 
entsprechend  der  Bedmgnngs-Gleichnng: 

DBF  —  DK^  —  EL-  —  FM^  +  2KLM  =  0,  (90) 

in  zwei  Factoren  des   ersten   Grades   auflöst,   so   particularisirt  sich 
der  Complex,  indem  er  eine  seiner  neunzehn  Constanten  verliert. 

Die  vorstehende  Beding-ungs-Gleichimg  kommt  darauf  hinaus,  dass,  wenn 
wir  durch  eine  schickliche  Axanahme  der  Eichtung  der  drei  Coordinaten-Axen, 
wie  früher,  K,  L,  M  versehwinden  lassen,  dadurch  zugleich  eine  der  di'ei 
Constanten  I),  E,  F  verschwindet.  Ist  D  die  verschwindende  Constante,  so 
wird  die  Gleichung  des  Complexes: 

Ar-  +  Bs-  +  C  +  Eq'  +  Fif 
+  2Gs  ^2Hr  +  2Irs 
—  2.Vrö:  +  20  SQ 
+  2Pro  +  HQnj  +  'IRsi^  —  2S.s6  —  '2T6-\-  2  Uq  =  0.  (91) 

Aus  dieser  Gleichung,  bei  welcher  wir,  mibeschadet  der  Allgemeinheit, 
das  Coordinaten-System  als  ein  rechtwinldiges  annehmen  woUen,  können  wir 
noch  weitere  di-ei  Constanten  dm-cli  die  Bestimmung  des  Anfangspunctes  der 
Coordinaten  fortschaffen.  AVesentlich  l^ei  den  folgenden  Betrachtungen  ist, 
dass  durch  die  Wahl  der  Richtung  der  Coordinaten-Axen  ausser  D  nicht  auch 
noch  eine  andere  der  Constanten  />,   E,  F  verschwindet. 

276.  Wir  haben  durch  die  Gleichung: 

Dt'  +  Ell'-  +  Fv'  +  2Kuv  +  2Z/^)  +  2Mlu  +  Aw'  =  0 
die  Charaeteristik  des  Complexes  dargestellt.  Diese  Characteristik  ist  in 
dem  allgemeinen  Falle  der  hyperboloidischen  und  ellipsoidischen  Complexe 
eine  Fläche  des  zweiten  Grades  mit  einem  Mittelpuncte.  Der  Mittelpunet 
dieser  Fläche  und  ihre  absohiten  Dimensionen,  die  von  der  willkürlichen 
Constante  A  abhängen,  können  beliebig  angenommen  werden.  In  dem  Falle 
der  Complexe  besonderer  Art,  die  wir  jetzt  betrachten  und  die  wir  durch 
die  Gleichung  (91)  dargestellt  haben,  reducirt  sich  die  Characteristilf  auf  eine 
Ciu:ve  zweiten  Grades  mit  einem  Mittelpuncte.  Wir  wollen  diese  Curve  die 
eh  ar  acte  ristische  Curve  des  Complexes  besonderer  Art  nennen. 

Durch  die  Ebene  der  characteristisehen  Cm-ve  ist  eine  ausgezeichnete 
Ebenen-Richtung  für  den  Complex  gegeben.  Nehmen  wir  dieselbe  der  Coor- 
dinaten-Ebehe  I'Z  parallel,  so  verschwinden  D,  L,  M  und  die  Gleichung  der 
Curve  geht  in  die  folgende  über: 


•2i\U 

A'//-  -f  />*  -f  2A'uv  +  An>»  —  0. 
AVfiiii  wir  zwei  zum-unliiuto  Durrliiiu'sser  lUn*  Ciirvi',  iiisl)t'S(>iulere  «lii*  iK-iileii 
Axen  derselben,  zu  ('oonliimU-n-Axen  dl'  uihI  0/  m'lniu'ii,  so  vi-i-scIiwiiuU't 
A\  iiinl  dann  sind  dit-  ("oordinatcn-Axt'U   dicsollM'ii,   aiiJ'  wi-ltl»'  der  ('oiii|)lex 
in  ilor  tilL'icIiuii;^  (Hl)  Ih'zih^cii  ist. 

277.  Wir  liabeii  ilic  Bestiiiiiimii;,'  di-r  Kitlituii^i  dir  zuiii-ordiiftfii  Dun  li- 
messer  eines  C'omplexes  der  all^'t'iiicinen  Art  auf  die  Hftrachtiui^'  dt'V  Durcli- 
niesser  seiner  chai'acteristischen  Flilche  zurrtikf^cl'flhrt.  l)ic  ( liaracteristische 
Curve  eines  Cuniiile.xes  der  besonderen  Art  l<öiiii«ii  wir  als  die  Grenze  von 
charactevistiselien  FlAclien  ansehen,  nntl,  in  Folge  davon,  sagen,  dass  von 
zwei  zugeordneten  Dinrhniessern  der  t'unc  jeder  zugleich  allen  Ebenen  zu- 
geordnet ist,  welche  nach  beliebiger  Kiilitung  diucli  den  jedesmaligen  amleren 
gelegt  werden  können;  dass  jede  (hireh  den  Mittelpunct  der  Curve  hindurch- 
gehende gerade  Linie,  welche  niL4it  in  der  Ebene  derselben  liegt,  diesei-  Ei)ene 
zugeordnet  .sei,  und  endlich,  dass  eine  beliebige  solche  gerade  Linie  und  zwei 
zugeorchiete  Diuxhniesser  der  Ciu've  ein  System  dreier  zugeordneter  Dmdi- 
messer  der  Cune  bilden. 

Diese  Relationen  übertragen  sich  unmittelbar  aul'  (Joniplexe  der  beson- 
deren Ali.  Einer  gegebenen  Ebene  entspricht  ein  Durchmesser  des  C'om- 
plexes, welcher  der  Ebene  der  characteristischen  CuiTe  parallel  ist  und 
dieser  Ebene  parallel  bleibt,  wie  auch  die  Richtmig  der  gegebeneu  Ebene 
sieh  andei'u  mag;  oder,  mit  anderen  Worten,  die  Durchmesser  aller 
Aequatorialfläehen  des  Complexes  sind  der  Ebene  seiner  charac- 
teristischen Curve  parallel. 

Wenn  sich  die  gegebene  Ebene  um  ihre  Durchschnittslinie  mit  der 
Ebene  der  characteristischen  Cuitc  dreht,  so  i-ückt  der  zugeordnete  Durch- 
messer des  Complexes  parallel  mit  sich  selbst  fort.  Es  gibt  also  unendlich 
viele  unter  sich  parallele  Diu-chmesser  des  Complexes.  Wenn  endlich  die 
sich  drehende  Ebene  mit  der  Ebene  der  characteristischen  Cm-ve  zusammen- 
fällt, so  wii-d  der  Durchmesser  unbestimmt.  Er  verliert  seine  Richtung,  indem 
er  unendlich  weit  rückt. 

Li  dem  allgemeinen  Falle  der  hyperboloidischen  und  ellipsoidisehen  Com- 
plexe  haben  wir  gezeigt,  dass  je  zwei  conjugirte  Durchmesser  von  der  Axe 
desjenigen  Complex-Cylinders  geschnitten  werden,  dessen  Seiten  dem  dritten 
conjugirten  Durchmesser  parallel  sind.  Li  dem  Falle  der  besonderen  Coni- 
plexe,  die  wii*  hier  betrachten,  ist  jedesmal  der  dritte  conjugirte  Durchmesser 
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unendlich  weit  gerückt.  Aber  nach  wie  vor  bestimmen  je  zwei  beliebige, 
der  Central-Ebene  i^arallele,  conjugirte  Durchmesser  durch  den  Dm'chschnitt 
ilirer  zugeordneten  Ebenen  die  Richtung  der  Seiten  eines  Complex-Cylinders, 
dessen  Axe  die  beiden  Durchmesser  schneidet.  Wir  sagen,  dass  dieser  Cylin- 
der  und  insbesondere  seine  Axe  dem  Systeme  der  beiden  Durchmesser  zu- 
geordnet sei. 

278.  Zur  Bestätigung  und  Erweiterung  dieser  Eesultate  wollen  wir  zu 
den  Grleichungen  (5)  zurückgehen,  welche  in  dem  allgemeinen  FaUe  der 
Complexe  den  Durchmesser  darstellen,  der  einer  gegebenen  Ebene: 

Lv  -\-  uy  -\-  vz  -\-  w  =  0 
zugeordnet  ist.     Diese  Gleichungen  reduciren  sich,   wenn   wir  die  Grleichung 
der  Complexe  besonderer  Art,  (in),   zu  Grimde  legen  und  .i',   ij',  :'  in   der 
frühereu  Bedeutung  beibehalten,  auf: 

.r  _.(•'  =  0, 


^» 


_  Ell 

Fv 


(92) 


Eu'^  +  Fv- 


Danach  ist: 


{y-y')Fv  =  {z-z')Eu.  (93) 

Der  Durchmesser  ist,  m  Gemässheit  mit  der  ersten  der  drei  Gleichungen  (92), 
der  Ebene  VZ  parallel.    Die  Gleichung  (93),  in  folgender  Weise  geschrieben: 

^^^  •  -  =  I  (94) 

z  —  z        u  F  ^     ' 

drückt  unmittelbar  aus,  dass  der  Durchschnitt  der  gegebenen  Ebene  FZ  und 

der  dieser  Ebene  zugeordnete  Durchmesser  des  Complexes  die  Eichtung  zweier 

zugeordneter  Durchmesser  der  characteristischen  Curve  haben,  die,  nach  dem 

Verschwinden  von  A',  durch  die  Gleichung: 

Eir-  +  Fr-  +  /'«>ä  =  0 

dargestellt  wird. 

Die  Werthe  für  .r',  //'.  z',  welche  wir  den  Gleichmigen  (92)   zu  Grunde 

gelegt  haben,  sind  die  folgenden: 

Ouv -{- Bv- -^  Stv  —  Ttu  —  üu- 


y 


Eit-i  +  Fy2 
—  Niv  —  Puv~Qv--\-  Tt-  -\-  Utu 

Eu'^  +  Fv'' 
{N—0)tu-\-Pu--\-Qu  v  —  Rtv  —  St'^ 

Eu'  +  /'>  - 


(4) 


I».r  Abstand  .1'  iles  Dunlinu'ssei-s  von  (U-r  Klicn«-  VZ  hlciltf  also  inr  üIIi- 
Kltt-nen  «lei-selbe,  iloren  l'oonlinatj-n  «He  tbljjtMulc  ({Icirlunis,'  lH'fric<lij»cn : 

(A'/<- +  /•'/•-• ).)'       <>///-    f,'i--{-S/r-    Till       r«'.  ein) 

Alle  solche  Ebenen  unihnllen  eine  uncmllicli  weit  liej^emle  Curve  der  zweiten 
Cliisse.  Indem  in  «ler  voiNteluMulen  (ileichnnj,'  das  («lied  mit  /■'  felilt,  bi-rrthrt 
diese  Curve,  unaliluln^i;,'  von  der  Annahme  von  .1'.  die  in  )' Z  unendlich  wi-it 
liegende  gerade  Linie.     Fnr  den  DerülirungsituMit  erlndtni  wir: 

Sv  —  Tu  =  (I.  C.k;) 

In  dieser  Gleiehung  kounnt  .1'  niilit  mehr  vor.  Es  ist  durch  dieselbe  eine 
für  den  Complex  ausgezeichnete  Richtung  bestimmt. 

Wenn  u  und  v  gleichzeitig  vei-schwinden ,  werden  die  Coordinaten  des 
Punctes  x' ,  ij' ,  :',  durch  welchen  die  Lage  des  Durchmessers  bestimmt  wii'd, 
unendlich  tn'oss.     Dabei  verliert   der  Durchmesser,    wie   die  Gleichungen  (!»2) 

zeigen,    in   unendlicher   Entt'eniung    seine   Richtung.     Aber  iler   Quotient     , 

behalt  einen  endlichen  und  bestimmten  Werth.  W^ir  erhalten  aus  (4),  indem 
wir  >/  und  r  verschwinden  lassen: 

Der  Durchmesser  ist  also  in  der  durch  die  vorstehende  Gleichung  bezeichneten 
Richtimg  parallel  zn  I'Z  unendlich  weit  gerückt.  Diese  Richtung  filllt  mit  der- 
jenigen zusammen,  welche  wir  durch  die  Gleichung  (! Mi)  bestimmt  haben.  Wir 
können  sagen,  dass  die  unendlich  vielen  Durchmesser,  welche  im  Complexe 
der  Ebene  der  characteristischen  Curve  zugeordnet  sind,  diese  Ebene  in  dem- 
selben unendlich  weit  liegenden  Puncte  schneiden.  Dieser  Punct  ist  der 
Mittelpunct  der  in  der  Ebene  der  characteristischen  Cun^e  von  Linien  des 
Complexes  umhüllten  Ciutc,  und  bleibt  unverändert,  wenn  die  Ebene  parallel 
mit  sich  fortriickt.  "\^'ir  werden  in  den  folgenden  Nnmraern  die  analytische 
Bestätigung  für  cUese  geometrische  Folgenmg  erhalten. 

279.  Für  die  Durchschnitte  der  beiden,  den  Coordinaten  -  Ebenen  .VZ 
und  AT  zugeordneten,  mit  OF  und  OZ  parallelen  Durchmesser  mit  diesen 
beiden  Coordinaten-Ebenen  erhalten  wir: 

U  P 

■'■-■-^'  ■''=  E' 

R  >J 

Setzen  wir:  /'  =  0,  (-'  =  0, 


0''^) 
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so  verscliiebeu  wir  die  Ebenen  XZ  und  XY  so,  dass,  nach  der  Verschiebung, 
die  beiden  diesen  Ebenen  zugeordneten  Durchmesser  die  Axe  OX  schneiden. 
Von  den  Gleichungen-Paaren  (18)  der  240.  Nummer,  durch  welche  über- 
haupt die  Axen  der  drei  Complex-Cylinder,  deren  Seiten  den  Coordinaten- 
Axen  OX,  OF,  OZ  parallel  sind,  dargestellt  werden,  zeigt  das  erste: 

y  =  -f'  --  =  4'  ^^) 

dass  eine  der  drei  Cylinder-Axen  mit  OX  zusammenfällt.    Die  beiden  anderen 
CTleichungeu-Paare  gelten : 

R 

■v  =  y  ,  r  =  oo , 


U 


(100) 


Es  sind  also  die  beiden  anderen  Cylinder-Axen  in  denselben  zu  FZ  paral- 
lelen Ebenen,  in  welchen  die  beiden  zugeordneten  Durchmesser  liegen,  un- 
endlich weit  gerückt. 

Von  den  drei  Coordinaten  des  Mittelpunctes  des  Centralparallelepipeds, 
dessen  Kanten  bezüglich  OX,  OF,  OZ  paraUel  sind,  für  welche  wir  in  dem 
allgemeinen  Fähe  erhalten  haben: 

ER^FU  „  DO— FT  „  DP -ES  ,,,, 

■'  2EF        '        J  2DF       '  2DE       '  ^      ' 

bleibt  nur  .r"  endlich  und  vollkommen  bestimmt,  während  y"  und  r"  unend- 
lich gross  werden.  Das  Verhältniss  zwischen  y"  und  z"  bleibt  ein  bestimmtes. 
Wir  erhalten  für  dasselbe: 

ro  =  --J-  (101) 

Diu-ch  diese  Gleichung  wird  dieselbe  für  den  Complex  ausgezeichnete 
Richtung  bestimmt,  welche  wir  in  der  vorigen  Nummer  erhalten  haben  (07). 

Der  Mittelpunct  des  Centralparallelepipeds,  welches  wir  ausgewählt 
haben,  liegt  in  einer  nicht  nur  der  Richtung,  sondern  auch  der  Lage 
nach  bestimmten  Ebene  in  dem  durch  die  Gleichung  (101)  bestimmten  Sinne 
unendlich  weit.  Wenn  wir  die  Axe  OX  als  eine  Seite  des  Centralparallel- 
epipeds beibehalten  und  OF  mid  OZ  beliebig  zweien  conjugirten  Durch- 
messern der  characteristischen  Cm've  parallel  nehmer»,  so  erhalten  wir  eine 
Reihe  von  Centralparallelepipeden.  Dieselben  Betrachtimgen,  welche  wir  in 
der  246.  Nummer  in  dem  Falle  der  hyperboloidischen  und  ellipsoidischen 
Complexe  angestellt  haben,   zeigen    hier,   dass    der   Mittelpunct  aUer  dieser 


(-'ential|nnalk'k'i>il»ftl«-  in  il.-iNfllii-ii  li'khtuii^'  iiinl    in  ilci-si'llM'n    /ii   ilcr  Klicm- 
»Ifi-  clmruetoristisclien  «'urve  pamllflt-n  EIumic  uniMullich  writ  ^'«'rückt  sin.l. 

Winu  wir  an  Stelle  der  Axe  <t \  eine  amlere  ( VlimltM-Axe  <les  Coiii- 
plexes  wilhlen,  so  erhalten  wir  t-ine  neue  Reihe  von  ContraliiarallelepiiMHliMi. 
Der  Mittelpunet  aller  tli.s.-r  rarailele|.i|ieiU'  ist  in  dei-sellnMi  Kitlif nn-.'.  wie 
vorhin.  i)arallel  mit  der  Kliene  der  rharaiteristisclu'ii  Curve  unendlith  wi-it 
genickt,  indem  die  Bestimmung  dii^ser  ifiihtung  von  der  AVald  lit-r  Coordi- 
nateu-Axe  O .\  nnalthangig  war.  Dagegen  ist  die  KImii.-.  in  wt-Uher  di-r 
Mittelpunct  des  Parallelepipeds  unemllieh  weit  gerückt  ist,  im  Allgemeinen 
eine  andere  geworden.  Denn  wi-iin  wir  iigcnd  zwei  conjugirte  Durchmesser 
des  Complexes  auswilhlen  uml  ilen  einen  durch  einen  anderen,  ihm  iiarallelen. 
ersetzen,  so  iindert  sich  daliei  die  in  der  Mitte  zwischen  <1imi  heidcn  con- 
jugirteii  Durchmessern  hindurch  gehende  Central-Ebene. 

Wir  sind  so  zu  den  folgenden  SiUzen  gekommen: 

In  «Icn  ("omplexeu  besonderer  Art,  die  wir  lietrachteu,  ist 
der  Mittelpunct  [larallel  mit  der  Ebene  der  characteristischen 
Curve  nach  gegebener  Kichtung: 

y        !b  =  _  L 

z    ^  z,  S 

unendlich  weit  gerückt. 

Alle  Central-Parallelepipeda,  welche  dieselbe  ira  Endli<  Ihh 
liegende  Cylinder-Axe  zu  einer  ihrer  Kanten  haben,  besitzen 
parallel  zu  der  Ebene  der  characteristischen  Curve  dieselbe 
Central-Ebene. 

280.  Für  die  Gleichung  des  Complexes  iler  Ijesoudereu  Art  erhalten 
wir,  wenn  wii*  die  Axe  irgend  eines  seiner  Cylinder  mit  der  Coordinaten-Axe 
ÖA' zusammen  fallen  lassen  und'^>/'  uml  OZ  irgend  zweien  Durchmessern 
der  characteristischen  Cm"ve  parallel  annehmen,  die  folgende: 

-\-  2Gs  ■+  2//r  +  2//-.V 
—  2A>ö  +  20 SQ 
+  2/isi^  —  2S.sa  ~2ra -j-  2Uq  =  0.  (102) 

Wii-  können  noch  die  Bedingimgs- Gleichung 

ER  =  FU  (103j 

hinzufügen,  und  bestimmen  damit,  dass  die  der  Axe  0  X  zugehörige  Central- 
Ebene  mit  der  Coordinaten-Ebeue  VZ  zusammenfällt.     Endlich  können  wir 

Plückcr,  Goomelrie.  ^3ö 
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nach  Belieben  S  oder  7'  verschwinden  lassen,  indem  wir  eine  der  beiden 
Axen  Or,  0  Z  der  durch  die  Gleichung  (101)  bestimmten  Richtung  parallel 
nehmen. 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Vereinfachungen  enthält  die  Gleichung 
(102)  elf  von  einander  unabhängige  Coustanten.  Wenn  wir  zu  denselben 
die  sieben- Constanten  hinzuzählen,  durch  welche  das  Coordinaten- System 
pärticularisirt  ist,  so  erhalten  wir  die  achtzehn  Constanten  des  Complexes 
der  l^esonderen  Art. 

281.  Der  Asymi^toten- Kegel  der  characteristischen  Fläche  eines  Com- 
plexes der  allgemeinen  Art  wird  bei  Complexen  der  besonderen  Art,  die  wir 
hier  betrachten,  durch  die  beiden  Asymptoten  der  characteristischen  Cnrve 
vertreten. 

In  dem  Falle  der  allgemeinen  Complexe  bestimmt  die  Cm-ve,  nach 
welcher  eine  gegebene  Ebene  den  Asymptoten -Kegel  schneidet,  die  Natru- 
der  Comi^lex-Curve  in  derjenigen  Ebene,  welche  parallel  mit  der  gegebenen 
unendlich  weit  gerückt  ist.  In  Complexen  der  besonderen  Art  löst  sich  diese 
Curve  in  die  beiden  Durchschnittspuncte  der  gegebenen  Ebene  mit  den 
Asymptoten  auf.  Es  artet  also  in  der  unendlich  weit  gerückten  Ebene  die 
Complex-Curve  in  ein  System  von  zwei  Punkten  aus,  die  nach  der 
Richtung  der  beiden  Asymptoten  unendlich  weit  liegen. 

Alle  Aequatorialflächen,  deren  Breiten-Ebenen  einer  der  l^eiden  Asymp- 
toten parallel  sind,  sind  i^arabolische.  Wir  erhalten  auch  dann  eine  para- 
bolische Aecpatorialfläche,  wenn  wii'  die  Breiten-Ebenen  derselben  der  Ebene 
der  characteristischen  Cm've  parallel  nehmen.    Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist: 

—  2Svw^  (/'.!•■-■  —  2i?.r  +  ^)?'-'  +  'ITuw 
—  1{0x  -f  Cr)iiv  +  {E.v^  +  2  Vx  +  C)u^  =  0,  (104) 

und  demnach  die  Fläche  dadm'ch  jiarticularisirt,  dass  die  Axen  der  Parabeln 
in  allen  Breiten-Ebenen  gleich  gerichtet  sind.  Diese  Richtimg  ist,  in  Ueber- 
einstimmung  mit  der  278.  Nummer,  dieselbe,  in  welcher  der  Mittelpunct  des 
Complexes  unendlich  weit  gerückt  ist. 

Wenn  wir  dieselbe  Aequatorialfläche ,  statt  durch  ihre  Breiten -Curven, 
durch  ihre  umhüllenden  Cylinder-Flächen  bestimmen,  so  erhalten  wir  nach 
den  Entwicklungen  der  182.  Nummer  die  folgende  Gleichung: 

{Ftj '-^  ^  Ez'-') X ^  —  2{Iiij''  —  ()>j'z'  —  Uz' ^') .(• 
+  2(.S'//'  +  rz')>/'  .  z  +  {Bf/-^  +  2  0;/'z'  +  Cz'^  =  0.  (10.5) 


_  I.) 


Dii-selbe   stellt    iltii    l»iiiilisrlinitt    mit    .\  /  'Ifsji'niu'eii  Complrx-« 'vliiidciN  iliii-, 

iU-sscn  Seiten  tler  «lunli  ila>  \'ei-lialtnis.s  ^.  bestimniteii  Kit  lituiiK'  pamllel  siiul. 

lu  der  voi-steheiitleii  Hleielmiij;  fehlt  «las  Ctlied  mit  :-.  Alle  Complex- 
Cylimler  also,  deren  Seiten  der  Khene  der  tliaracteristischen  Curve  parallel 
sind,  sind  luirabolisclie  Cvlinder.  Die  Dianiet ral-KI)enen  dei-selben  sind  mit 
der  {genannten  Ebene  parallel.  Insbesondere  lösen  sieh  diejenip-n  beiden 
C'ylinder,  deren  Seiten  einer  der  beiden  Asymptoten  der  eliaraeteristischen 
C'nrve  paralK'l  sind,  in  Systeme  von  zwei  Elbenen  auf,  von  denen  die  eine 
unendlich  weit  nickt.  In  Fol<,'e  di-ssen  reducirt  sich  die  Oleichnnj,'  des  Cylin- 
ders  auf  den  ei-sten  (ira<l.  Wenn  wir  endlich  den  Seiten  des  Cylinders  die- 
jenige Richtung  geben,  in  welcher  iler  Mittelpunct  des  Complexes  unendlich 
weit  gerftckt  ist,  .so  kommt: 

.S//'-f  7'.-'  =  0, 

und  der  Cylin<ler  zertiillt  in  zwei  Ebenen,  wcli  lic  beide  der  Ebene  der  charac- 
teristiächen  CuiTe  parallel  sind. 

2S'2.  Je  nachdem  die  Ijeiden  Asymptoten  der  characteristlschen  CuiTe 
reell  oder  imaginär  sind,  wollen  wir  den  Complex  der  besonderen  Art  einen 
hyperbolischen  oder  einen  elliptischen  neuneu. 

lu  beiden  Ax-ten  von  Complexen  liegt  in  solchen  Ebenen,  welche  der 
Ebene  der  characteristisehen  CmTe  parallel  sind,  eine  Linie  des  Complexes 
imendlich  weit.  In  elliptischen  Complexen  gibt  es  sou.st  keine  Ebenen,  welche 
unendlich  weit  liegende  Linien  des  Complexes  enthalten.  In  hyperbolischen 
Complexen  la-ssen  sich  durch  jede  Linie  des  Raumes  zwei  reelle  Ebenen  legen, 
die  bezüglich  den  beiden  Asymptoten  der  characteristischen  Curve  parallel 
sind:  die  Complex -Cunen  in  diesen  Ebenen  sind  Parabeln.  Mit  Ausnahme 
derjenigen  Complex-Cylinder,  deren  Seiten  der  Ebene  der  characteristischen 
Ciu've  parallel  verlaufen,  sind  sämmtliche  einem  hyperbolischen  Complexe 
ungehörige  Cylinderflächen  hyperbolische,  die  einem  elliptischen  Cornj^lexe 
angehörigen  elliptische  Cylinder. 

Wir  können  sagen,  dass  sich  die  in  der  unendlich  weit  liegenden  Ebene 
enthaltene  Ciu-ve  des  Complexes  in  dem  Falle  der  hyperbolischen  Complexe 
in  ein  System  von  zwei  reellen,  in  dem  Falle  der  elliptischen  Complexe 
in  ein  System  von  zwei  imaginären  Puncten  aufgelöst  hat. 

283.  Wenn  wii-.  um  d\o  Gesammtheit  der  unendlich  weit  liegenden 
Linien  des  Complexes  darzustellen,  nur  die  Glieder  zweiten  Grades  in  o.  o",  y 

35* 
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betrachten,   wie   wir  dies  in  dem  allgemeinen  Falle  gethan  haben  (n.  267), 
so  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (102): 

Eo^  +  F'if-  =  0.  (106) 

Diese  Grleichmig  stellt  in  Linien-Coordinaten  die  beiden  Asymptoten  der 
characteristischen  Curve  dar. 

Mit  grösserer  Annähermig  aber,  als  es  vermittelst  der  characteristischen 
Curve  geschehen  kann,  bestimmen  wir  die  unendlich  weit  liegenden  Linien 
des  gegebenen  Complexes,  wenn  wir  gegen  zweite  Potenzen  von  q  und  >/, 
nach  wie  vor,  erste  Potenzen  derselben,  sowie  die  Veränderlichen  r,  .v  und 
Constante  vernachlässigen,  während  wir  erste  Potenzen  von  a  beibe- 
halten.    Auf  diese  Art''')  erhalten  wir  die  folgende  Gleichung: 

Eq'  +  F^f  —  2{Ss  +  r)  er  =  0.  (107) 

Ein  Glied  mit  N  oder  0  tritt  nicht  hinzu.     Es  ist  nämlich: 

—  Nro  +  OsQ  =  —  ^•^  +  (0  —  ]\)so, 
das  heisst,  es  bleibt  rö  immer  von  der  Ordnung   der  Glieder  mit  ii  und  so 
und  kommt  somit  nicht  in  Betracht. 

Die  vorstehende  Gleichung  stellt  einen  neuen  Complex  dar,  welchen  wir 
den  Asymptoten-Complex  des  gegebenen  nennen  wollen. 

Wie  in  dem  allgemeinen  Falle,  ist  die  Annäherung  des  Asymptoten- 
Complexes  an  den  gegebenen  vom  ersten  Grade,  während  dieselbe  bei  Nicht- 
Berücksichtigimg  der  Glieder  erster  Ordnung  in  a  nur  von  dem  Grade  '2 
sein  würde. 

Wenn  wir  den  Anfangspimct  der  Coordinateu  behellig  verschieben,  be- 
halten in  der  Gleichung  (Ol),  welche  D,  K,  L,  M  nicht  enthält,  die  beiden 
Constauten  S  und  T  unverändert  dieselben  Werthe.  Wie  wir  also  den  ge- 
gebenen Complex  und  seinen  Asjrmptoten- Complex  parallel  mit  sich  selbst 
gegen  einander  verschieben  mögen,  ihre  gegenseitige  Beziehung  zu 
einander  bleibt  dieselbe. 

Die  Gleichung  des  Asymiototen-Complexes  wird  befriedigt,  wenn  gleich- 
zeitig: Q  ^  0 ,  6  =  0 ,  t]  =  0. 


*)  Analog  hat  ein  Curvenzweig  mit  einer  parabolisclieu  Asymptote  nur  einen  Pimct,  der,  absolut 
genommen,  unendlich  weit  liegt,  derjenige,  in  welchem  derselbe  von  den  Durchmessern  der  parabo- 
lischen Asj-mptote  geschnitten  wird.  Eine  genauere  Anschauung  über  die  Lage  der  dem  Unendlichen 
sich  nähernden  Puncte  erhalten  wir  durch  die  parabolische  Asymptote  selbst,  deren  Puncte,  wenn  sie 
unendlich  weit  rücken,  sowohl  nach  der  Richtung  der  Axe  als  auch  senkrecht  dagegen  unendlich 
weit  sich  entfernen:  aber  so,  dass,  wenn  die  Grösse  der  Entfernung  nach  der  Axe  von  der  ersten 
Ordnung  ist,  die  Ordnung  der  Grösse  der  Entfernung  von  der  Axe  nur  '/*  beträgt. 


Alli-  (liuvli  di'ii  ('ixjr(linati'ii-Aiiraii;«'s|iiiiut  {.'i-lifinliii  <;rriuK'ii  Liiiini  ^.'i'hrircii 
ili'in  Asynii)toten-('onii»li'.\e  an.  l'iT  ('iiin|il<'X  uiiilasst  riTiu-r  allf  p-i-.nli'ii 
Liiüi'ii,  welche  den  beulen  Gleiiimngeii : 

Hit-  -f  Fif-  =  0,  *;  =  n, 

oder  den  foli^entlen  Iieiden: 

/:'«-■  +  /'»/■■'  =  <^  •'^■•^'  +  '■       *'. 

Ciciuige  leisten. 

Eine  jede  gerade  Linie  also,  welche  die  Axc  <>\  uml  ilii-  licidcii  in  i  / 
liegenden  Asymptoten  der  characteri.stisciicn  Curve  schneidet,  ist  eine  Linie 
des  Asyniptoten-Coniplexes.  Und  fenier  gehört  deinsell)en  jede  gerade  Linie 
an,  wclclif  eine  der  beiden  Asymptoten  .schneidet  und  dei-  diinli  diu  Aiifangs- 
punct  gehenden  El)ene: 

.S>  +  Tz  =  0, 
welche  diejenige  Ifichtung  itezeichnet,  in  welcher  der  ilittelpunct  iles  gege- 
benen Coniplexes  in  der  Ebene  der  characteiistischen  Ciii-ve  unendlich  weit 
gen'lckt  ist,  parallel  ist.  In  Folge  dessen  artet  die  Conipiex-Cm-ve  üi  der 
Ebene  I'Z  in  das  System  zweier  Puuete  aus,  von  denen  dci'  eine  mit  ilcni 
Coordinateii-Ajifangspuncte  zusammenfflllt  und  der  andere  in  der  durch  die 
vorstehende  Gleichung  bezeichneten  lüclitiuig  unendlich  weit  gerückt  ist. 
Die  Aequatorialtlilche  des  Aspuptoteu- Coniplexes,  deren  Breiten -El)enen  zu 
rZ  parallel  sind,  besteht,  wae  die  des  gegebenen  Coniplexes,  aus  Parabeln. 
Alle  diese  Parabeln  werden  von  den  beiden  Ebenen  benihrt,  welche  sich 
durch  die  Axe  o  X  uml  die  beiden  Asymptoten  der  characteristischeu  Cm-ve 
hindurch  legen  lassen.  Wenn  die  Breiten-Ebene  parallel  mit  I'Z  unendlich 
weit  rückt,  artet  die  Parabel  in  ihr  in  das  System  zweier  unendlich  weit 
liegender  Puncte  aus.  Den  Uebergang  von  einer  Parallel  in  zwei  unendlich 
weit  liegende  Puncte  haben  \\-ir  uns  so  zu  denken,  dass  auf  zwei  festen 
Tangenten  der  Cui-ve  die  Berähiiingspuncte  unendlich  weit  genickt  sind. 

284.  Wenn  die  Ebene,  in  welcher  der  Mittelpunct  unendlich  weit  ge- 
rückt ist,  eine  der  l)eiden  Asymptoten  enthält  oder  unliestinunt  wird,  erhalten 
wir-  eine  entsprechende  Particularisation  des  gegebenen  Complexes  in  Bezi(,'hung 
auf  die  Lage  seiner  Durclimesser  und  die  Anordnung  seiner  unendlich  weit 
liegenden  Linien.  Derartige  Complexe  hängen,  im  Allgemeinen,  Ijezüglich 
von  siebenzehn  oder  seehszehn  Constanten  ab. 

Wir  wollen  hier  nur  den  letzten  Fall  betrachten,  in  welchem  in  der  allge- 
meinen Complex-Gleichung  neben  Ä',  L,  M  und  D  auih  S  und  T  verschwinden. 
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Dann  fällt  aus  der  Gleichung  des  so  particularisirten  Complexes 
die  Veränderliche  6  ganz  aus. 

Die  allgemeinste  Gleichungsform,  in  welcher  diese  Veränderliche  fehlt,  ist : 
Jr2  +  Bs'  +  C  +  2(^5  +  21{r  +  2Irs 
+  Eq-^  +  Ftf  -\-2Kq7i 
+  2{0  —  N)so~2Nri 
+  2PrQ  +  20, -^  +  2Rs',^  +  2Uq  =  0.  (108) 

Dadurch,  dass  wir  die  Coordinaten-Axeu  OV  und  OZ  zweien  zugeordneten 
Durchmessern  der  characteristischen  Curve  parallel  nehmen,  verschwindet 
aus  dieser  Gleichung  K.  Indem  wir  die  Axe  OX,  welche  bisher  willkürlich 
angenommen  worden  ist,  mit  der  Axe  eines  Complex-Cylinders  zusammen- 
fallen lassen,  verschwinden  P  und  Q.  Endlich  erhalten  wir  durch  Verschie- 
bung der  Ebene  VZ  parallel  mit  sich  selbst  die  Eelation: 

ER  =  Ell 

Die  Gleichung: 

Ar"-  +  Bs'  +  C  +  2Gs  +  2Hr  +  2Irs 

+  Eq'  +  Frt"- 

+  2{()  —  N)sQ  —  2Nri 

-\-2Bsrj  -Jr  2Uq  =  0,  (109) 

wobei:  ER  =  EU 

ist  also  als  die  allgemeine  Gleichung  der  in  fraglicher  Weise  particu- 
larisirten Complexe  anzusehen.  .Sie  enthält  zehn  von  einander  unal)hängige 
Conatanten,  zi;  welchen  noch  sechs  Constanten  der  Lage  hinzugerechnet  wer- 
den müssen,  die  darauf  kommen,  dass  einmal  die  Ebene  VZ  durch  den 
Complex  bestimmt  ist,  dass  ferner  die  beiden  Axen  0  F  imd  0  Z  zugeordnete 
Richtungen  mit  Bezug  aiif  die  characteristische  Curve  haben,  endlich,  dass 
OX  eine  Cylinder-Axe  des  Comjjlexes  ist. 

Der  Bedingimg  also,  dass  sich  ein  Complex  zweiten  Grades  durch  eine 
Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  nm-  vier  der  fünf  Variabein: 

/■,  s,  a,  Q,  (ro  —  SQ  ^  ri) 
darstellen  lassd,  entspricht  eine  dreifacheParticularisation  des  Complexes.*) 

*)  Statt,  wie  im  Text,  e  ausfallen  zu  lassen,  können  wir  auch  tj  wählen,  indem  wir  die  Coordi- 
naten-Ebene  X  V  der  Ebene  der  characteristischen  Curve  parallel  nehmen.  Dann  schreibt  sich  die 
Gleichung  des  Complexes  unmittelbar  als  die  allgemeine  des  zweiten  Grades  zwischen  den  vier  Ver- 
änderlichen ?•,  s,  a,  Q,  die  uns  als  Linien-Coordinaten  entgegentreten,  wenn  wir  die  gerade  Linie  durch  ihre 
Projection  auf  XZ  und  VZ  bestimmen.  Statt  der  früheren  Constauten  A',  P,  0  können  wii-  hier 
M,  T,  U  verschwinden  lassen,  und  erhalten,  durch  passende  Verschiebung  der  Coordinaten- Ebene 
A'J',  die  Relation:  DI'=ES. 


•J7!» 

L's">.  Es  ist  inU'it'ssiUjt .  il.ii  -.•  |iaiticiiliinsii1t.-ii  Coiuplex  uOlitT  zu 
uiiteiMiKhi-u. 

Für  den  Akstaiul  tk-sjeiiigeii  1  »uivlmifssj'rs  ikvs  CniupK'Xi's,  weither  einer 
fiegebenen  El)eni': 

f.v  -\-  Ulf  -\-  rz  -^  IV  =  o 

zuLfeunlnet  ist,  vun  der  ihm  panillelen  Coordinaten-P^lx-iie  }' Z  linden  wir  na«  h 
den  Fonnehi  der  27s.  Nninmer.  indem  wir  .V  und   T  -Jt-ich  Null  setzen: 

//»'•  4-  Ouv  —  Uu- 

Wenn  wir  dann  die  gegebene  Ebene  um  ihren  Durchschnitt,  mit  der  Eliene 
der  eharaeteiistisfhen  Cun'e  beliebig  dix'hen,  so  l»leil)t  dn-  ilir  zugeonhiete 
Durehmesser  immer  in  derselljen,  (Uu-ch  den  voi-stehenden  Werth  von  .»• 
bestimmten  Ebene,  während  in  dem  allgemeinen  Falle  der  hyi)erbolischen 
und  elliptischen  (.'omplexe  bei  der  Drehung  der  gegelu-nen  Ebene  der  ihi-  zu- 
geordnete Durehmesser  seinen  Abstand  von  der  i'Z-Eliene  ändert. 

Danach  geht  das  früher  gewonnene  Resultat  in  das  folgende  über. 

Die  irgend  zweien  zugeordneten  Durchmessern  der  characteristischen 
CuiTe  parallelen  Dmx-lunesser  des  Complexes  liegen  in  zwei  jiarallelen  Ebenen, 
die  von  einer  festen  Ebene  gleichen  Abstand  haben.  Wir  wollen  diese 
Ebene  die  Central- Ebene  des  gegebenen  Complexes  nennen. 

Die   Coordinaten   des   Mitteljjuncts  des  Com^jlcxes   in    der  Ci'iitral-Ebene 

sind  nicht  mehr  unendlich  gi'oss;  ihre  Werthe  erscheinen  unter  der  Form -r;  • 

Der  Mittel pimct  liegt  nicht  mehr  iniendlich  weit.  Jeder  Punct  der  Central- 
Ebene  kann  als  Mittelpnnct  des  Complexes  angesehen  werden. 

286.  Bei  den  Complexen  besonderer  Art,  die  wir  betrachten,  liegen, 
wie  in  dem  allgenieinen  Falle  der  h}q)erbollschen  nnd  elliptischen  Complexe, 
in  allen  Ebenen,  welche  einer  der  beiden  Asymptoten  der  characteristischen 
CuiTe  parallel  sind,  Linien  unendlich  weit,  mid  die  Complex-Cui-ven  in  ihnen 
sind  Parabeln.  In  Ebenen  aber,  die  der  Centi'al  -  Ebene  und  also  beiden 
Aspnptoten  parallel  sind,  werden  die  Complex-Curven  nach  dem  Verschwin- 
den von  S  imd  T  dmxh  die  CUeichung: 

{Fx'  —  2R.i+B)v^  —  2(Ö.r  +  G)uv  -f  {E.v^  +  2  l'.v  +  C)v'  =  i)  (111) 
dargestellt.  Sie  hören  auf,  Parabeln  zu  sein,  und  sind  in  Systeme  von  zwei 
Puncten  ausgeartet,  die  nach  Richtungen,  welche  von  einer  Ebene  zur  an- 
deren sich  ändera,  unendlich  weit  liegen. 
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Die  Linien  des  Complexes  in  einer  der  Central-Ebene  parallelen  Ebene 
Ijestehen  also  aus  allen  Linien  der  Ebene,  welche  zwei  gegebenen  parallel 
sind.  Diese  Linien  können  reell  oder  imaginär  sein,  sie  können  endlich  zu- 
sammenfallen. Wenn  die  Ebene  sieh  immer  weiter  von  der  Central-Ebene 
entfernt,  nähert  sich  die  Richtung  der  beiden  Linien -Systeme  immer  mehr 
der  Richtung  der  beiden  Asymptoten  der  characteristischen  Cm-ve. 

Dem  entsprechend  arten  die  Yon  Complex- Linien  gebildeten  Cylinder, 
deren  Seiten  der  Central-Ebene  parallel  sind,  in  Systeme  mit  dieser  Ebene 
paralleler  Ebenen  aus.  Die  Mittel-Ebenen  zweier  conjugirter  Cylinder  liegen 
auf  beiden  Seiten  der  Central-Ebene  in  gieicliem  Abstände  von  derselben. 

Der  Complex  ist  also,  wenn  wh-  zusammenfassen,  in  der  Weise  particu- 
larisirt,  dass  jeder  Punct  einer  in  der  unendlich  weit  entfernten  Ebene 
liegenden  ausgezeichneten  geraden  Linie  der  Mittelpunct  eines  Complex-Kegels 
ist,  der  sich  in  das  System  zweier  Ebenen  auflöst,  die  sich  nach  der  frag- 
lichen Linie  schneiden;  oder,  was  dasselbe  sagt,  dass  jede  Ebene,  welche 
durch  eine  ausgezeichnete  gerade  Linie  der  unendlich  weit  entfernten  Ebene 
sich  legen  lässt,  eine  Complex  -  Curve  enthält,  welche  sich  in  das  System 
zweier  Puncte  aufgelöst  hat,  die  auf  der  fraglichen  geraden  Linie  liegen. 

287.  Wir  haben  in  dem  Vorstehenden  denjenigen  Fall  discutü-t,  dass 
sich  der  dm'ch  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  dargestellte  Complex  in 
Folge  davon,  dass  sich  der  Ausdruck: 

1)(3'  +  Eq-  -f  /'»y-  +  IKar^  —  ILQri  —  2Mqg 

in  zwei  lineare  Factoren  auflösen  lässt,  in  Beziehung  auf  seine  unendlich 
weit  liegenden  Linien  particularisirt.  Wir  wollen  jetzt  die  neue  Parti- 
cularisirung  des  Complexes  betrachten,  wo  derselbe  Ausdruck  das  Quadrat 
einer  linearen  Function  wird,  dem  entsprechend,  dass  gleichzeitig: 

K'  —  EF=0,     L^  —  DF^O,     3I^  —  DE  =  0.  (112) 

Es  kommt  das  darauf  hinaus,  dass  bei  gehöriger  Bestimmung  der  Richtung 
der  Coordinaten-Axen  zwei  der  drei  Constanten  D,  E,  F  zugleich  mit  K,  Z,  M 
verschwinden.  Sind  E  und  /•'  die  ])eiden  verschwindenden  Constanten,  so  ist 
die  Gleichung  des  Complexes  die.  folgende: 

Ar-'  +  Bs-  +  C  +2Gs  +  'III  r  +  2/rs 
+  Dg' 
—  2Nrs  +  20  SQ 
+  2PrQ  +  20ri]  +  2Rsrj  —  2Ss6  —  2Tg  +  2  f/>  =  0.         (113) 


•JH\ 


2.H8.    Die   (ileiiliuiifii'ii   (i')   ili-r   2;54.   Niimiiu-r    •.'•••»»■ii    zur    üfstimnniu- 
desjeni^tfu  Duivhmessers  des  Complexes,  der  einer  jie«^el)eiien  El>ene: 

tX  -{-  Uff  -\-  vz  -{■  iv  =  i) 
zu<'e<ivdiiet  ist : 


-  .\tr  -  Pur  —  >jv'  -f  7"/'  4-  l'tu 
In- 

(A  —  Ü)tu+  Pu'  +  {luv  -  Utv  -  sr 


U 


II    = 


il 


Alle  Durchmesser  des  Complexes  siml  zu  <lcr  Axe '^\  ]i;ir;i  I  li-l. 
Dir  ]iichtuu<j;  ilrr  .\\c  '>.\  ist  sonach  durdi  dm  ('niii|ilc.\  j^ef^elieii.  Dir 
sechszehn  Constanten  des  Complexes,  der  durch  (hr  (hri  15edinfj;un<,'eii  d  IJ) 
paiiiculai'isirt  ist,  finden  sich  in  drii  vierzehn  Constanten  seiner  Uleichunji 
(115)  und  denjenigen  zwei  Constanten  wieder,  durch  die  wir  die  Richtung 
«1er  genannten  Axe  bestimmt  haben.  Wir  köimen  also,  unbeschadet  der 
Allgemeinheit,  für  das  Coordinaten-System ,  auf  welches  der  Complex  in  der 
Gleichung  (113)  bezogen  ist, .ein  rechtwinkliges  nehmen. 

Zur  Bestimmung  derjenigen  drei  CylinderrAxeu ,  welche  den  drei  Coor- 
dinaten-Axen  OX,   O}',   OZ  bezüglich   parallel  sind,   erhalten   wir  aus  den 


Gleichungen  (1-^): 


.1-  =  oo , 


oo, 
ü  ' 

r 

II 


fil.'.) 


Alle  Cyliuder-Axen  des  Complexes  sind  unrndlirh  weit  gerückt. 
Diuxh  parallele  Verschiebung  der  Axe  OX  können  wir  aus  der  ol)igen 
Gleichung  (Uo)  die  beiden  mit  .vr;  und  c>  behafteten  Glieder  fortschaffen. 
Wir  willüen  dann  zum  Coordinaten-Anfangspuncte  den  Mittelpunct  der  in 
der  Ebene  VZ  liegenden  Complex-Curve,  der  in  dem  Falle  der  Gleichimg 
(113)  durch  die  folgenden  lieidrn  (lleichungcn  dargestellt  wird: 


y 


r 


s 


Die  Axe  0  X  wird  dadm'ch  derjenige  Dm-chmesser  des  Complexes,  welcher 
von  den  beiden  Axen  der  zu  <>)'  \\\\y\  <>Z  jiarallelen  C3-linder,  die  nach  <iX 
unendlich  weit  gerückt  sind,  geschnitten   wird.     V(ni  den  Kanten  des  durch 

Pliicker,  Geometrie.  OO 
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die  Eichtuiig  der  drei  Coordinaten-Axen  im  Complexe  bestimmten  Central- 
parallelepipeds  ist  nur  eine  im  Endliehen  geblieben.  Dem  entsprechend  wer- 
den die  Coordinaten  des  Mittelpnnctes  des  Complexes,  wie  wir  sie  durch  die 
Gleichungen  (21)  bestimmt  haben,  sämmtlich  unendlich  gross.     Der  Quotient 

je  zweier  derselben  erscheint  unter  der  Form  jr .     Der  Mittel punct   des 

Centralparallelepipeds  ist  in  unbestimmter  Kichtung  unendlich 
weit  gerückt. 

289.  Für  eine  beliebige  Ebene,  welche  die  Axe  OT  enthält  und  damit 
allen  im  Endlichen  liegenden  Durchmessern  des  Complexes  parallel  ist,  erhal- 
ten die  Coordinaten  .?•',  >/',  :'  (114),  indem  /  verschwindet,  miendlich  grosse 
Werthe.  Aber  ihr  Verhältniss  bleibt  ein  endliches.  Es  ist  die  Complex- 
Curve  in  einer  beliebigen  solchen  Ebene  eine  Parabel  und  die  Di;rchmesser- 
Richtung  dieser  Parallel  wird  durch  das  endliche  Verhältniss  bezeichnet.  Wir 
finden  für  diese  Richtung  aus  (114): 

x'  :i/' ;  z'  =  (Ouv  +  RV^  —  Uu^)  :  —v{Pu  +  Qi^  :  u{Pu  +  Qv), 

imd  hieraus,  wenn  wir 

u   z 

V     ~  Ij' 

setzen  und  die  Aceente  fortlassen: 

.V  {Pz  -Qij)  =  Ry  ■'  -  (hjz  -  Uz  -K  (116) 

Diese  Grleichung  stellt  eine  Kegelfläche  der  zweiten  Ordnung  dar,  deren  Mit- 
telpunct  in  den  Coordinaten- Anfangspunct  fällt  und  welche  die  Axe  OX  als 
eine  Seite  enthält.  Diejenige  zweite  Seite,  nach  welcher  die  Kegelfläche  von 
einer  beliebigen  durch  die  Axe  OX  gelegten  Ebene  geschnitten  wird,  gibt 
die  Richtung  an,  in  welcher  in  der  angenommenen  Ebene  der  Mittelpmict 
der  Complex-Curve  imendlich  weit  gerückt  ist.  Diese  Richtung  bleilit  un- 
verändert, wenn  die  angenommene  Ebene  parallel  mit  sich  fortrückt.  Denn 
die  Coefficienten  0,  P,  Q,  R,  U,  welche  in  die  vorstehende  Gleichimg  ein- 
gehen, bleiben,  nach  den  Transformationsformeln  der  158.  Nummer,  bei  einer 
Verschiebung  des  Coordiuaten-Systems  ungeändert,  sobald,  wie  in  dem  beson- 
deren Falle,  den  wir  betrachten,  die  Constanten  E,  F,  K,  L,  M  verschwinden. 
Es  sind  also  die  Aequatorialflächen  des  Complexes,  deren  Breiten-Ebenen  der 
Axe  OX  parallel  sind,  in  der  Ai-t  particidarisirt,  dass  ihre  Breiten-Curven, 
welche  Parabeln  sind,  dieselbe  Durchmesser-Richtung  besitzen.  Die  gemein- 
same Richtung  der  Durchmesser  aller  Parabeln  wird  durch  die  (ileichung 
(116)  gegeben. 


In  ilr'in  Fallt'  (Ut  t'lli|itisciii>ii  iiml  liyjH>rlM)lis(li('ii  ('(iiu|)li'X<>  ^al»  es  eine 
Afi|uat«inalHil<lif,  wi-lilic  in  ult'ii'biT  Weise  partiiiilarisirt  war:  iliejeiiijfe. 
«leren  Hreiten- Ebenen  iler  Klu-nf  <Iit  ihanuteiistiselien  Curve  parallel  waren. 
I)ie  allen  IJreiten-C'nnen  dieser  paralnjüsehen  Ae«|nat<)rialMAohe  gemeinsame 
Axen-Hiclitun^'  bezeiehnete  ilen  in  iler  nnenrllicli  weit  eiitlcrnten  Kbene  lief^en- 
ilen  Mitteipinat  des  (Virnplexes.  Dein  entsprechend  erhalten  wir  tHr  die 
Coniplexe  besonderer  Art,  die  wir  betraehten,  unendlich  viele  Hichtinip-n. 
nach  denen  der  Mittelpunet  des  Complexes  unendlich  weit  f,'erflokt  ist,  und 
diese  unendlich  vielen  liichtiuigen  werden  durch  die  (ileichun}:;  ( 1  Hi)  bezeichnet. 

In  den  Complexen  besonderer  Art,  die  wir  betrachten,  ist 
der  Mittelpunct  unbestimmt  trewordeii.  Der  ^'ecimet  rische  Ort 
für  denselben  ist  eine  in  der  uueniUich  weit  entlernten  Ktiene 
liegende  Curve  der  zweiten  Ordnung. 

■_'!•().  Die  Complex-Curven  in  allen  mit  0.\  parailrlin  llhenen  sind  in 
dem  Fiillc.  den  wir  betrachten,  Parabeln.  In  Uebereinstimniung  hiermit  sind 
nach  den  (ileichuugen  (llö)  alle  Complex-Cylinder  parabolische  Cylinder,  deren 
T)iametral-Eb('nen  die  Axe  f>  V  parallel  ist.  Alle  Linien,  welche  in  der  un- 
endlich entfernten  P^bene  liegen  und  die  Axe  OA  schneiden,  gehören  dem 
Complexe  an.  AVir  kcjunen  sagen,  dass  sich  die  Curve,  welche  in  der  unend- 
lich weit  gerückten  Ebene  von  Linien  des  Complexes  umhüUt  wird,  in  ein 
System  zweier  Piincte  aufgelöst  hat,  die  auf  der  Axe  O.V  in  un- 
endlicher Entfernung  zusammenfallen.  Wir  wollen  einen  derartigen 
Complex,  der  früheren  Bezeichnung  entsprechend,  einen  parabolischen 
Complex  nennen. 

Derjenige  Cylinder,  dessen  Seiten  der  allen  Durchmessern  des  Complexes 
gemeinsamen  Richtung  parallel  ist,  löst  sich  in  ein  System  von  zwei  Ebenen 
auf,  von  denen  eine  unendlich  weitnlekt.  Und  wie  in  dem  Falle  der  h3'per- 
l)olischen  und  elliptischen  Complexe  derjenige  Cylinder,  dessen  Seiten  die 
Richtung  bezeichneten,  nach  welcher  der  Mittelpunct  des  Complexes  unendlich 
weit  gerückt  w^ar,  in  das  System  zweier,  zu  der  Ebene  der  characteristischen 
Cm-ve  paralleler  Ebenen  zei-fiel,  so  wird  sich  in  paraljolischen  (Jomplexen  ein 
jeder  Cylinder,  dessen  Seiten  eine  beliebige  derjenigen  Richtungen  besitzen, 
nach  welchen  der  Mittelpunct  des  Comjjlexes  unendlich  weit  gerückt  ist,  in 
ein  System  zweier  zu  OA'  paralleler  Ebenen  auflösen.  Die  analj-tische  Be- 
stätigung dieser  Behaujjtung  finden  wir  aus  der  Gleichung  {'21)  der  1.S2.  Num- 
mer, welche  diejenigen  Cylinder,  deren  Seiten  der  Ebene  J'Z  imrallel  sind,  — 

36* 
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einer  beliebig  angenommeneu  Ebene,  die  in  keinerlei  ausgezeichneter  Be- 
ziehung zu  dem  Komplexe  steht  — ,  durch  ihren  Durchschnitt  mit  .\  Z 
bestimmt.     Diese  Grleichung  ist  die  folgende: 

/>y'ä.;2_2(/?y'2_öy'-'  —  Uz'^)z-\-  {By'-^  +  2Gy'z'  +  Cz'^)  =  0. 
Der  Annahme  entsprechend,  dass 

By'-  —  ^>y':'  —  Uz'^  =  0, 
das  heisst,  dass  die  Seiten  des  Complex  -  Cylinders  die  Richtung  einer  der- 
jenigen beiden  geraden  Linien  haben,  nach  welchen  die  Kegelfläche  (116) 
von  der  Ebene  YZ  geschnitten  wird,  zerfällt  dieselbe  in  zwei  lineare  Factoren, 
in  welchen  .r  nicht  mehr  vorkommt,  und  stellt  also  zwei  zu  OX  parallele 
Ebenen  dar. 

291.  Wenn  wir  in  der  Complex-Gleichung  (113)  gegen  zweite  Potenzen 
von  Q,  o",  ri  erste  Potenzen  dieser  Veränderlichen,  so  wie  r,  s  und  Constante 
vernachlässigen,  so  finden  wir,  um  die  unendlich  weit  liegenden  Ijinien  des 
Complexes  darzustellen: 

/>(>-•  =  0.  (117) 

Alle  Linien,  welche  die  Coordinaten-Axe  OA'" schneiden,  gehören  dem  vor- 
stehenden Complexe  an.  Die  beiden  Asymptoten  der  characteristischen  Cm-ve 
bei  hyperbolischen  und  elliptischen  Complexen  fallen  also  bei  parabolischen 
Complexen  in  eine  gerade  Linie  zusammen. 

Mit  gi-össerer  Annäherung  aber,  als  dies  durch  die  vorstehende  Gleichmig 
möglich  ist,  können  wir  die  unendlich  weit  liegenden  Linien  des  Comjjlexes 
darstellen,  wenn  wir  neben  der  zweiten  Potenz  von  G  die  ersten  Potenzen 
von  Q  und  7]  beibehalten.     Die  resultirende  Gleichung: 

Dg-  —  2Nrj  +  2(0  —  Ä')so  +  2(/>r  +  1)q  +  2(C>r  +  fis)y  =  0  (118) 
stellt  einen  neuen  Complex  dar,  welchen  wir  den  Asymptoten -Complex 
des  gegebenen  nennen  wollen.  Wie  wir  auch  den  gegebenen  Complex  und 
seinen  Asymptoten-Comi)lex  gegen  einander  verschieben  mögen,  ihre  gegen- 
seitige Beziehung  zu  einander  bleibt  dieselbe.  Denn  die  Coefficien- 
ten  D,  N,  0,  P,  Q,  R,  U  behalten  bei  einer  Verschielnmg  des  Coordinaten- 
Systems  parallel  mit  sich  selbst  nach  den  Regeln  der  1")7.  Nummer  in  dem 
Falle,  den  wir  betrachten,  dieselben  Werthe. 

Der  Asymptoten -Complex,  der  durch  die  Gleichung  (118)  dargestellt 
wird,  umfasst  alle  geraden  Linien,  welche  durch  den  Coordinaten-Anfangs- 
punct  hindurch  gehen.  Für  die  Gleichung  derjenigen  Aequatorialfläche  des- 
selben, deren  Breiten-Ebenen  der  Coordinaten-Ebene  FZ  parallel  sind,  erhalten 
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wir  aus  der  l(j">.  Xiimnur,  iiulem  wir  die  (.'onstanf«n   />'.  (  .  I'..  /'.  /..  /i.  /.. 
'/.    s    T  vci-scljwindfn  lassen,  iia<  li  AldtVun^  tl«'.s  Faetoi-s  x.  die  folj,'ende: 

■1  hliij  ■      J  inhjz  +  1  n i:'  +  o^x  -   I  /.'  /,-(».  (II :i) 

Diese  (lieieliiiii;;  ist  vom  zweiten  Grade  und  stellt  ein  l'aralxiloid  <lar,  wel- 
iIh's  in  dem  l'oordinaten-Aiifan^punite  die  Kltene  }'/  ln-nlin-t,  uml  dessen 
I)nrrlimes,ser  mit  O .\  pai-ailel  sind.  Die  IJediution  der  (ileichunj.'  4.  Grades 
der  allgemeinen  Ait|uat<irialtl!l(lie  auf  den  2.  Grad  konunt  hier,  in  Uelier- 
einstimmung  mit  den  Entwicklungen  der  2öS,  Nummer,  dadinch  zu  Stande, 
dass  sieh  von  der  Aef[uatoriaUli1rhe  zwei  Elienen  alisrmdeni.  in  di-ui'n  von 
den  Linien  des  Complexes  zwei  Puncte  umhilllt  werden,  die  in  einen  zusam- 
mentallen.  Es  sind  dies  in  dem  vorlii-gemli'U  Valle  die  CoordinatiMi-Eht-ne 
rZ  und  die  unendlich  weit  liegenile   Klieue. 

Wir     erhalten    filr    die    Meridiantli'uhe,     welche    O .\     /.nv    ]>o|)]»elIinie 
hat,  au.s  der  160.  Nummer  die  folgende  Gleichung  in  gemiscJiten  Coordinaten: 
(/Uang-7  —  Otang«;^  —  i)/w  —  (Otang^  —  P)vw  =  0.  (r_'(i) 

Es  löst  sich  also  die  Curve  in  einer  beliebigen  Meridian-Eb(Mie  in  das  System 
zweier  Puncte  auf.  von  denen  der  eine  init  dem  Goordinaten-Anfangspimete 
zusammenfrdlt  und  der  andei-e  in  der  dm-ch  die  CHeichung: 

{/i  tang-  (f  —  (f  tang  (f  —  i)t  —(0  taug  (j  —  P)v  =  <)  ( IJ 1 ) 

bezeichneten  Richtmig  unendlich  weit  genickt  ist.  Deijenige  Cjdinder  des 
gegebenen  Complexes,  dessen  Seiten  diese  Kichtung  besitzen,  löst  sich  in 
das  S3^stem  zweier  zu  der  durch  den  Werth  von  tang  (p  bestimmten  Ebene 
parallelen  Ebenen  auf. 

2!)2.  Wir  erhalten  eine  letzte  Particularisation  des  Complexes,  wemi 
die  sechs  Constanten  der  Giiippe 

n,  E,  F.  A.  L.    U 
zugleich  vei-schwinden.     Dann   enthält  die   allgemeine  Gleichung  des  Com- 
plexes nur  noch  dreizehn  von  einander  unabhängige  Constanten. 

Um  diejenigen  Linien  darzastellen,  welche  in  dem  so  particularisirten 
Complexe  der  (absolut)  unendlich  weit  entfernten  Ebene  angehören,  erhalten 
wir  die  Identität: 

0  =  0. 
In  den  Complexeu  besonderer  Art,  die  wir-  betrachten,   gehört  jede  in  der 
unendlich  weit  entfernten  Ebene  liegende  gerade  Linie  dem  Com- 
plexe   an.      Die    Complex-Cm-ve    in    einer    beliebigen    Ebene    ist    eine    Pa- 
rabel.   Sämmtliche  Complex-Cylinder  zerfallen   in  Systeme  von  zwei  Ebenen, 
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lind  reducireu  sich,  indem  die  eine  derselben  unendlich  weit  rückt,  auf  den 
ersten  Grad.  Von  Centralparallelepipeden  des  Complexes  kann  keine  Rede 
mehr  sein.     Der  Complex  hat  seinen  Mittelpunct  verloren. 

Als  Asymptoten-Complex  des  gegebenen  bezeichnen  wir  denjenigen, 
dessen  Gleichung  sich  aus  der  des  gegebenen  Complexes  ableitet,  indem  wii* 
die  Veränderlichen  r,  s  und  Constante  gegen  die  ersten  Potenzen  von  p,  0,  t] 
vernaclilässigen.     Wir  erhalten  so: 

—  INvG  -j-  2  0sQ 
+  2PrQ  +  2Qrr]  +  2Rsi]  —  2Ssa  —  276  +  2  Tp  =  0.         (122) 

Die  Beziehung  des  Asymptoten-Complexes  zu  dem  gegebenen  ändert  sich, 
zu  Folge  der  Form  dieser  Gleichung,  nicht,  wenn  wir  densellieu  parallel  mit 
sich  selbst  um  ein  endliches  Stück  verschieben. 

Wir  mögen  zunächst  bemerken,  dass  der  Asymptoten-Complex,  in  dessen 
Gleichung  sowohl  die  Constanten: 

./,  B,  a  f..  IL  I 

als  die  Constanten: 

/>,  E.  F,  K.  L,  M 

fehlen,  in  analoger  Weise  in  Bezug  auf  den  Anfangspunct  particularisirt  ist 
als  in  Bezug  auf  die  unendlich  weit  entfernte  Ebene.  Alle  Linien,  welche 
unendlich  weit  liegen,  sowie  alle  Linien,  welche  durch  den  Coordinaten- 
Anfangspunct  hindurch  gehen,  gehören  dem  Asymptoten-Complexe  an. 

Wie  in  dem  Falle  des  gegebenen  Complexes  arten  alle  von  Linien  des 
Asymptoten-Complexes  gebildete  Cylinderflächen  in  das  System  zweier  Ebenen 
aus,  von  denen  eine  unendlich  weit  gerückt  ist.  Aber  hier  tritt  die  neue 
Particularisation  hinzu,  dass  jedesmal  die  andere  Ebene  durch  den  Coordi- 
naten  -  Anfangspunct  hindurchgeht.  Während  in  einer  beliebigen  Ebene  des 
Eaumes  eine  Parabel  von  Linien  des  Complexes  umhüUt  wird,  zerfällt  die 
Complex-Curve  in  jeder  Ebene,  welche  durch  den  Coordinaten- Anfangspunct 
hindurchgeht,  in  das  System  zweier  Puncte,  von  denen  der  eine  mit  dem 
Coordinaten  -  Anfangspuncte  zusammenfällt,  wähx*end  der  andere  unendlich 
weit  gerückt  ist.  Eine  jede  Aequatorialfläche  des  Complexes  artet  in  Folge 
dessen  in  einen  Kegel  der  zweiten  Ordmmg  aus,  dessen  Mittelpunct  in  den 
Coordinaten- Anfangspunct  fällt  und  der  von  den  zugehörigen  Breiten-Ebenen 
in  Parabeln  geschnitten  wird.  Lisbesondere  berührt  diejenige  Breiten-Ebene, 
welche  durch  den  Coordinaten-Anfangspunct  geht,  die  Kegelfläche  nach  einer 
Seite,   welche  diejenige    Richtung    bezeichnet,   in  der   einer  der   Puncte,   in 


wt'Klii-  suh  lue  l'diiipk'X-riirvf  in  «It-r  fVa;,'li<lifii  Klifin-  iuifjit'löst   hat,  uiu'iid- 
lith  Wfit  genickt  ist. 

293.  Wir  halieii  in  dein  Vitrstehenden  die  Lage  der  iinendlirli  weit 
entfeiTiten  geraden  Linien  und  die  entsprechen<len  Dunhniesser-Verliilltni.sKe 
Itei  Complexen  des  zweiten  (iiiides  discntirt  und  in.sltesondere  dnnli  ein- 
fiuhere  t'oniplexe  des  zweiten  (riiides,"  welche  wir  als  die  y\syini>t<jten- 
( 'omplexe  der  gegebenen  bezeielnieU-n,  veranschauliclit.  Wir  sind  dahr-i.  wenn 
wir  zusaniinentassen,  zu  eim-r  sfchsf'iiclien  T'iifiT<ihfidiiiiL'  di-r  ('iini|ilf\c 
zweiten  Grades  gehingt. 

In  hyperboloidisehen  Complexen  unihillleM  dir  miendliih  wiit  liegen- 
den Linien  des  Complexes  eine  reelle,  in  ellipsoidisehen  ('onii)lexen  eine 
imaginilre  CuiTe  der  zweiten  Cla-sse.  Diese  Ciu-ve  löst  sich  in  dem  Falle 
«ler  hyperbolischen  Complexe  in  ein  System  von  zwei  reellen,  in  dem 
Falle  der  elliptischen  Complexe  in  ein  Systeöi  von  zwei  imaginären 
Puncten  auf.  Fallen  diese  beiden  Puncte  zusammen,  so  ist  der  Complex  ein 
parabolischer.  Endlich  kann  der  Fall  eintreten,  dass  alle  der  unendlich 
weit  liegenden  Ebene  angehörigen  geraden  Linien  Linien  des  Complexes  sind. 

Tangential-  und  Polar -Complexe  des  ersten  Grades. 

294.  Die  im  Vorstehenden  gewonnenen  Resultate  lassen  sich  olme 
Weiteres  verallgemeineni,  indem  wir  alle  Betrachtungen,  die  wir  vorhin  für 
die  unendlich  weit  liegende  Ebene  angestellt  haben,  auf  eine  beliebige 
Ebene  imd,  nach  den  Regeln  des  Princips  der  ßeciprocität,  auf  einen  be- 
liebigen Punct  übertragen.  Wir  lassen  indess  vorab  eine  Reihe  anderer 
Ueberlegnngen  folgen,  die  bestimmt  sind,  die  Sätze  der  vorhergehenden  Para- 
graphen zu  erweitern  und  imter  einen  allgemeinen  Gesichtspimct  zu  bringen. 

Es  sei  iin  eine  homogene  Function  des  n.  Grades  von  beliel)ig  vielen 
Vai-iabeln  /k  q.  r.  ■  ■  ■  ■  .  In  Gemilssheit  des  bekannten  Theorems  über  homo- 
gene Functionen  erhalten  wir  alsdann: 


c 


Wir  können  hiernach  die  Gleichimg: 

ß,.  =  0  (124) 

auch  in  folgender  Weise  sdu-eiben: 
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öil„  dSl„  dP^„ 

-jjr-P  +  -^-  ■9  +  -87--'  + =^-  (1-^5) 

Wenn    also   //',   ^',    r',  .  .  .    gegebene    Werthe    sind,    welche    die    Gleichung 

(124)  befriedigen,  so  befriedigen  dieselben  Werthe  die  Gleichung  (125).  Die 
partiellen  Differentialquotienten,  die  in  dieser  Gleichung  vorkommen  und  im 
Allgemeinen  homogene  Functionen  (n  —  1) .  Grades  der  Veränderlichen  sind, 
erhalten  dann  constante  Werthe,  die  wir,  zur  Unterscheidung,  in  dem  Nach- 
stehenden einldammern  wollen.  Wenn  wir  von  den  gegebenen  Werthen 
/.  r/,  r\  ...  zu  iDenachbarten  übergehen,  so  finden  wir  aus  (124): 

(^)  "/'  +  (^)  '"/  +  (*l^)  "'■  + =0.  ,126, 

Die  folgende  Gleichung: 

,e)/'  +  (-ft)'/  +  C^)'-  + -"  =  "•        02') 

in  welcher  die  eingeklammerten  Differentialquotienten  die  eben  angegebene 
Bedeutimg  haben,  ist  eine  Gleichung  des  ersten  Grades  zwischen  den  Ver- 
änderlichen j),  q,  r, Die  gegebenen  Werthe  //,  q',  r', befrie- 
digen die  vorstehende  Gleichmig,  wie  sie  die  Gleichung  des  n.  Grades  (124) 
befriedigen.     Denn   wenn  wir  die   letztgenannte   Gleichung   unter  der  Form 

(125)  schreiben,  erhalten  wh*  aus  beiden  Gleichungen  übereinstimmend: 

(t-)/+(^)'/  +  (^^)'-  +  --=o-  ■ 

Aber  auch,  wenn  wir  von  den  gegebenen  Wertheu  //',  q,  r ,  ....  zu  benach- 
barten Werthen  übergehen,  gibt  uns  die  Gleichung  (127)  dieselbe  Gleichung 
(12G),  die  uns  oben  die  Gleichung  des  «.  Grades  (124)  gegeben  hat.  Dem 
entsprechend  wollen  wir  Yl  eine  lineare  Tangential-Function 
der  gegebenen  homogenen  Function  des  n.  Grades  ^ß,,    nennen. 

Wenn  wir,  statt  vorauszusetzen,  dass  die  coustanten  Werthe  //,  q ,  r , .... 
die  gegebene  Function  i2„  befriedigen,  diese  Werthe  ganz  behebig  annehmen, 
so  wird  dadm-ch  die  Form  der  Function  II  in  keiner  Weise  geändert.  Wir 
wollen  in  diesem  allgemeinen  Falle  JT  eine  lineare  Polar-Function  der 
gegebenen  Function  ß„  nennen.  Durch  die  obige  Voraussetzung  geht 
eine  Polarfunction  in  eine  Tangentialfunction  über. 

Wenn  insbesondere  «  =  2,  so  smd  die  Differential -Quotienten  von  il^ 
Functionen  des  ersten  Grades  der  Veränderlichen.  Wir  köimen  dann  in  der 
Polarfunction  J7  der  veränderlichen  Grössen  p,  q,  r,  .  .  •  .  mit  ihren  constan- 
ten  Werthen  //,  q' ,  r\  ....  gegenseitig  mit  einander  vertauschen,  ohne  dass 
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die  Fiuution  irfieml  wie  sieli  ftndiTt.  DeiujiL'iiulss  köniu'n  wir  die  Uleichung 
(127)  in  der  folgenden  doppelten  Weise  sclireiljfii : 

/■•V;-  +  '-,f' +  --«'  + -o.         „.., 

l>a-  Voi*stehende  üherti-ügt  siili  unmittelbar  iuit'  ileii  Fall  allj^i-mt-incr, 
nicht  homogener  Functionen.  Wir  können  zu  dickem  Ende  'lun  li  Kinfahrung 
einer  neuen  Venlnderlichen  die  nicht  homogene  Function  homogen  iiiaciien, 
für  die  homogen  gemachte  Function  die  Pohir- Function  ableiten,  und  in 
dieser,  die  eine  homogene  Function  des  ersten  (irades  ist,  die  eingcfilhrte  Ver- 
iluderliche  und  ihren  constanten  Werth  der  Einheit  wieder  gleich  setzen. 

Wenn  die  gegebenen  Variabein  //.  y,  /•,  ....  nicht  von  einander  iiiial>- 
hilngig  sind,  sondern  l)eliel)ig  viele  (m)  Bedingungs-Gleichungen: 

c/i  =  0,  '/»'  =  0, (130) 

zu  befriedigen  haben,  deren  Grad  wir,  der  Einfachheit  wegen,  gleich  dem 
von  Si„  nehmen  wollen,  so  modificiren  sich  die  voi'st eilenden  Betrachtungen. 
Dieselben  Werthe  der  Venlnderlichen  />.  q,  i\ ,  welche  «Ifv  'il.iclning: 

il„   =  0 
Genüge  leisten,  befrietligeu  eine  jede  der  Gleichungen  von  der  folgenden  Ge- 
stalt: -<2„  +  A'/'  +  A'  0'  -f =  0,  (131) 

wo  A,  A',  .  .  .  .  unbestimmte  Constanten  bezeichnen.  Einem  gegebenen  Systeme 
von  Werthen  der  Variabein  entsprechend  erhalten  wir  in  Bezug  auf  eine 
jede  derartige  Gleichung  eine  lineare  Polarfunction. 

Diese  Polarfunctionen  stellen,  gleich  Null  gesetzt,  lineare  Gleichungen 
dar.  Dieselben  wei'den  gemeinsam  von  denjenigen  Werthen  der  Verilnder- 
liehen  p,  q,  i\  ....  l)efnedigt,  welche  den  folgenden  {m  -f  1)  Gleichungen 
Genüge  leisten: 

Q "  +  O "  +  C)  '■  +  ■■■■=  0, 


(132) 


Es  bilden  also  die   unendlich    vielen  (^o  "■)  linearen  Polarfunctionen,   welche 

Plücker,  Geonietrie.  .37 
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einem  gegebenen  Systeme  von  Werthen  der  Variabein  />,  q,  r,  ....  eut- 
spreelien,  eine  (»<  +  1)  glieclrige  Gruppe.*) 

Aus  der  m  fach  imendlichen  Anzahl  linearer  Porlarfunctionen  können 
wir,  einer  willkürlichen  Annahme  von  A,  1' ,  ....  entsprechend,  eine  beliebig 
auswählen.  Ist  dann  insbesondere  n  ^  '1 ,  so  lassen  sich  in  derselben,  wie 
in  dem  Falle  unabhängiger  Veränderlicher,  die  Veränderlichen  mit  den  ent- 
sprechenden partiellen  Differentialquotienten  vertauschen,  ohne  die  Form  der 
Polarfunetion  zu  ändern.  Aber  während  in  dem  Falle  unabhängiger  Varia- 
bein die  eine  lineare  Polarfimction,  welche  es  gab,  in  einer  ausschliesslichen 
Beziehung  zu  dem  Systeme  der  gegebenen  Werthe  der  Veränderlichen  und 
zu  der  gegebenen  Gleichung  stand,  ist  jetzt  jede  beliebig  angenommene  lineare 
Polarfunetion  mit  jeder  anderen  gleichberechtigt.  Wir  können  sagen,  dass 
den  gegebenen  constanten  Werthen  //,  q' ,  >■',  ....  nicht  sowohl  jede  einzelne 
Polarfunetion  als  die  m  fach  unendliche  Schaar  aller  Polarfunctionen  zuge- 
ordnet sei. 

295.    Beschi-änken  wir  uns  auf  drei  Veränderliche,  so  ist: 

und  wir  erhalten: 

"  =  (t)"  +  ftt)''  +  (^)'-- 

Wenn  wir  den  Veränderlichen  die  Bedeutung  von  Punct-Coordinaten  in  der 
Ebene  geben,  so  bestimmen  p,  q',  r  einen  Pimct,  imd  die  homogene  Gleichung : 

■    i2„   =  0  (124) 

stellt  eine  Curve  der  n.  Ordnimg  dar,  während: 

die  Gleichung  der  Polaren  des  gegebenen  Punctes  in  Beziehung  auf  die 
Curve  darstellt,  insbesondere,  wenn  der  Pimct  auf  der  Curve  liegt,  die  Glei- 
chung der  Tangente  der  Cm've  in  diesem  Puncte. 

Das  Princip  der  Keciprocität  in  Betracht  der  Curven  zweiter  Ordnung 
beriüit  auf  der  zweifachen  Form,  welche  in  dem  Falle  «  =  2  die  letzte 
Gleichung  annimmt. 

Wenn  wir  den  drei  Veränderlichen  die  Bedeutung  von  Linien-Coordmaten 
in   der  Ebene   geben,   so  wird  durch  die  drei   constanten  Werthe   derselben 


*)  Wir  sehen  dabei  von  dem  Falle  ab,  dass  sich  unter  den  Bedhiguugs-Gleichungeii  <P  lineare 
befinden.  Unter  dieser  Annahme  werden  die  entsprechenden  unter  den  Gleichungen  (132),  als  von 
den  Bedingungs-Gleichungen  selbst  nicht  verschieden,  ohnehin  befriedigt. 


JIM 

eine  gerade  Linie  bestininit,  und  die  (Jleithung  (121)  stellt  eine  Ciin'e  der 
«.  Classe  dar,  wAlirend  tlie  Uleicluing  (l.'».'5)  den  Pol  dieser  geraden  Linie  in 
Beziehung  auf  diese  Cune  darstellt,  insbesondere,  wenn  die  gemde  Linie 
eine  Tangente  der  Cnrve  ist,  den  Uerührnngspunct  iiuf  diMsellien. 

Fi\r  Cnrven  zweiter  ( 'lasse  gilt  in  Üeziehuiig  auf  l(e(i|irtMitiT  'li"  in  l'.i-- 
ziehung  auf  CuiTen  zweiter  Ordnung  geniailite  Bemerkung. 

2iM).    In  ileni  Falle  von  vier  Venlnderliihen  sei: 

•ß-  =  /  •/'•  '/•  '•  •"') 
xuid : 

Geben  wir  den  vier  Verilnderlichen  die  Bedeutung  V(ju  Punct-Coordiuaten  im 
Kaimie,  so  stellt  die  Gleichung: 

ii„  =  0  (121) 

eine  Flache  der  «.  Ordnung  dar.  und: 

//  =  n  (134) 

ist  die  Gleirliung  der  IVtliir-Kbene  des  Punctcs  (//,  ^'.  r',  s'}  in  Beziehung 
auf  diese  Fläche,  insliesondere ,  wenn  der  Pnnct  auf  der  Fli'iche  liegt,  der 
Taugential-Ebeue  der  Fläche  in  diesem  Puncto. 

Wenn  />,  ^/.  /•,  .v  Plan-Coordinaten  bedeuten,  so  stellt  die  Gleichung  (124) 
eine  Fläche  der  /i.  Classe  dar  und  (//.  y',  /•',  s")  bezeichnet  eine  gegebene 
Ebene.  Dann  ist  (134)  die  Gleichung  des  Pols  dieser  Ebene  in  Beziehung 
auf  die  Fläche,  insbesondei'e,  wenn  die  Ebene  die  Fläche  benlhrt,.  die  Glei- 
chung des  Berührungspuuctes. 

Die  doppelte  Foi-m  der  Gleichung  (134)  in  dem  Falle,  dass  «  =  2, 
schliesst  das  Princip  der  Reciprocität  für  Flächen  der  zweiten  Ordnung  und 
Flächen  der  zweiten  Classe  ein,  Avie  es  für  C'uneu  und  Flächen  der  zw^eiten 
Ordnung  in  eleganter  Weise  zuerst  von  Gergonne  entwickelt  worden  ist. 

Wir  können  die  \aer  Veränderlichen  auch  als  Punct-  oder  Linien-Coordi- 
naten  in  der  Eigene  betrachten,  müssen  in  diesem  Falle  al)er  zwischen  ihnen 
und  also  auch  ihren  constanten  Werthen  eine  lineare  Bedingungs-Gleichung 
statuireu.  Dann  stellt  die  Gleichung  (124)  wiederum  eine  Cm-ve  der  «.  Ordnung 
oder  der  «.  Classe  dar,  und  die  Gleichung  (134)  bezüglich  die  Polare  des 
Pimctes  (//.  //',  r\  s')  oder  den  Pol  der  geraden  Linie  (//,  r/',  r',  s')  in  Be- 
ziehung auf  die  CuiTe.  Polare  und  Pol  gehen  in  Tangente  und  Berührimgs- 
pimct  über,    wenn  bezüglich   der  gegebene  Punct   auf  der  CuiTe  liegt  oder 
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die  gegebene  gerade  Linie  die  Ciu've  berührt.  Wir  können  zn  der  gegebenen 
Gleichung  des  n.  Grades  die  lineare  Bedingungs-Gleiehung,  welcher  die  Ver- 
änderlichen p,  q,  r,  s  zu  genügen  haljen,  mit  einer  l^elieliigen  (homogenen) 
Function  des  («  —  1).  Grades  multiplicirt,  hinzufügen.  Aber  dadurch  wird 
die  Gleichung  (134)  der  Polaren,  bezüglich  des  Pols,  nicht  geändert,  insofern 
sowohl  die  Veränderlichen  />,  q,  r,  s  als  ihre  festen  Werthe  />',  q',  r' ,  s'  die 
betreffende  lineare  Bedingungs-Gleichung  befriedigen. 

297.  Wenn  endlich: 

i^n  =    /■(/'.     -?,     ^->    S,    /,    U), 

so  erhalten  wir: 

" = m "  +  m " + m '  +  m ' + m  < + ^  - 

Den  Veränderlichen  wollen  wir  die  Bedeutung  von  Linien-Coordinaten  geben, 
und  zwar  einmal  für  dieselben  die  Stralilen-Coordinaten : 

(.r  -  .r').  {y-y'),  {z  -  z'),  {yz'  -y'z),  {.v' z  -  xz'),  (.ry'  -  .i'y), 
das  andere  Mal  die  Axen-Coordinaten : 

{uv'  —  ii' V),  {f'v  —  Iv'),  {lu   —  t'ti),  (/  —  /'),  {u  —  u'),  {v  —  v') 
nehmen.     Dann  stellt  in  beiden  Annahmen  die  homogene  Gleichung: 

P^n   =    0  ^  (124) 

denselben  Complex  des  n.  Grades  dar,  und  die  Gleichung: 

11  =  0,  (135) 

wenn  wir  die  constanten  Werthe  />',  q',  r',  s' ,  t' ,  u,  welche  die  partiellen 
Differentialquotienten  einschliessen ,  auf  eine  gerade  Linie,  auf  einen  Strahl 
oder  eine  Axe  beziehen,  einen  linearen  Complex,  welchen  wir  den  Polar- 
Complex  der  gegebenen  geraden  Linie  (/>',  q' ,  r' ,  s',  f ,  u')  in  Beziehung 
auf  den  gegebenen  Complex  des  n.  Grades  nennen  wollen.  Wenn  insbeson- 
dere die  gegebene  gerade  Linie  dem  Complexe  selbst  angehört,  so  geht  der 
Polar-Complex  in  einen  Tangential-Comi^lex  über,  das  heisst,  in  einen 
Complex  ersten  Grades,  der  die  gegebene  gerade  Linie  und  alle  diejenigen 
Linien  des  gegebenen  Comi^lexes  enthält,  welche  der  gegebenen  unendlich 
nahe  liegen. 

298.  Die  sechs  Coordinaten  der  geraden  Linie  sind  nicht  von  einander 
luialthängig,  sondern  befriedigen  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades,  welche 
in  der  Identität: 

{x  -  x')  iyz'  -  y'z)  +  (y  -  y')  {x' z  -  xz')  +  {z  -  z')  [xy'  -  x' y)  ^  0 
ihren  Ausdruck  findet.    Dem  entsprechend  erhalten  wir  nach  den  Erörterungen 


der  294.  Niuninor  tiiu-  zwei^'liedrige  liiuitpi.'  liiuariT  Pi»lar-C<»in- 
plexe,  welche  zu  iler  ^'ef,'ebeneii  genulen  Linie  iiml  dem  ^i^'ela'nen  Coiuplexo 
siTinintlich  in  dei-sellK'n  Hezieluinn  stellen.  Die  zweigliedrig'  (iriip|N>  linearer 
l'tjliir-(.'unii)lexe,  die  einer  geji;ebenen  geraden  Linie  zugehön'ii,  liestiinnit  eine 
lineare  Congruenz,  vun  der  wir  insbesondere  sagen  können,  da.s.s  sie  der 
gegebenen  geraden  Linie  in  Uezng  auf  den  Omiplex  w.  iJrailes  zugt^-ordnet  sei. 
V\"iv  wollen  in  dem  Folgenden  wiwleruni,  wie  früher,  die  sechs  Linien- 
Coordinaten  in  der  voi-stehenden  iteihenfolge  mit 

/•,   .V,   //,  —   Ö,    Q,   1j 

bezeichnen.  Dann  selnvil>t  sieh  die  Bedingungs-dleiehung,  welche  die  Tiinien- 
Coordinaten  befriedigen  müssen,  unter  der  folgen<len  Fonu: 

—  ra  +  so  +  ht)  =  0.  (l.'JC) 

Der  gegebeneu  geraden  Linie  eiiheilen  wir  die  Coordinaten  /',  .v',  //', —  <;'.  </,  »/. 
Ohne  deu  gegebenen  Complex  n.  Grades: 

zu  ;lndeni,  können  wir  seiner  Gleichung  die  Gleichung  (1.">G)  mit  einer  Vu>- 
liebigen  homogenen  Function  des  (n  —  2).  Grades  multiplicirt,  hiuzuaddireu. 
So  durften  wir  der  allgemeinen  Gleichung  (I)  der  Complexe  des  zweiten 
Grades  nach  Belieben  ein  Glied  2  l'r,  hinzufügen.  L'nbeschadet  der  Allge- 
meinheit wollen  wh'  die  beliebige  Function  des  («  —  2).  Grades  mit ).  bezeichnen 
und  bei  der  Bildung  der  Polarfunction  als  constant  betrachten.  Denn  die- 
jenigen Glieder  der  Polarfunction,  welche  ^vil•  dadurch  vernaclililssigen,  erschei- 
nen mit  dem  Factor  ( —  /•'(>'  +  .v'o'  +  h' i]')  multiplicirt,  und  dieser  Factor 
ist  gleich  Null,  weil  die  Coordinaten  der  angenommenen  geraden  Linie, 
/•',  s',  h',  —  o-',  o',  )/',  die  Gleichung  (136)  befriedigen  müssen. 

\\"\v  können  sonach  für  die  Gleichung  des  gegebenen  Complexes  die  fol- 
gende nehmen: 

/>„  +  )A—ro  +  SQ  +  /n/)  ==  0.  (l.">7) 

Dann  wird  die  Gleichung  des  Polar-Complexes : 

U  +  X  (—  ra'  +  sq'  -\-  /nj'  —  r'o  +  s' q  +  /«'»?)  =  ",  (13^) 

wo  11  die  Function  bezeichnet: 

. "  =  (^; ) '  +  m  '■  +  (*^:-) "  -  (-  'f: ) "  +  it )  ■■'  +  ^  "■ 

Einem  jeden  Werthe  von  A  entsprechend  erhalten  wir  einen  anderen  Polar- 
Complex. 

299.    Von  deu  beiden  Directricen  der   dm-ch   die  zweigliedrige  Gnippe 
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'der  Polar -Complexe  bestimmten  Congruenz  fällt  eine  mit  der  gegebenen 
geraden  Linie  zusammen.  Denn  indem  wir  ;.  unendlich  gross  nehmen,  wii-d 
die  Gleichung  (138): 

—  ro'  +  sq'  +  /nj'  —  r'6  +  s' q  +  h' ij  =  0,  (139) 

und  diese  Gleichung  stellt  nach  den  Erörterungen  der  45.  Nummer  einen 
linearen  Complex  dar,  der  alle  diejenigen  Linien  umfasst,  welche  die  gege- 
bene gerade  Linie  schneiden.  Wir  können  diesen  Satz,  im  Auschluss  au 
die  Betrachtxiugen  der  71.  Nummer,  folgendermasseu  aussprechen: 

Einer  gegebeneu  geraden  Linie  entspricht  in  Bezug  auf  die 
zweigliedrige  Gruppe  der  ihr  zugeordneten  linearen  Polar-Com- 
plexe  dieselbe  gerade  Linie  als  conjugirte  Polare. 

Diese  letztere  gerade  Linie  ist  die  zweite  Directrix  der  durch  die  Polar- 
Complexe  bestimmten  Congruenz.  Wir  sagen,  dass  diese  gerade  Linie  der 
gegebenen  in  Bezug  auf  den  Complex  «.  Grades  zugeordnet  sei,  und 
nennen  sie  die  Polare  der  gegebenen  geraden  Linie  mit  Bezug  auf 
den.  Complex  «.  Grades.*) 

Wir  können  in  der  Gleichung  (138)  die  unbestimmte  Constante  X  so 
wählen,  dass  die  Gleichixng  einen  Complex  ersten  Grades  der  besonderen  Art 
darstellt,  dessen  sämmtliche  Linien  eine  feste  gerade  Linie  schneiden.  Wir 
wollen  zu  diesem  Zwecke  die  Gleichung  (138)  in  der  folgenden  Weise  schreiben: 


im  -  ^ 

[(-  ^) + >■ 


(^)  +  v]'  +  [(*^r)  +  V 


ff  + 


('|r)+'--]'  +  [(':Jr)  +  "-]"  =  o-(i«) 


Dann  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  X,  nach  der  45.  Nummer: 


2„\ 


Xö' 


+ 


+  ;.// 


0. 


(141) 


Zufolge  der   Gleichung  (136)   wird   eine  Wurzel   der  vorstehenden  Gleichung 
unendlich   gross,   dem  entsprechend,   dass  die   eine  Directrix  der  durch  die 


*)  Wii-  mögen  gleich  hier  bcmerkeu,  dass  eine  gerade  Linie  und  ihre  Polare  nicht  gegenseitig 
zu  einander  in  derselben  Beziehung  stehn.  Der  Polare  der  gegebenen  geraden  Linie  entspricht  eine 
neue  gerade  Linie  als  die  ihr  zugeordnete  Polare  u.  s.  f.  Es  gibt  nur  eine  endliehe  Anzahl  solcher 
gerader  Linien,  die  selljst  die  Polaren  ihrer  Polaren  sind. 


•»!i; 


■/\v('i','liedri<4e  (iniiipc  (l.lN)  ln-stiminton  l'oii;j:i'iit.'n/,  mit  lU-r  ^'i'p'hnn'n  pTiulcn 
Liiiii'  ziisainmenl'flllt.  Rs  RHlmirt  sich  daluT  «lii-  (ili-iclnuig  (111)  auf  di'U 
ei-sten  (Jrad  luul  gibt,  ziu-  Hostiinniiiiig  «k-r  zweiten  Hirectrix,  welch«'  wir 
als   die   Polare  der  gegel)encn    genideii    Linie   bezeichnet    haben,    indem    wil- 


der Kürze  wegen 


setzen. 


dl 

dSl.     ,    dSl, 
da    ■*"     ds 

dH.     ,    d.O., 
dg'  "^     d/i 

X  =  - 

■'.m. 

^''-  =  ,1. 

dr, 


(1-12) 

WO  in  '/»  uml  .Q,  die  Wei-the  der  Co<jrdinaten  der  gegebenen  geraden  Linie 
einzusetzen  sind  und  wir  desshalb  die  Klammern  zugefügt  halien. 

300.  Wenn  die  gegebene  gerade  Linie  insbesondere  dem  gegebenen 
Complexe  ii„  angehört,  so  erhalten  wir  statt  der  zweigliedrigen  (iruppe  der 
Polar-Complexe  eine  zweigliedrige  Gnippe  von  Tangential-Complexen. 

Die  beiden  Directricen  der  durch  dieselben  bestimmten  Congi-uenz  lallen 
in  die  gegebene  gerade  Linie  zusammen.  Denn  indem  Sl„  für  die  Coordinaten 
der  gegebenen  geraden  Lmie  vei-sch windet,  wird  der  Werth  von  >.,  wie  wir 
ihn  dm-ch  die  Gleichung  (142)  bestimmt  haben,  unendlich  gi-oss.  Die  Con- 
gi-uenz  hat  sich  in  der  Art  pai-ticularisirt ,  dass  sie  alle  diejenigen  Linien 
eines  linearen  Complexes  umfasst,  die  eine  feste  gerade  Linie  schneiden, 
welche  dem  Complex  selbst  angehöi-t  (vergl.  n.  08.).  Diese  feste  gerade  Linie 
ist  die  gegebene  (/•',  .v',  //',  —  <>',  q',  >;')• 

Nur  in  dem  liesonderen  Falle,  dass  die  gegebene  gerade  Linie  ausser 
dem  gegebenen  Complexe  ii,  zugleich  dem  folgenden  Complexe  angehört: 

^^  =  -  ^dT  ■  -d^  +  'ds-  ■  ^di   +  -öT  ■    dV  =  *^'  (143) 

wii-d  der  durch  (142)  gegebene  Werth  von  /.  unbestimmt.  Lidern  sowohl  ii 
und  '/'  verschvrindet,  erscheint  A  imter  der  Form  ^  .  Bei  beliebiger  An- 
nahme von  ;.  erhalten  wnr  jedesmal  einen  Tangential-Complex,  dessen  silmmt- 
liche  Linien  eine  feste  gerade  Gerade  schneiden.  Wenn  wir  ;.  unendlich  gi-oss 
wählen,  fällt  diese  gerade  Lmie  mit  der  gegebenen  zusammen.  Die  gege- 
bene gerade  Linie  bleibt,  nach  wie  vor,  eine  der  Directricen  der  durcli  die 
zweigliedi-ige  Grappe  der  Tangential -Ebene  bestimmten  Congi-uenz.  Es  hat 
sich  diese  Congi-uenz  nach  den  Erörtenmgen  der  68.  Nummer,  in  der  Weise 
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particiüarisirt ,  dass  sie  uneudlich  viele  Directriceu  besitzt,  welche  in  einer 
Ebene  liegen  und  innerhalb  derselben  durch  einen  Punct  gehen.  Alle  Linien, 
welche  in  der  durch  die  Directriceu  bestimmten  Ebene  liegen,  oder  durch 
ihren  Schnittpunct  hindurch  gehen,  gehören  der  Congruenz  an. 

Wh'  wollen  diejenigen  geraden  Linien,  welche  sowohl  dem  gegebenen 
Complex  n.  Grades: 

Sl„  =  0 

als  dem  aus  demselben  abgeleiteten  Complexe  2(«  —  1).  Grrades: 

^  =  ~  TT  ■  Tö^  +  "dr  •  TT  +  TF  •  ^^  =  0  (143) 

angehören,  als  die  singulären  Linien  des  gegebenen  Complexes 
bezeichnen. 

Die  singulären  Linien  eines  ComiDlexes  des  «.  Cxrades  bilden  eine  Con- 
giTienz  von  der  Ordnung  imd  Classe  2«.  (n  —  1). 

Einer  jeden  singulären  Linie  entspricht,  nach  den  vorstehenden  Erörterun- 
gen, eme  Ebene  und  ein  Punct  in  ausgezeichneter  Weise.  Wir  wollen  jeire 
eine  singulare  Ebene,  diesen  einen  singulären  Punct  des  Complexes 
nennen  und  dieselben  als  der  angenommenen  singulären  Linie  zugehörig  oder 
entsprechend  bezeichnen. 

Noch  ein  letzter  Fall  l^leibt  zu  berücksichtigen.     Wenn: 

r  :  s  \  It   :  —  g  :  q   :  7j 

~  \      Tg)  '  \dj)  ■  KÖT]  )  '  \  dr  )  '  \Js~)  ■  KdTj  ' 

so  stellt  der  Polar -Comijl ex  der  gegebenen  geraden  Linie,  unaljhängig  von 
dem  besonderen  Werthe,  den  wir  X  ertheilen  mögen,  die  üesammtheit  aller 
derjenigen  geraden  Linien  dar,  welche  die  gegebene  schneiden.  Die  Polar- 
Complexe  sind  unter  sich  identisch  geworden  imd  bestimmen  nicht  mehr 
eine  lineare  Congruenz.  Als  Polare  der  gegebenen  geraden  Linie  kann  jede 
beliebige  gerade  Linie  angesehen  werden.    . 

Wir  wollen  die  gegebene  gerade  Linie  eine  Doppellinie  des  Complexes 
neimen. 

Während  zwei  Bedingungen  zu  erfüllen  sind,  damit  eine  gegebene  gerade 
Linie  eine  singulare  Linie  des  Complexes  sei,  und  es  also  in  einem  gege- 
benen Complexe  eine  Congruenz  singidärer  Linien  gibt,  sind  fünf  Bedin- 
gungen zu  befriedigen,   damit   eine   gegebene  gerade  Linie   eine  Doppellinie 


des  Complexes  sei,  Wt>il  inue  gerade  Linie  von  vier  l'unstanti-n  aliliAnf,'!, 
enthalt  also  ein  pegelx>ner  Coraplex  im  Ailgenu'ini'n  keine  Dcii»i>ellinien.  Es 
ist  dazu  eine  Particularisation  dessollxni  erfonUTlirii. 

301.  Wir  l)esthrilnken  uns  in  dein  Folgenden  auf  Komplexe  des  zwei- 
ten fSrades. 

Die  allgemeine  GleiLhung  des  Complexes  in  Stralili'U-L'<A)r(linaten  sei: 
.1/»  +  Bs*  -l  C  -\-  Da-  +  /:'(?-  +  /'»/- 
+  -ir.sh  -f  lllih  +  Urs  +  2Ä>»/  —  2/-0-V  —  DI nn 
—  2 Ar a  -f  _' o .> o  -f-  i'  f 7/ ,^ 
+  2PrQ  +  2 (>/•»;  +  2/isij  —  2Ssa  —  1  The,  -J-  •_>  ///„  =.  o.  (V) 

Wir  erhalten  dann  für  die  Gleiclumg  des  Polar-Complexes  einer  gegebenen 

geraden  Linie  (/•',  .v',  //'.  —  o',  fj' ,  >/)  in  Stralden-Coordinaten  die  Gleiclumg: 

(Ar'  +  II h'  -y  Is'  —  Na'  ■\-  Pq'  +  ihj' )  r 

+  ißs'  +  ah'  +  Ir'  +  Op'  +  Ry'  —  .So-')  s 

•+  {Ch'  +  tis'  +  ///•'  +  Vif  —  Tr,'  +  r<>')  // 

—  (—  De'  +  Lif  +  J/g'  +  Tr'  +  .V.v'  +  77/')  o- 
+  (Eq'  -\-  A'ij'  —  Mg'  +  Os'  +  /V  +  r//' )  y 

+  (F»/  +  hn'  —  Lr>'  +  Vh'  +  Or'  +  /^v')  )/  =  '••  (Ml) 

Wir  können  in  der  voi-stehenden  Gleichung  h  und  //  willkürlich  der  Einheit 
gleich  setzen. 

Wenn  wir  von  der  Gleichung  des  Complexes  in  Axeu-Coordinaten  (111  j 
ausgehen,  xmd  die  gegebene  gerade  Linie  durch  ihre  Axen - Coordinaten 
(/'',  q',  l',  —  z'.  -t'.  fj')  bestimmen,  so  erhalten  wir  für  die  Gleichung  des- 
.selbeu  Complexes: 

(Dp'  +  LI'  +  Mf/'  —  yy.'  +  Sn'  +  7V,/)  p 

+  {Eq'  +  Kl'  +  Mp'  +  On'  —  Pk'  +  Im')  q 

+  {Fl'  +  Kq'  +  Lp'  +  Vo)'  —  Qk'  +  /?.t')  / 

—  (—  Ay.'  +  Hm'  4-  /.t'  +  -V//  +  Pq'  +  O/')  z 

+  {Bn  -\-  f^M'  —  I"'  +  ^^q'  +  ^^/'  +  '*»>')  --^ 
+  (r«'  +  G:t'  —  H/  +  VI'  +  7>'  +  Ty')  w  =  0.  (145) 

Dabei  ist: 

r' :  s' :  h' :  —  c ' :  o ' :  »; ' 
=  —  z ':  .T ':  r,)  ':/>':  y ':  /'. 

302.  Wemi  wii-  insbesondere  in  der  allgemeinen  Tileichung  der  Pular- 
Complexe  (144)  bezüglich 


riücker,  Geomelrie. 
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s',    ll,    q',    o',    1]', 

r',  h' ,  q',  ö',  tj', 

?•',     s',     q',     g',    1]' 

gleich  Null  setzen,  so  stellen  die  di-ei  resnltirenden  Gleichungen: 
Ar  +  Hh  +  Is  —  Na  -{-  Pq-\-  Qri  =  0, 
Bs  +  Gh  +  /;•  +  Oq  +  Rr]  —  So  =  0, 
Ch  +  Gs  -\-  II r  +  r^;  —  Tö  +  lo  =  0 

die  Polar -Complexe    der    drei  Coordinaten-Axen   OX,   0  F,  OZ  dar. 

Gleichungen  können  wir  unter  der  folgenden  Form  schreiben: 


d.Q, 


^  =  0, 


8Sl, 


0, 


d£l. 


0, 


(146) 


Diese 


(146) & 


dr  "'  ds  "'  dh 

was  sich  unmittelbar  ergibt,  wenn  wir  zu  der  Gleichung  (144)  zurückgehen. 

Wenn  wir  eine  derjenigen  drei  geraden  Linien,  welche  in  den  Ebenen  FZ, 

A'Z,  AF  unendlich  weit  liegen,  für  die  gegebene  nehmen,  verschwinden  bezüglich : 

r  ,  s  ,  /i  ,  Q  ,  ij  , 

>•',  s',  h',  ö',  rj', 

?'',  s',  h' ,  ()\  q'. 

Für  die  Polar-Complexe  dieser  drei  geraden  Linien  erhalten  wir  somit: 

—  Dß  -\-  Ltj-\-  Mq  +  Nr  +  Ss  +  T/i  =  0, 

Eq  +  /o;  —  Jf6  +  Os  +  Pr  +  Uh  =  0,    \  (147) 

Fij  +  A'q  —  Lo  +  17,  +  Or  +  Rs  =  0, 
oder,  unter  anderer  Form  geschi"iebeu : 


d£l. 


=  0, 


dSl 


'-  =  0, 


d£l 


?  =  0. 


(148) 


da         ^'  dp  ^'  dfj 

303.    Setzen   wir  in  der  allgemeinen  Gleichung  des  Complexes  zweiten 
Grades  (V),  die  wir  auf  folgende  Weise  schreiben  wollen: 

Si,  =  0, 
r,  Q  und  folglich  auch  r/  gleich  Null,   so    finden  wir    zur  Bestimmung  der 
Complex-Cm've  in  i^^: 

Bs^  +  CA-  +  />ö-'  +  2Gs/i  —  2Ssa  —  2T/,g  =  ß^«  =  0.        (149) 
Für  die  Gleichung  des  Pols    dieser  Complex-Curve  in  Beziehung  auf  OZ  fin- 


den wir,  in  bekannter  Weise: 

2     dh 


=  Ch  +  Gs  —  Tg  =  0. 


(150) 


Andererseits  ist  die  Gleichung  des  Polar-Complexes  der  Axe  OZ: 
d£l. 


i 


dh 


=  Ch  +  Gs  -\-  Ilr  —  TG  +  Uq  +  l'rj  =  0. 


Für  alle  Linien  cli«si's  l'.»lar-('<>nii)li'xes,  wi'lcln-  in   VZ  lif^'cn,  wt   wicNh-nini 
/■,  o  iiml  1]  glficli  Null,  \v«»na(h  die  lol)jen<le  Oleiihunj:: 

r/t  -f  6'.v        /'.;  ==  (»  (i:,0) 

ilenjfiii;,'eii   ruucl  ilai-stellt,   in   weldieni  diese  Linien  sich  selnieidt-n. 

Der  Pol  der  Axe  (tZ,  \\\  Ueziehung  auf  die  ("oniplex-Cnrve  in.  V Z.  lAllt 
also  mit  denjjenijiieii  Piuu.te  zusammen,  in  weleheni  alle  Linien  de>  l'nlar- 
Complexes,  welche  in  V Z  liefen,  sich  schneiden.  Dieser  Dunlischnittspunct 
be.schreibt  eine  «gerade  Linie,  wenn  die  EIm^ik-  VZ  um  <tZ  -\\\\  dreht.  Diese 
Linie  Lst  also  zugleich  der  geometrische  Ort  der  Tnl.'  \nii  oZ  in  Heziehimg 
auf  diejenigen  Comple-x-Curven,  deren  Ebenen  durch  (>Z  gehen.  Wii-  erhal- 
ten so  den  folgern len  Satz: 

Einer  belielngen  geraden  Linie  entspricht  im  Coniplex  eine 
Meridianflilche.  Die  Polare  dieser  Meridianflache  fallt  mit  der- 
jenigen geraden  Linie  zusammen,  welclir  wir  als  die  Polare  der 
gegebenen  geraden  Linie  in  Pczug  auf  den  Complex  bezeichnet 
haben.  *) 

Lisbesondere  also  ist  ein  Din-diinesser  des  Complexes  die  Polare  der 
in  den  ihm  zugeordneten  jiarallelen  Ebenen  unendlich  weit  liegenden  ge- 
raden Linie. 

Wenn  wir  den  Beweis  des  vorstehenden  Satzes  anf  seinen  einfachsten 
Ausdruck  zurückführen,  so  beruht  er  darauf,  dass  es  einerlei  ist,  ob  wir  in 
der  Function  iö^  zuerst  /•,  o  und  ?/  gleich  Null  setzen  und  dann  in  Beziehung 
auf  h  differentiiren,  oder  ob  wir  zuerst  in  Beziehung  auf  //  differentiiren  imd 
nach  der  Differentiation  /•,  o  und  t]  gleich  Null  setzen.  Das  aber  ist  selbst- 
verständlich. 

304.  Das  Vorstehende  gibt  eine  geometrische  Definition  für  die  Cou- 
gruenz  der  einer  gegebenen  geraden  Linie  zugeordneten  Polai-f'omplexe. 

Li  einer  beliebigen  durch  die  gegebene  gerade  Linie  gelegten  Ebene 
liegt  eine  Complex- Curve  zweiter  Classe.  Dieselbe  wird,  im  Allgemeinen, 
von  der  gegebenen  geraden  Linie  in  zwei  Puncten  geschnitten.  Die  Tan- 
genten der  Complex -Cune  in  diesen  Puncten  gehören  der  fraglichen  Con- 
giiieuz  an. 

Ein  beliebiger  Punct  der  gegebenen  geraden  Linie  ist  der  Mittelpunct 
eines  Complex- Kegels  zweiter  Ordnung.     Au  denselben  lassen  sich  durch  die 


*)  Dieser  Satz  überträgt  sich  luimittelbar  von  Complexen  des  zweiten  Grades   auf  Com2)lexe 
eines  beliebigen  Grades. 
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gegebene  gerade  Linie,  im  Allgemeinen,  zwei  Tangential-Ebenen  legen.  Die 
beiden  Seiten,  nach  welchen  derselbe  von  diesen  beiden  Ebenen  berührt 
-wird,  sind  ebenfalls  Linien  der  Congruenz. 

Der  durch  die  Polar-Complexe  einer  gegebenen  geraden 
Linie  bestimmten  Congruenz  gehören  unter  den  Linien  des  ge- 
gebenen Complexes  zweiten  Grades  diejenigen  an,  welche  eine 
nächste  Linie  desselben  Complexes,  die  mit  ihnen  bezüglich  in 
derselben,  durch  die  gegebene  gerade  Linie  gelegten  Ebene  liegt, 
in  einem  Puncte  der  gegebenen  geraden  Linie  schneiden. 

Wenn  die  gegebene  gerade  Linie  selbst  eine  Linie  des  Complexes  ist, 
wird  sie  von  allen  Complex-Curven  berührt,  die  in  den  durch  sie  hindurch- 
gelegten Ebenen  liegen,  und  ist  eine  gemeinschaftliche  Seite  aller  Conaj^lex- 
kegel,  deren  Mittelpuncte  auf  ihr  angenommen  sind.  Dann  fällt  die  Polare 
mit  der  gegebenen  geraden  Linie  zusammen.  Alle  Linien,  welche  in  einer 
durch  die  gegebene  gerade  Linie  gelegten  Ebene  liegen  und  durch  den  Be- 
rührungspunct  der  bezüglichen  Comjjlex-Curve  mit  der  gegebenen  geraden 
Linie  gehen,  oder,  was  dasselbe  ist,  alle  Linien,  welche  durch  einen  Punct 
der  gegebenen  geraden  Linie  gehen  und  in  derjenigen  Ebene  enthalten  sind, 
von  welcher  der  bezügliche  Gomplex-Kegel  nach  der  gegebenen  geraden  Linie 
berührt  wird,  gehören  der  durch  die  Tangential-Complexe  der  ge- 
gebenen geraden  Linie  bestimmten  Congruenz  an. 

Die  fragliche  Congiaienz  hat  mit  dem  gegebenen  Complexe  zweiten  Gra- 
des alle  diejenigen  geraden  Linien  gemein,  welche  in  diesem  nächste 
Linien  der  gegebenen  sind  und  dieselbe  schneiden. 

305.  Wenn  die  gegebene  gerade  Linie  eine  singulare  Linie  des 
Complexes  ist,  so  umfasst  die  durch  die  Tangential-Complexe  bestimmte 
Congi'uenz  alle  solche  Linien,  welche  in  einer  bestimmten,  durch  die  gegebene 
gerade  Linie  gelegten  Ebene  liegen,  sowie  alle  solche  Linien,  welche  durch 
einen  bestimmten  Punct  derselben  gehen.  Wir  haben  die  Ebene  und  den 
Punct  bezüglich  die  zugeordnete  singulare  Ebene  und  den  zugeordneten 
singulären  Pimct  genannt. 

Eine  singulare  Linie  des  Complexes  wird  sonach  von  allen  Complex- 
Curven,  die  in  den  durch  sie  hindm-chgelegten  Ebenen  liegen,  in  einem  festen 
Puncte  berührt;  und  alle  Complex-Kegel ,  deren  Mittelpuncte  auf  einer  sin- 
giüären  Linie  des  Complexes  angenommen  werden,  berühren  eine  durch  die- 
selbe hindurchgehende  feste  Ebene. 


3<n 

Dieses  Resultat  tiiulen  wir  iiimlyti.sch  ItestAtij^.  Wenn  wir  verhingeii, 
class  die  Coorclinaten-Axe  0.\'  eiue  singiUilre  Linie  tles  gegebenen  CViniplexes 
sein  soll,  so  erhalten  wir,  indem  wir  in  den  beiden  Gleichungen: 

.'2,  =  0,  '/»  =  (» 

<lie  Venlnderlicheii: 

.V,     /l,     (i.     If,     >/ 

gleich  Null  setzen,  die  folgenden  beiden  Relationen  zwischen  den  Constanten 
der  gegebenen  L'omplex-Gleichung: 

./ =  0,  P/+//0  =  iK  (151) 

Wir  haben,  luiter  der  Voraussetzung,  dass  (hV  eine  Linie  des  gegebenen 
Coniplexes  sei,  dass  also  die  Constante  ./  den  Wei-th  Null  iiabe,  den  IJe- 
nlhruniT^punct  deiselben  mit  der  Comi»lex-CuiTe  in  einer  beliebigen  dnrcli 
sie  hindurchgelegten  Ebene,  durch  die  folgende  Gleichung  bestimmt  (n.   1!)1): 

_  ytanggj  +  // 

Es  bezeichnet  f/  den  Winkel  zwischen  der  beliebig  angenommenen  Ebene 
und  der  Coordinaten-El)ene  .\  Z,  .)„  den  Abstand  des  Berühnmgspunctes  von 
dem  Anfangspuncte  der  C'oordinaten.  Dieser  Abstand  wird  constant,  sobald 
die  zweite  der  Bediugimgs-Gleichungen  (löl)  erfüllt  ist. 

Wii-  haben  femev,  unter  derselben  Voraussetzung,  in  der  V.)'2.  Nummer 
zm'  Bestimmimg  der  durch  OA'  gelegten  Tangential-Ebene  eines  beliebigen 
Complex-Kegels,  der  seinen  Mittelpunct  auf  der  Axe  o .\   hat,  gefunden: 

.  Px  +  H  ,..., 

tangyr,  =  ^-^^^  ,  (lo;j) 

und  auch  dieser  Ausdruck  erhillt  einen  constanten  Wcrth,  wenn  die  zwt'ite 
der  Gleichungen  (151)  erfüllt  ist. 

306.  Die  Gleichung  (64)  der  19L  Nimimer,  durch  welche  wir  diejenigen 
unter  den  dm-ch  OX  gelegten  Ebenen  bestimmt  haben,  für  welche  sich  die 
Complex-Ciu-ve  in  das  System  zweier  Pimcte  auflöst,  besitzt,  wenn  die  zweite 
der  Gleichimgen  (löl): 

PI  +  HO  =  0 

erfüllt  ist,  die  doppelte  W^u-zel: 

tang  9,  =  —  ^   =  -^^  .  (1.54) 

Diesem  Werthe  von  tang  9?  entsprechend  löst  sich  die  Complex-Curve 
in  ein  System  von  zw'ei  Pimcten  auf,  welche  beide  auf  der  Axe  OX  liegen. 
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Denn  der  Werth  von  .ro  (152),  welcher  deu  Berühiaiugspunct  der  Complex- 
Cui've  mit  0.\'  bestimmt,   erscheint  für  den  Werth  (154)   von  tang  (p  unter 

der  Form  ^  • 

Ebenso  hat,  unter  derselben  Voraussetzung,  die  Gleichung  (67)  der 
192.  Nummer,  durch  die  wir  diejenigen  Puncte  der  Axe  OA'  bestimmt  haben, 
für  welche  sich  der  Complex-Kegel  in  das  System  zweier  Ebenen  auflöst,  die 
doppelte  Wurzel: 

•^-  =  -  1^  =  1  •  (155) 

Diesem  Werthe  von  .r  entsprechend  löst  sich  der  Complex-Kegel  in  das 
System  zweier  Ebenen  auf,  die  sich  nach  OA'  schneiden.  Denn  der  zuge- 
hörige Werth  von  tang  (po  (153)  erscheint  imter  der  Form  —  . 

Dies  gibt  die  folgende  geometrische  Definition  der  sing-ulären  Linien, 
Puncte  und  El:)enen  eines  Complexes  des  zweiten  Grades. 

Die  Verbindungslinie  solcher  zwei  Puncte,  m  welche  sich  eine  Com- 
plex-CuiTe  für  besondere  Lagen  ihrer  Ebenen  auflöst,  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  die  Durchschnittslinien  solcher  zwei  Ebenen,  in  welche 
ein  Complex-Kegel  bei  einer  liesonderen  Annahme  seines  Mittelpuncts  zerfällt, 
ist  eine  singulare  Linie  des  Complexes.  Diejenigen  Ebenen  und  Puncte, 
für  welche  sich  die  Complex-Curve,  bezüglich  der  Complex-Kegel,  in  der  frag- 
lichen Weise  particularisirt ,  sind  singulare  Ebenen  und  singulare 
Puncte  des  Complexes. 

Insbesondere  also  sind  die  acht  Linien  einer  Complexfläche,  welche  wir 
bezüglich  als  singulare  Strahlen  und  als  singulare  Axen  derselben  bezeichnet 
haben  (n.  187,  189),  und  die  vier  singulären  Ebenen  und  vier  singulären 
Puncte  einer  Complexfläche  (n.  215)  singulare  Linien,  Ebenen,  Puncte  des 
Complexes. 

Wu-  haben  in  dem  vorigen  Paragraphen  (n.  275  —  n.  283)  die  unend- 
lich weit  liegende  Ebene  für  eine  singulare  Ebene  des  Complexes  genommen 
und  die  ilu-  entsprechende  singulare  Linie  zu  FZ  parallel  gewählt.  In  Ueber- 
einstimmung  mit  dem  Vorstehenden  fanden  wh-,  dass  die  Complex-Curven  in 
allen  zu  FZ  parallelen  Ebenen  Parabeln  sind,  deren  Durchmesser -Eichtung 
dieselbe  ist  (n.   281).     Die  gemeinsame  Richtung  der  Diarchmesser  aller  Pa- 
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i'iilx'ln  bezeichnet  den  der  in  l  Z  iiii<inlli(  li  ucif  liii.'»-niltii  -iiii»iililren  Miii«- 
zugehörigen  singulilien  I'iinct. 

307.  Weini  gleichzeitig 

/.  //.   /,   /'.  <J 
vei-schwinden,    so    piirticnlarisirt    sicli    die   Beziehung    der    singidilreii    Linie, 
welche  mit  ''.V  znsunnnentilllt,  zu  dem  Coniplexe.    Die  Wert iie  von  x..  (l'iL') 
imd  tiing  7^ ,j  (1  "),■!)  ei-scheinen  dann,  nnalilulngig  von   der  Annaiiiue  der  Ver- 

ilnderlichen  lang  rj   und  x,  unter  der  Form    ^^  .    r>em  ents|in'tlifiid  lr»st  sich 

die  Complex-Curve  in  einer  heliebigen  din-ch  ''.l  gelegten  Ebene  in  das 
System  zweier  l'uncte  auf,  welche  auf  <>.\  liegen,  und  der  Complex- Kegel, 
dessen  Mittelpunct  ein  beliebiger  Punct  von  0\  ist,  zerfilllt  in  da.s  System 
zweier  Ebenen,  die  sich  nach  (>\  sdmeiden. 

Für  die  Gleichung  des  Polar-C'omplexes  der  Axe  o  \'  «rhalten  wir  unter 
dieser  Constanten-Bestimnuuig  die  folgende: 

r,  =  (), 
welche  alle  Linien  darstellt,  die  die  Axe  <>X  schneiden.  Die  Axr  <>.\  ist 
eine  Doppellinie  des  gegebenen  Complexes  geworden  (vergl.  u.  iJod).  Line 
Doppellinie  ist  sonach  eine  singulilre  Linie,  deren  Beziehung  zu  dem  Coraplexe 
sieh  in  der  Weise  paiiicularisirt  hat,  da.S9  ein  jeder  auf  iiir  angenommener 
Pimct  ein  singulärer  Punct  imd  jede  durch  sie  hindurchgelegte  Ebene  eine 
singulilre  Ebene  des  Complexes  ist. 

In  der  284.  —  280.  Nummer  haben  wir  die  in  /'^unendlich  weit  liegende 
gerade  Linie  zu  einer  Doppellinie  des  Complexes  gewilhlt,  und,  dem  ent- 
sprechend, gefunden,  dass  alle  Complex-Cylindei-,  deren  Seiten  der  Ebene  VX 
parallel  sind,  in  Systeme  von  zwei  zu  FZ  parallelen  Ebenen  zerfallen. 

Im  Allgemeinen  enthält  ein  gegebener  Complex  des  zweiten  Grades  keine 
Doppellinie.     Es  verlangt  das  eine  einfache  Particularisation  desselben. 

308.  Wir  wollen  die  Gleichung  des  gegebenen  Complexes  des  zweiten 
Grades  wiederum  unter  der  folgenden  Foito  schreiben: 

i2  =  0.  (15G) 

Ohne  den  Complex  selbst  zu  ändern,  können  wir  zu  dieser  (Jleichung  die 
Identität 

—  ra  +  so  +  hii  =  0,  (157) 

mit  einem  beliebigen  Factor  multiplicirt,  hinzuaddiren.     Dann  erhalten  wir: 

a  +  ;.  (—  rr,  +  SQ  +  hrt)  =  0.  (I.")«) 
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Dem  entsprechend  wird  die  Grleichung  des  Polar- Comp! exes,   der  einer  gege- 
benen geraden  Linie  (r',  s',  h' ,  —  a' ,  q',  tj')  zugeordnet  ist,  die  folgende: 


[(f)-^'-]'-+[(f)+v].-+[a?)+v 


A— 


da 


+  Xr 


(159) 


die  sich  auch  unter  der  anderen  Form  schreiben  lässt: 

-(-|f  +  ^O^>-'  +  (ff+^0^'  +  (lf  +  ^O^/  =  0.     (160) 

Wenn  wir  dann  l  einen  festen  Werth  ertheilen,  knüpft  sich  an  diese  dop- 
pelte Form  derselben  Gleichung  in  dem  nämlichen  Sinne  eine  Theorie 
der  Reciprocität,  wie  sie  Ger  gönne  zuerst  bei  ebenen  Curven  und 
Flächen  der  zweiten  Ordnung  entwickelt  hat.'*')  Wir  können  dieselbe  in  den 
folgenden  Worten  zusammenfassen: 

Einer  jeden  geraden  Linie,  welche  dem  Polar-Complexe 
einer  gegebenen  geraden  Linie  angehört,  entspricht  ein  Polar- 
Complex,  welchem,  umgekehrt,  die  gegebene  gerade  Linie 
angehört.  ' 

Die  Gesammtheit  aller  geraden  Linien  des  Raumes  mit  ihren  Polar- 
Complexen  bilden  ein  Polarsystem.  Für  die  Gleichung  desselben  können 
wir  die  vorstehenden  l^eiden  (159)  und  (160),  die  unter  sich  identisch  sind, 
ansehen,  indem  wir  neben  r,  .9,  //,  —  ß,  q,  rj  auch  /•',  s',  //',  —  g',  q'.  rj', 
aber  unabhängig  davon,  als  veränderlich  betrachten.  Einer  anderen  Annahme 
der  unbestimmten  Constante  X  entsprechend  erhalten  wir  aus  dem  gegebenen 
Complexe  des  zweiten  Grades  ein  anderes  Polarsystem,  welches  zu  dem  Com- 
plexe  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  das  ursprünglich  ausgewälüte. 
Während  ein  Complex  des  zweiten  Grades  von  neunzehn  Constanteu  ab- 
hängt, ist  ein  jedes  der  Polar-Systeme ,  welche  demselben  zugehören,  durch 
zwanzig  Constante  bestimmt. 

309.  Um  auszudrücken,  dass  die  gegebene  gerade  Linie  seilest  dem  ilir 
zugeordneten  Polar-Complexe  angehöre,  erhalten  vnr,  unabhängig  von  dem 
besonderen  Werthe,  den  wir  der  Constante  2  lieüegen  wollen,  unter  Berück- 
sichtigimg der  Gleichimg  (157),  die  folgende  Bedingimg: 


*)  Geometi-ie  des  Raumes,    u.  258. 


;j<  1.") 


m'-  +  ['ä?]-- 


i.'Ji  —  U.  (ICD 


Diejenigen  Linien,  welclie  ilen  ilineu  zugeordneten  l'ular- 
Coniplexeu  selljst  angehören,  sind  in  allen  I'ular-Systeiuen  die- 
selben und  lallen  mit  den  l.iniin  dr-  «.'i"-'«'!'"-!).!!  ('mii  |il.\  ••-  .!••< 
zweiten  Grades  zusammen. 

Wenn  in  einem  Polai-systeme,  als  dessen  Gleichung  wir  die  Gleichung 
(159)  betrachten  wolk-ii.  der  Polar- L'omplex  eim-r  gegel>enen  geraden  Luiie 
ein  Complex  von  der  besonderen  iVi't  sein  soll,  dessen  Linien  sanuntlich  eine 
feste  gerade  Linie  schneiden,  so  erlialten  wir,  nach  den  Erörterungen  ilt-r 
4").  Xununer,  indem  wir,  wie  in  der  21jy.  Nummer, 

setzen,  nnter  Berikksichtigmig  der  Gleiehimg  (lö7),  die  folgende: 

Cl»)  +  >.  iSi)  =  0.  (1G2) 

Diese  Gleichung  wird  imabhilngig  von  dem  besonderen  Werthe,  den  wir  /. 
gegeben  haben,  erfüllt,  sobald  die  beiden  Gleichiuigen: 

(0)  =  0,  (ii)  =  0 

befriedigt  werden.  Es  sind  dies  dieselben  Gleichungen,  (huvh  welche  wir. 
in  der  30<>.  Xuinmer,  die  singiüilreu  Linien  des  gegebenen  Complexes  be- 
stimmt haben,  ^^'ir  erhalten  also,  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Fnlhereu, 
den  Satz,  dass  die  Polar-Complexe  der  singiüareu  Linien  des  gegebenen  Com- 
plexes in  allen  zugehörigen  Polar -Systemen  Complexe  von  der  beson- 
deren Art  sind,  deren  silmmtliehe  Linien  eine  feste  gerade  Linie 
schneiden. 

310.  Wir  wollen  /.  in  dem  Folgenden,  unbeschadet  der  Allgemeinlieit, 
gleich  Nnll  setzen  und  das  durch  diesen  Werth  von  P.  bestimmte  Polarsystem 
einer  näheren  Betrachtung  unterwerfen.  Es  schreibt  sich  dann  die  Gleichung 
des  Polarsystems  imter  der  doppelten  Form: 

(^1)  '■  +  (V?) '  ^  (I;?) "  -  i- 1?)  °  +  O ' + m "  - «.  <^«ä) 

luid : 

Tr''  +  öS'-'  +  dh  ■''  +  öo-^  +Ö,  •?  +  ön'"'^'--     (l*^^) 

Sei  eine  gerade  Linie  gegeben.  Derselben  entspricht  in  dem  Polar-System 

ein  Polar-Complex.    Jeder  Linie  des  lezteren  gehört  ein  Polar-Complex  an,  der 


L-  ker.  (ie-jinolfM 
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die  gegebene  gerade  Linie  enthält.  Aber  im  Allgemeinen  haben  die  Polar- 
Complexe,  welche  den  Linien  eines  beliebig  angenommenen  linearen  Com- 
plexes  entsprechen,  keine  gerade  Linie  mit  einander  gemein.  Dazu  bedarf  es 
einer  besonderen  Lage  desselben  gegen  das  gegebene  Polar-System. 

Die  Polar -Complexe,  welche  zwei  gegebenen  geraden  Linien  entspre- 
chen, bestimmen  eine  lineare  Congruenz.  Die  gegebenen  beiden  geraden 
Linien  gehören  einem  jeden  derjenigen  Polar -Complexe  an,  die  den  Linien 
der  Congruenz  entsprechen.  Und  umgekehrt  haben  auch  die  Polar-Complexe 
aller  Linien  einer  beliebig  angenommenen  linearen  Congruenz  zwei  feste  ge- 
rade Linien  gemein.  Denn  vier  Linien  der  Congruenz  bestimmen  durch 
ihre  Polar-Complexe  zwei  gerade  Linien.  Die  Polar-Complexe  dieser  zwei 
geraden  Linien  haben  vier  Linien  der  gegebenen  Congi-uenz  und  somit  alle 
derselben  gemein. 

Wenn  drei  gerade  Linien  gegeben  sind,  so  bestimmen  die  Polar-Com- 
plexe ein  Hyperboloid  durch  die  Linien  einer  Erzeugung  desselben.  Eine 
beliebige  der  Linien  derselben  Erzeugung,  die  wü.'  als  die  erste  bezeichnen 
woUen,  besitzt  einen  Polar-Complex,  dem  die  gegebenen  drei  geraden  Linien 
angehören.  Die  gegebenen  drei  geraden  Linien  bestimmen,  als  Linien  erster 
Erzeugung,  ein  zweites  Hjq^erboloid.  Die  beiden  Hyperboloide  entsprechen 
sich  gegenseitig.  Die  Linien  der  ersten  Erzeugung  des  zweiten  Hyperboloids 
gehöreii  den  Polar-Complexen  der  Linien  erster  Erzeugung  des  ersten  Hyper- 
boloids an,  und  ebenso  die  Linien  erster  Erzeugimg  des  ersten  Hyperboloids 
den  Polar-Complexen  der  Linien  erster  Erzeugung  des  zweiten  Hyperboloids. 
Die  zweite  Erzeugung  jedes  der  beiden  Hyperboloide  kommt  dabei  nicht 
weiter  in  Betracht.  Jeder  Erzeugung  entsprechend  ist  einem  gegebenen 
Hyi^erboloide  ein  zweites  zugeordnet. 

Indem  wir  die  drei  gegebenen  geraden  Linien  insbesondere  so  annehmen, 
dass  sie  sich  in  einem  Puncte  schneiden  oder  dass  sie  in  einer  Ebene  liegen, 
bestimmen  sie  alle  Linien,  welche  durch  einen  festen  Punct  hindurchgehen, 
oder  welche  in  einer  festen  Ebene  enthalten  sind.  Es  entspricht  also  in  dem 
Polar -Systeme  jedem  Puncte  und  jeder  Ebene  die  eine  Erzeugamg  eines 
Hj'jDerboloids.  Der  Polar-Complex,  welcher  einer  beliebigen  Linie  dieser  Er- 
zeugmig  angehört,  ist  von  der  besonderen  Art,  dass  alle  seine  Linien  eine 
feste  gerade  Linie  schneiden.  Diese  feste  gerade  Linie  geht  bezüglich  durch 
den  gegebenen  Punct  oder  liegt  in  der  gegebenen  Ebene.  Die  Linien  der 
einen  Erzeugung  der  Hyperboloids  gehören  dem  -durch   die  Gleichung   (1G2) 
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bestiminti'ii   CoiupU'Xf  an.     Das  Hyin'rljoloül   ist   iiii  lii    -.  ÜKt    paititiilarisii-t, 
soiuleni  mir  <i>\nii  La^i-  zu  dein  Polar-Systein. 

Xfliiiifii  wir  iiislRsoiuleiv  far  tla«  divi  sich  scIiiicidoinK'n  genideii  Linion 
«lio  drei  Coordinaten-Axt-n  o\,  o] ,  nZ  (xlcr  die  drei  in  den  Coordinaten- 
Kbenon  V Z,  .\Z,  X V  unendliili  wfit  liej^enden  >,'i'radL'n  Linien,  so  erlialt«'n 
wir  zur  Hestininuuii,'  dt'sjiMii^'in  HyiicrlMdoiils,  wciclns  liozn^'üch  dein  «'(Mmli- 
naten-Auliingspuncte  i  »der  dm-  umnllic  li  u.-if  li.'L,'eudc'U  Ebene  zugeordnet  ist, 
die  folgenden  drei  Gleichungen: 

Ail  ftO.  Ali 

nn:,) 

(ICG) 


Öii 
ar             ' 

ds            ' 

dil 

oder : 

Öa         '' 

dp            ' 

d»; 

Unter  beiden  Annainnen  wird  i 

die  Gleicbiuig 

(1 

IJ2) 

'''           \ 

0  r 

da 

,    dil    sa 

Ö  s        d  Q 

+ 

d£l 

Öh 

•'/  =  " 

d»/ 

erfüllt,  welche  diejenigen  geraden  Linien  darstellt,   denen   in  dem  gegebenen 
Polar-System  {X  =  0)  solche  Polar-Complexe  entsprechen,   deren  sämmtliche 


Linien  eine  feste  gerade  Linie  schneiden. 


Fläche  vierter  Ordnung  und  Classe,  von  den  singulären  Puneten  des  Complexes 
gebildet,  von  den  singulären  Ebenen  desselben  umhüllt. 

311.  Wir  haben  einen  Punct,  dessen  Complex-Kegel  sich  in  das  System 
zweier  Ebenen  auflöst,  einen  singulären  Pnnct,  und  eme  Ebene,  deren 
Complex-Ciu've  in  das  System  zweier  Puncte  ausartet,  eine  singulare 
Ebene  des  Complexes  genannt. 

Die  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen,  in  welche  sich  der  Complex- 
Kegel,  dessen  Mittelpunct  ein  singularer  Pimct  ist,  aufgelöst  hat,  so  wie  die 
Verbindungslinie  der  lieideu  Puncte,  in  welche  die  Complex - Cui-ve ,  deren 
Ebene  eine  singulare  Ebene  ist,  zerfällt,  sind  singulare  Linien  des  Com- 
plexes. In  diesem  Sinne  entspricht  einer  jeden  singulären  Linie  ein  singulärer 
Punct  und  eine  singulare  Ebene.  Alle  Complex-Curven,  welche  in  Ebenen 
liegen,  die  durch  eine  singulare  Linie  hindmx-hgelegt  sind,  berilhren  dieselbe 
in   dem  entsprechenden  singulären   Puncte,   und   alle  Complex-Kegel,   deren 
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Mittelpimcte  auf  einer  singailären  Linie  angenommen  sind,  berühren  nach 
derselben  die  entsprechende  singulare  Ebene.  Wir  wollen  den  einer  singu- 
lären  Linie  entsprechenden  singuläreu  Punct  und  die  derselben  entsprechende 
singulare  Ebene  als  einander  zugeordnet  bezeichnen. 

Die  singulären  Linien  eines  gegebenen  Complexes  bilden  eine  Congruenz 
vom  vierten  Grade.  Dieselbe  ist  durch  die  zweigliedi-ige  Gruppe  zweier 
Complexe  des  zweiten  Grades  bestimmt,  von  denen  der  eine  der  gegebene 
ist  und  der  andere  erhalten  wird,  wenn  man  in  die  Bedingungs-Gleichung 
des  zweiten  Grades,  welcher  die  Linien- Coordinaten  genügen  müssen,  an 
Stelle  der  Coordinaten  die  nach  denselben  genommenen  partiellen  Differential- 
quotienten der  Gleichung  des  gegebenen  Comi^lexes  einsetzt.  Im  Allgemeinen 
sind  vier  unter  den  Tangenten  einer  gegebenen  Complex-C'urve  und  vier 
unter  den  Seiten  eines  gegebenen  Complex- Kegels  singulare  Linien.  Wenn 
insbesondere  die  Complex-Curve  sich  in  das  System  zweier  Puncte  oder  der 
Compl ex-Kegel  sich  in  das  System  zweier  Ebenen  aiiflöst,  fallen  zwei  von 
den  vier  singidären  Linien  bezüglich  in  die  Verbindungslinie  der  beiden  Puncte 
oder  in  die  Diirchschnittslinie  der  beiden  Ebenen  zusammen. 

312.  Wenn  sich  die  Complex-Curve  in  einer  gegebenen  Ebene  so  par- 
ticularish-t,  dass  sie  sich  in  zwei  Puncte  auflöst,  welche  in  einen  zusammen- 
fallen, wollen  wir  die  Ebene  eine  Doppel  ebene  des  Complexes  nennen.  Als 
einen  Doppelpunct  bezeichnen  wir  einen  solchen,  der  Mittelpunct  eines 
Complex-Kegels  ist,  welcher  in  das  System  zweier,  in  einen  zusammenfallen- 
der Ebenen  ausgeartet  ist.  Derjenige  Punct,  welcher  von  den  Linien  des 
Complexes  in  einer  Doppel-Ebene  umhüllt  wird,  ist  darum  noch  kein  Dop- 
pelpunct, so  wenig  wie  die  Ebene,  die  von  den  durch  einen  Doppelpunct 
hindm-chgehenden  Linien  des  Complexes  gebildet  wird,  eine  Doppelebene. 

Eine  jede  Linie  des  gegebenen  Complexes,  welche  in  einer  Doppelebene 
liegt  oder  durch  einen  Doppelpunct  hindurchgeht,  ist  eine  singulare  Linie 
desselben.  Die  Doppelebeneu  und  Doppelpuncte  sind  solche  Ebenen  und  Puncte, 
welche  unendlich  viele  Linien  aus  der  Congruenz  der  singulären  Linien  enthalten. 

Einer  jeden  singulären  Linie,  welche  in  einer  Doppelebene  liegt,  entspricht 
diese  als  singulare  Ebene.  Der  jeder  einzelnen  singulären  Linie  entsprechende 
süigiiläre  Punct  fällt  darum  noch  nicht  mit  dem  singulären  Puncte  zusammen, 
in  welchem  sie  sieh  alle  schneiden.  Vielmehr  entspricht  einer  jeden  singulären 
Linie  ein  zweiter,  im  Allgemeinen  von  dem  ersten  verschiedener  singulärer 
Punct.     Wenn  sich  die   singulare  Linie  in  der   Doppelebene   um   den  festen 


Punct  .dreht,  weKiu-r  in  clei-seUK-'U  von  tleii  Linini  des  Cumiilexes  unihiült 
winl,  l»eselireibt  der  entspreehende  »in^ndilr»'  I'unt  t  ciiii'  l'urve  der  zwei- 
ten Ordnung,  weUln«  dunh  den  testen  I'unct  liindunlip-lit.  Wilhn-iid 
einer  singidilren  Eben«'  im  Allgemeinen  ein  singulilrtT  riuut  /ugeordnet  ist, 
entsprechen  einer  l)<ij>p»'l('lien»'  unendlich  viele  zugeordnete  singulilrt*  l'imcte, 
welche  auf  einer  Curvc  der  zweiten  dnlmmg  liegen. 

Einer  jeden  derjenigen  singuhlren  Linien,  welche  durch  einen  I>nppel|tunct 
hindurchgehen,  entspricht  dieser  als  singulilrer  I'unct.  Alier  jeder  derselben 
entspricht,  im  Allgemeinen,  eine  singidilre  Ebene,  welche  nicht  mit  der- 
jenigen festen  Ebene  zusammenfilllt,  die  von  den  durch  den  J)oppeIpunct 
hindurchgehenden  Linien  des  Complexes  gebildet  wird.  Alle  diese  El>enen 
umhüllen  eine  KegelflAche  der  zweiten  Cliisse,  die  insbesondere  die 
feste  Ebene  beriüut.  Wilhrend  einem  singidilren  Punctt-  im  Allgemeinen 
eine  singiüilre  Ebene  zugeoi'dnet  ist,  entsprechen  einem  Dopi)eli)uncte  unend- 
lich viele  zugeonhiete  singulilre  Ebenen,  welche  eine  Kegeläüche  der  zweiten 
Classe  umhüllen. 

Die  analytische  Bestiltigiuig  der  vorstehenden  geometiischen  Folgerungen 
entnehmen  wir  der  289.  und  21)0.  Nummer,  in  denen  die  unendlich  weit 
entfernte  Ebene  für  eine  Doppelebene  des  Komplexes  genommen  ist. 

313.  Eine  singulare  Linie  kann  sich  in  der  Art  particularisiren ,  dass 
eine  jede  dmxh  sie  hindurchgelegte  Ebene  eine  singulare  Ebene  und  das« 
ein  jeder  auf  ihr  angenommener  Punct  ein  singulilrer  Punct  ist.  Solch'  eine 
gerade  Linie  haben  wir  eine  Doppellinie  des  Comi>lexes  genannt  (n.  307). 
Aber  es  verlaugt  eine  Particularisation  des  gegebenen  Complexes,  wenn  der- 
selbe eine  Doppellinie  enthalten  soll.  Wir  schliessen  die  Möglichkeit,  dass 
der  gegebene  Coniplex  sich  in  der  dazu  nöthigen  Weise  particularisire,  von 
der  ferneren  Betrachtung  aus. 

In  einem  gegebenen  Complexe  kann  es  ausgezeichnete  Puncte  oder 
Ebenen  von  der  Art  geben,  dass  alle  durch  dieselben  hindm-chgeheuden,  be- 
züglich alle  in  denselben  liegenden  geraden  Linien  Linien  des  Complexes  sind. 
Dann  ist  jede  durch  den  Punct  hindurchgelegte  Ebene  eine  singulare  Ebene, 
jeder  in  der  Ebene  angenommene  Punct  ein  singulilrer  Punct.  Solch'  eine 
Ebene  haben  wir  in  der  292.  Nummer  mit  der  unendlich  weit  entferaten 
Ebene  zusammenfallen  lassen.  Nach  den  Erörtenmgen  dieser  Nummer  ver- 
langt es  eine  sechsfache  Particularisation,  wenn  für  einen  gegebenen  Complex 
die  unendlich   weit   liegende   Ebene   von    dieser   besonderen   Art   sein   soll. 
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Im  Allgemeinen  also  gibt  es  derartige  Ebenen  mid  Puucte  nicht.  Wir.  sehen 
in  dem  Folgenden  von  der  Möglichkeit  al),  dass  der  gegebene  Complex  sich 
dementsprechend  particularisirt  habe. 

314.  Damit  sich  ein  gegebener  Kegel  zweiter  Ordnung  in  das  System 
zweier  Eigenen,  oder  eine  gegebene  Curve  der  zweiten  Classe  in  das  System 
zweier  Puncte  auflöse,  ist  eine  Bedingungs-Grleichung  zu  erfüllen.  Es  wird 
also  von  den  singulären  Puncten  eines  Complexes  eine  Fläche  gebildet, 
und  von  den  singulären  Ebenen  desselben  eine  Fläche  umhüllt.  Dagegen 
sind  drei  Bedingungen  zu  erfüllen,  wenn  die  beiden  Eigenen,  in  welche  sich 
ein  Complex-Kegel,  bezüglich  die  beiden  Puncte,  in  welche  sich  eine  C!omplex- 
Curve  auflöst,  zusammenfallen  sollen.  Es  gibt  also  eine  endliche  Anzahl 
von  Doppelpuncten  und  Doppelebenen. 

In  dem  sechsten  und  siebenten  Paragi'aphen  des  vorigen  Abschnitts 
haben  wir  nachgewiesen,  dass  auf  der  Coordinaten-Axe  OX,  welche  wir  zur 
Doppellinie  einer  Complexfläehe  genommen  hatten  und  die  ganz  Lieliebig  an- 
genommen worden  war,  vier  singulare  Puncte  liegen  und  dass  durch  dieselbe 
vier  singulare  Ebenen  hindurchgehen  (vgl.  n.  215).  Wir  erhalten  somit 
unmittelbar  die  folgeiiden  Sätze: 

Die  von  den  singulären  Puncten  eines  Complexes  des  zweiten 
Grades  gebildete  Fläche  ist  von  der  vierten  Ordnung. 

Die  von  den  singulären  Ebenen  eines  Complexes  des  zweiten 
Grades  umhüllte  Fläche  ist  von  der  vierten  Classe. 

315.  Um  die  Gleichung  der  Fläche  der  singulären  Puncte  in  Punct- 
Coordinaten  zu  erhalten,  gehen  wir  von  der  Gleichung  (II)  des  Complexes 
zweiten  Grades  in  Strahlen-Coordinaten  aus.  Wir  haben  auszudrücken,  dass 
sich  der  Kegel,  welchen  die  Gleichung  des  Complexes  darstellt,  sobald  wir 
den  Veränderlichen  .v,  y ,  z  feste  Werthe  ertheUen,  in  ein  System  zweier 
Ebenen  auflöse.     Von  den  sechs  Strahlen-Coordinaten: 

{X-.X'),  iy-y'),  iz-z'),  {yz'  -  y' z),  (.r'r  -  xz'),  {xy'  -  x' y) 
können  wir  die  letzten  drei  auf  folgende  Weise  schreiben: 
((y  -  y')  z  -y{z-  z')l  {x{z  -  z')-  {X  -  x')  z),  {{x  -  x')  y  -  x  {y  -  y')). 
Dadurch  nimmt  die  Gleichung  11  des  Complexes  die  folgende  Form  an: 
n  {X  -  x'Y  +  2h{x  -  x')  [y  -//')  +  r[y  -  y'Y 

+  2d{x  -  x')  {z  -  z')  +  2e{y  -  y')  (--  -  z')  +  f{z  -  z'y-  =  0,  (167) 
wo  a,  h,  c,  (l,  c,  f  Functionen  des  zweiten  Grades  in  x,  y,  z  sind.  Insbe- 
sondere finden  wir: 
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fl  =  ./  +  A  --    +  />-■  —  Ihyz  —  IPz  +  lOij. 

b  =  I  —  Fxij  +  Kxz  -f-  Lijz  —  Mz*  -\-  {y  —  (t)  z  —  Qx  +  ////. 

r  =  ß  +  t):-  +  F.r:       L»  L.vz  —  2Rx  +  '2Sz\ 

d=  II  —  Exz  -f-  Kmj  —  Ly-  +   Myz  —  .\y  +  Ar  —  i'z, 

c  =  0  —  Dyz  —  A'.i  •  -^  A.i  //  +  Mxz  +  O.r  —  Sy  -\-  Tz, 

f=C+  Dy-  +  Ex-  -  IMxy  —  21' y  +  2r.j-. 

Um  axisziulrackeu ,  dass  sich  der  cluivh  diu  Gk'ichunj,'  (Hi7)  dargestellte 
Kegel  in  das  System  zweier  Ebenen  auflöse,  erhalten  wir,  nach  der  18G,  Num- 
mer, die  folgende  Bedingung: 

ttrf  +  -Ibtle  —  ac^-  —  cd-  —  fh^-  =  O."'  (lüU) 

Wenn  wir  in  diese  (deichung  für  «,  b,  r.  <h  e,  f  die  Wei-the  aus  der  Glei- 
chung (ir.8)  einsetzen,  bekummen  wir  die  gesuchte  Gleichung  der  Flilche. 
Dieselbe  ist  scheinbar  vom  sechsten  Grade.  Es  werden  sich  also  bei  der 
\virklichen  Ausführung  der  in  (169)  angedeuteten  Miütiphcationen  die  Glieder 
fünfter  imd  sechster  Ordnung  in  .r,  ij,  z  foi-theben. 

31<;.  Wir  erhalten  die  Gleichung  der  von  den  siugulilreu  Ebenen  des 
Complexes  umhüllten  Flilche  in  Ebenen-Coordinaten ,  wenn  wir  in  den  vor- 
stehenden Gleichungen  (KjN)  nach  den  Vertauschungsregelu  der  löo.  Nummer: 

.r,  y,  z  mit  t,  u,  v 
und 


bezüglich  gegenseitig  mit 


./,  /?.  i\ 
?itig  mit 
D,  E,  F, 


(;.  II.  I. 


1'-  V,  li 
S,  T,  U 


veiiauschen. 


/r.  /..  M, 

Ungeändert  bleiben  dabei  die  Constauten:_ 

-V,  0. 
Wenn  wir  nach  der  Vertauschimg  statt  a,  «',  statt  0,  0'  u 
so  kommt: 

a'  =  D  +  /?*•-•  +  Cu'  —  ^anv  —  2Sv  +  2  Tii,\ 
b'  =  M  —  Ctu  +  Gtv  +  II  UV  —  Iv'-  +  {N—  0)  v—Tt^  I'k, 
c'  =  E  +  Av^  +  Ci'  —  2  lln>  —  2Ut+2  Pv, 
d'  =  L  —  Bfv  +  Gtu  —  Uli-  -^  luv  —  Ju  +  Sl  —  Rv, 
e'  ^  K—  .luv  —  Gr-  +  IKu  +  Itv  -^  Ot—  Pu  +  Qv, 
f  =  F  ^  Au'  +  Br'  —  2//U  —  2(?«  +  2R/, 
und  wir  erhalten  die  Gleichimg  der  Flache  unter  der  folgenden  Form 
a'c'f  ^  2b'd'c'  —  a'c'-  —  c'<d' -  —  f" b' -  =  0. 


w.  schreiben, 


(170) 


(171) 


Bezüglich  der  Reduction  der  voi-stehenden  Gleichung,  die  in  t,  u,  v  scheinbar 
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vom  sechsten  Grad  ist,   auf  den  vierten  Grad  in  diesen  Veränderlichen  gilt 
das  in  der  vorigen  Nnmmer  Gesagte. 

Wenn  wir  die  Ansdrücke  (170)  für  a' ,  h' ,  c' ,  d\  e',  f  durch  Einführung 
einer  vierten  Veränderlichen  w  homogen  machen  und  dann  in  die  Gleichung 
(171)  einsetzen,  so  vrird  diese  allerdings  vom  sechsten  Grade  und  reducirt 
nur  dadurch  auf  den  vierten,  dass  sich  von  ilu*  ein  Factor  w^  absondert. 
Die  Gleichung  (171)  sagt,  geometrisch  gedeutet,  nicht  sowohl  aus,  dass  sich 
die  Complex-Curve  in  einer  gegebenen  Ebene  i,  u,  v,  w  in  das  System  zweier 
Puncte  auflöse,  als  dass  derjenige  Kegel  zweiter  Classe,  der  sich  durch  die 
fragliche  Complex-Cm've  und  den  Coordinaten  -  Anfaugspunct  als  Mittelpunct 
hindurchlegen  lässt,  in  das  System  zweier  umhüUter  Axeu  zerfällt.  Es 
findet  das  für  eine  jede  Ebene  statt,  welche  durch  den  Coordinaten-Anfangs- 
punct  hindiu'chgeht,  und  daher  der  Factor  w'^,  welcher,  gleich  Null  gesetzt, 
den  Coordinaten-Anfangspunct  darstellt. 

317.  Eine  beliebig  angenommene  gerade  Linie  schneidet  die  Fläche  der 
singulären  Puncte  im  Allgemeinen  in  vier  ■  Puncten,  und  es  lassen  sich  durch 
dieselbe  im  Allgemeinen  vier  Tangential-Ebenen  an  die  Fläche  der  singulären 
Ebenen  legen.  Wenn  die  angenommene  gerade  Linie  insbesondere  eine 
singulare  Linie  des  Complexes  ist,  so  fallen  zwei  der  vier  singulären  Puncte 
^  in  den  entsprechenden  Punct  und  zwei  der  vier  singulären  Ebenen  in  die 
entsprechende  Ebene  zusammen  (vergl.  n*  306.).  Eine  singulare  Linie  be- 
rührt also  sowohl  die  Fläche  der  singulären  Puncte  als  die  Fläche  der  singu- 
lären Ebenen.  Berührungs-Punct  mit  der  ersten  Fläche  ist  der  entsprechende 
singiiläre  Punct,  Berührungs-Ebene  mit  der  zweiten  Fläche  die  entsprechende 
singulare  Ebene. 

Für  solche  singulare  Linien,  welche  in  einer  Doppel-Ebene  des  Complexes 
liegen,  fallen  von  den  vier  Dm'chschnittspuncten  mit  der  Fläche  der  singulären 
Puncte  paarweise  zwei  zusammen.  Solche  Linien  sind  also  Doppeltan- 
genten der  Fläche  der  singulären  Puncte,  in  dem  Sinne,  dass  sie  in 
zwei  verschiedenen  Puncten  diese  Fläche  berühren. 

Ebenso  fallen  von  den  vier  Tangential-Ebenen,  welche  sich,  im  Allgemeinen, 
dm'ch  eine  gegebene  gerade  Linie  an  die  Fläche  der  singulären  Ebenen  legen 
lassen,  paarweise  zwei  in  eine  zusammen,  sobald  die  gegebene  gerade  Linie 
eine  der  singulären  Linien  ist,  welche  durch  einen  Doppelpunct  des  Complexes 
hindurchgehen.     Diese  Linien    smd    also   Doppelt-angenten    der    Fläche 
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der  sinKulaien  Ebenen,  in  dem  Sinne,  da.ss  sie  nmli  zwei  v«Tsiliic<li'nen 
Ebenen  diese  Flilolie  berühren. 

'M^.  Die  vier  sin-^'ulAren  Linien  de>t  Coinplexes,  welclie  m  einer  l»elie- 
lii-^t-n  Ebene  lie<,'en,  berühren  die  in  dieser  i-Ibene  von  Linien  di-s  ("uin|ih'xes 
nmhftllte  Cnrve  in  den  ihnen  entspreehenden  sin^ndilren  l'nnclen.  In  den- 
selben Puncten  lierüin'en  diesellx'n  j^eraden  Linien  die  FlAche  vierter  Onhnniji 
der  singidilren  Punete.  Mi.-  i>nnhschnitts-('iu-ve  vii-rtcr  Oninnng  di<?ser 
Flache  mit  einer  beliel)igen  Ebene  i)erflhrt  also  die  in  dieser  Ebene  liegende 
C'omplex-C'nrve  in  vier  Puiuten.  Von  den  acht  Dnnhschnitts-Pnncten,  welche 
die  beiilen  Curven  haben  müssen,  fallen  jeilesnial  zwei  in  cini'ii  Hcrühnings- 
punot  zusamnien. 

Ebeaso  berührt  derjenige  Complex-Kegel,  welcher  einen  beliebigen  Pnnct 
des  Raumes  zum  Mittelpuncte  hat,  den  Kegel  viei-ter  Classe,  welcher  sich 
von  dem  beliebig  angenommenen  Puncte  aus  an  die  \(iii  den  singulilren 
Ebenen  umhüllte  Flache  der  vierten  Classe  legen  lasst,  nach  vier  geraden 
Linien,  welche  die  vier  singularen  Linien  sind,  die  dmx-h  ihn  hindurchgehen. 
(Jemeinsame  Tangential -Ebenen  der  beiden  Kegel  nach  diesen  \'ier  geraden 
Linien  sind  die  entsprechenden  singidaren  Ebenen. 

Wir  wollen  für  die  beliebig  angenommene  Eliene  insbesondere  eine  siu- 
giüare  Ebene  wählen.  Der  in  dersen)en  von  Linien  des  Complexes  umhüllte 
Ort  wird,  nach  wie  vor,  von  der  Durchschnitts -Curve  der  singidaren  Ebene 
mit  der  Flache  der  singidaren  Puncte  in  vier  Puncten  berührt.  Die  gemein- 
samen Tangeuten  in  den  vier  Berührungspimcten  sind  singulare  Linien.  Die 
Berührungspuncte  der  singularen  Linien  sind  die  bezüglich  entsprechenden 
singidaren  Puncte.  Von  den  vier  singularen  Linien,  welche,  im  Allgemeinen, 
in  einer  gegebenen  Ebene  liegen,  fallen  für  eine  singulare  Ebene  zwei  in  die 
dieser  entsprechende  singidare  Linie  zusammen.  Die  beiden  andei'en  gehen 
in  beliebiger  Richtung  jede  durch  einen  der  beiden  Puncte,  in  welche  sich 
die  Complex- Curve  aufgelöst  hat.  Von  den  vier  Berülu-ungspuncten  der 
Durchschnitts-Cun'e  der  Flache  der  singularen  Puncte  mit  dem  von  den 
Linien  des  Complexes  umhüllten  Ort  fallen  also  zwei  in  die  beiden  Puncte, 
in  welche  sich  die  Complex -Curve  in  der  singularen  Ebene  aufgelöst  hat, 
wahrend  die  anderen  beiden  mit  dem  der  gegebenen  singularen  Ebene  zu- 
geordneten singularen  Puncte  zasammenfallen. 

Die  Durchschnitts-Curve  vierter  Ordnung  der  Flache  der 
singularen  Puncte  mit  einer  beliebigen  singularen  Ebene  hat  in 

Plückcr,  Geometrie.  40 
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dem  dieser  Ebene   zugeordneten   singulären    Puncte    einen  Dop- 
lielpnuct. 

Auf  dieselbe  Art  beweisen  wir  den  Satz: 

Die  Kegelfläche  vierter  Classe,  welche  sich  von  einem  be- 
liebigen singulären  Puncte  aus  an  die  Fläche  der  singulären 
Ebenen  legen  lässt,  hat  die  diesem  Puncte  zugeordnete  singulare 
Ebene  zur  Doppelebene. 

319.  Die  analytische  Bestätigung  dieser  geometrischen  Folgerungen  ent- 
nehmen wir  den  Gleichungen  (169)  und  (171),  welche  die  Fläche  der  singu- 
lären Puncte  und  die  Fläche  der  singulären  Ebenen  bezüglich  in  Punct-  und 
Ebenen-Coordinaten  darstellen.  Wenn  wir  annehmen,  dass  die  Ebene  XZ 
eine  smguläre  Ebene  sei  und  dass  die  entsprechende  singulare  Linie  mit  OX, 
der  zugeordnete  singidäre  Punct  mit  0  zusammenfalle,  so  erhalten  wir  aus 
der  305.  und  der  306.  Nummer  die  folgende  Coustanten-Bestimmung : 

yj  =  0,  11=0,  /=0,  P=0. 

Dadurch  bekommen  die  Ausdiäicke  a,  b,  c,  d,  c,  f  (168),  wenn  wir  in  denselben 
zugleich  y'  verschwinden  lassen,  die  folgenden  Werthe: 

h  =  Kxz  —  Mz^-  -t-  {N-G)  z  —  Qx, 

c  =  B  +  Dz^-  +  F.V^  -  2Lxz  -  2Rx  +  2.S'r, 

d=  —  Exz—  Vz, 

e^G  —  Kx-^  +  Mxz  +  Ox  +  Tz, 

f=C+  Ex-^  -f-  2Ux. 
Wenn  wir   in  denselben  .r  und  z  gegen  Constante,   so  wie  zweite  Potenzen 
von  X  vmd  z  gegen  erste  vernachlässigen,  so  erhalten  wir: 

a  =  Ez-\ 

h  =  {x—(y)z  —  (jx, 

0  =  B, 

d=  —  Uz, 
c  ^  G, 
f=C. 
Und  indem  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichmig  (169): 

acf  +  2bdc  —  ae^  —  cd\  —  /*-'  =  0 
einsetzen,  finden  mr  die  folgende  Gleichung: 

B CEz^  —  2G  Uz  ({N—  0)  z  —  Q x)  —  EG^z' 
_  BU^z^  —  C{{N—0)z  —  O-^y  =  0 


(172) 


(173) 


(174) 
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um  «lit'jt'ni^'fii  sinj^ulilivii  riinct«'  ilarziist.lli-n.  wflihe  in  il,.r  sinj^ulflren  KU-ne 
.\Z  in  der  Nilho  dts  zujit-oitlneten  .siugulilren  l'iin(t«>s  O  liegen.  Diese  IJIei- 
ohung  enthillt  nur  tilietK-r  zweiten  Onules  in  .1  um<1  ;.  Die  Durclisclmitt.s- 
Ciirve  der  Flache  der  singuhlren  Puncte  mit  der  Ebene  XZ  besitzt  also,  in 
Uebereinstimniung  mit  den  Sehhissfolgernngen  der  vorigen  Nummer,  im  ('•mh- 
diiuiteu-Ant'aiigsiiuncte  einen  Doppelpunct. 

Wir  mögen  noch  liemerken.  duss  die-;.'!-  l)(i|)pcl|iunit  ein  IJilrkk.-lupunct 
wird,  wenn  aibiser  den  Constanton  ./,  //,  /.  /'  auch  noch  die  Coustanle  Q 
verschwindet.  Dann  ist,  nach  den  Erörterungen  der  307,  Nummer,  die  A.ve 
(L\  eine  Doppellinie  des  gegebenen  Complexes. 

Auf  dieselbe  Art  können  wir  nachweisen,  diuss  der  Kegel  vierter  Classe, 
der  sich  von  einem  beliebigen  singidilren  Puncte  aus  an  die  Fhlche  der  sin- 
gidaren  Ebenen  legen  hlsst,  die  dem  angenommenen  singulAren  Puncte  zuge- 
ordnete singidilre  Ebene  zur  Doppeleliene  hat. 

.»l'o.  Nach  dem  Voi-stehenden  ist  jede  singulare  Ebene  eine  Tangential- 
Ebene  der  von  den  singuhlren  Puncten  gebildeten  Fläche  vierter  Onlnung. 
Benlliiiiugspunct  ist  der  zugeordnete  singulare  Punct.  Und  umgekehrt  ist 
jeder  singulare  Punct  ein  Punct  der  von  den  singiüären  Elieuen  umhüllten 
Flache  vierter  Classe.  Tangential-E))ene  in  demselben  ist  die  zugeordnete 
singulare  Ebene. 

Die  Fläche  vierter  Ordnung,  welche  von  den  singulären 
Puncten  des  Complexes  gebildet  wird,  und  die  Klä(  he  vierter 
Classe,  w-elche  von  den  singulären  Ebenen  desselben  umhüllt 
wird,  sind  identisch. 

Eine  jede  singulare  Linie  des  Complexes  berührt  die  Fläche  vierter  Ordnung 
und  \nert er  Classe  der  singulären  Pmicte  und  singulären  El)enen.  Der  Berührungs- 
punct  mit  der  Fläche  ist  der  entsjjrechende  singulare  Punct,  die  Berührungsebene 
in  demselben  die  entsprechende  singulare  Ebene.  Die  beiden  übrigen  Schnitt- 
puncte  der  singidaren  Linie  mit  der  Fläche  sind  diejenigen  lieiden  Puncte, 
in  welche  sich  die  Comi)lex-Curve  in  der  entsprechenden  singulären  Ebene 
aufgelöst  hat.  Ebenso  sind  die  l)eiden  übrigen  Tangential-Elienen,  welche 
sich  durch  die  singulare  Linie  an  die  Fläche  legen  lassen ,  diejenigen  beiden 
Ebenen,  in  welche  der  Complex-Kegel  zerfällt,  dessen  Mittelpunct  der  zuge- 
ordnete Punct  ist.  Die  Richtimg  der  einer  singulären  Ebene  und  ihrem  zugeord- 
neten singiüären  Puncte  entsprechenden  singulären  Linie  ist  durch  die  Fläche 

der    singulären    Pimcte    und    singulären    Ebenen    noch    nicht    gegeben.     Die 

40* 
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Fläche  hängt    von    weniger   willkürlichen   Constanten   ab,    als    der  Complex 
zweiten  Grades,  welcher  sie  bestimmt. 

321.  Die  von  den  singnlären  Puncten  des  Complexes  gebildete  nnd  von 
den  smgnlären  Ebenen  desselben  iimhüllte  Fläche  ist  von  der  vierten  Ord- 
nung und  der  vierten  Classe.  Sie  hat  also,  im  Allgemeinen,  sechszehn  Dop- 
pelpuncte  und  sechszehn  Doppelebenen.  Die  Möglichkeit,  dass  die  Fläche 
sonstige  Singularitäten,  insbesondere  einen  Doppelstrahl  und  eine  mit  dem- 
selben zusammenfallende  Doppelaxe  besitzt,  dmxh  welche  die  Anzahl  der 
Doppelpuncte  und  Doi^pelebenen  erniedrigt  würde,  bleibt  ausgeschlossen,  so 
lange  nicht  der  gegebene  Complex  selbst  particularisirt  ist. 

Die  Tangential-Ebenen  der  Fläche  in  einem  Doppelpuncte  derselben  um- 
hüllen einen  Kegel  der  zweiten  Classe  und  die  Berühruugspuncte  derselben 
mit  einer  ihrer  Doppelebenen  bilden  eine  Curve  der  zweiten  Ordnung.  Wir 
haben  in  der  312.  Nummer  nachgewiesen,  dass  die  singnlären  Ebenen,  welche 
durch  einen  Doppelpunct  des  Complexes  gehen,  ebenfalls  einen  Kegel  der 
zweiten  Classe  umhüllen,  und  dass  die  singnlären  Puncte,  welche  in  einer 
Doppelebene  des  Comj)lexes  liegen,  eine  Curve  der  zweiten  Ordnung  bUden. 

Die  Doppelpuncte  und  Doppelebenen  des  Complexes  fallen 
mit  den  Doppelpuncten  und  Doppelebenen  der  von  den  singn- 
lären Puncten  gebildeten  und  von  den  singnlären  Ebenen  um- 
hüllten Fläche  zusammen.' 

Und  hieraus: 

In  einem  Complexe  zweiten  Grades  gibt  es,  im  Allgemeinen, 
sechszehn  Doppelpuncte  und  sechszehn  Doppelebenen. 

Welcher  Punct  in  einer  Doppelebene  von  den  Linien  des  Complexes  um- 
"  hüllt,  oder  welche  Ebene  in  einem  Doppelpuncte  von  den  Linien  des  Com- 
plexes gebildet  wird,  ist  durch  die  Fläche  der  singnlären  Puncte  mid  Ebenen 
noch  nicht  bestimmt.  Der  Punct  kann  ein  beliebiger  Punct  der  Berührmigs- 
Curve,  die  Ebene  eine  beliebige  Ebene  des  Berülu-ungs-Kegels-  sein. 

322.  Wir  gehen  zu  der  Gleichung  der  Fläche  der  singxüären  Puncte 
und  Ebenen  in  Plan-Coordinaten  (171)  zurück: 

a'c'f  -f  "Ih'd'c'  —  a'c'-'  —  c'd'-^  —  fl/''  =  0. 

Wir  wollen  dieselbe  durch  Einfüln-ung  einer  vierten  Veränderliehen,  «',  homo- 
gen machen.  Es  kommt  dies  darauf  hinaus,  dass  wir  die  für  d.  //,  r',  <■/',  <•',  f 
gefundenen  Ausdrücke  (170)  durch  Einführung  dieser  Veränderlichen  homogen 


uiiiehfu  uiul,  niuli  Einsetzung  ilu->tr  Au.-<tlnkki'  in  dl»'  Gleichung  (171), 
den  Factor  /r-,  welchen  diesellje  erhalt,  veniachlilssigen. 

Wir  wollen  die  lileichuug  der  FJflche  in  der  folgi-nden  Weise  sclu'eiben: 

/■=0.  (175) 

Dann  erhalten  wir  für  die  Gleichung  des  Pols  einer  gegebenen  Ebene 
(/',  w',  v',  w'}  in  Bezug  aut  diese  Flache,  nach  der  20G.  Nummer,  die  folgende: 

Die  rechtwiiddigen  Coordinaten  des  Pols  sind  also: 

\du)  \duJ  \divJ 

Wenn  wir  die  homogen  gemachten  Ausdrücke  »',  b' ,  c' ,  <1\  c',  /'  in  die 
Gleichimg  (171)  einsetzen,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

/'=0,  (177) 

imd  es  ist,  nach  dem  Vorhergehenden: 

F=w^f.  (178) 

Es  ist  also  erlaubt,  in  den  Fonneln  (Hii)  die  nach  /,  n,  v,  w  geuourmoneu 
Differentialciuotienten  der  Function  f  bezüglich  durch  die  folgenden  Functionen 
zu  ersetzen: 

(8F\      (dF\      (dF\      (SF  _  2F\ 

\St  )  '  \öu)  '   \6v)  '    \dw  w)  ' 

323.  Wir  wollen  insl)esondere  die  imendlich  weit  liegende  Ebene  aus- 
wählen. Der  Einfachheit  wegen  setzen  wir,  was  immer  gestattet  ist,  in  der 
Gleichung  des  gegebenen  Complexes  die  Constanten  K,  L,  M  gleich  Null. 
Dann  erhalten  die  homogen  gemachten  Ausdrücke  a',  b',  v',  d',  e',  f  die  fol- 
genden Werthe: 

a   ==  Dw  +  Bv^  -f  Cir-  —  2Guv  —  2Svfv  +  2Tiav, 

b'  =  —  Clu  +  Gtv  +  Huv  —  Iv^  -f  {N—O)  VW  —  Trm+  Uuw, 

c'  ^  Ew^  +  Av-  ^  Cf^  —2Htv  —  2Uttv  +  2Pvw, 

iV  =  —  B  Iv  +  Gtu  —  //'/-  +  hiv  —  Nuw  +  Stw  —  Rvw, 

e'  =  —  Auv  —  Gr-  +  Iffu  +  Ifv  +  Ot7v  —  Puw  +  Qvw, 

f  =  F7V^  +  Au^  +  Bt'  —  2I(u  —  -IQuw  +  '2Rlw. 

Wenn  wir  in  diese  Ausdnlcke  und  ihre  bezüglich  nach  /,  «,  v,  w  genommenen 
Differentialquotienten  die  Coordinaten  der  imendlich  weit  liegenden  Ebene: 


(179) 
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f  =  0,  u'  =  0,  v'  =  0,  w'  =  w' 
einsetzen,  erhalten  wir: 

a'  =  Dw'\  h'  =0,c'  ^  Em'\  d'  =  0,  c'  =  0,  /'  =  Fw'^        (180) 
und: 

Es   ist  für  das  Folgende  unnöthig,    die  Differeutialquotienten  von  b',  d' ,  e' 
hinzuschi'eiben. 

Nach  den 'Vorstehenden  Clleichungen  erhalten  die  vier  Ausdi'ücke: 


\    (181) 


(8F\      (8F\      (SF\      / 


wJ 


wo: 


F—a'c'f  +  2h'd'e'  —  a'e''^  —  c' d'-^  —  f  b'\ 
für  die  unendlich  weit  entfernte  Ebene,  indem  nur  das  eine  Glied 

\a  c  f 
in  Betracht  kommt,  die  folgenden  Werthe: 


(1^)  =2Dw'--{ER  —  FU), 
{^^l)=2Ew'^{FT-ßO), 
(^f)  =2Fw'^{DP-ES), 


(I-— 2-)  =  Q>DEFw'-'  —IDEFw'^  =  ADEFw'K 

\oiv  w  / 


(182) 


TIV  10/ 

Und  also  werden  die  Coordinaten  des  Pols  der  unendlich  weit  liegenden 
Ebene  mit  Bezug  auf  die  Fläche,  oder,  wie  wir  sagen  können,  die  Coordi- 
naten des  Mittelpunctes  der  Fläche: 


X    = 


ER  —  FU 


y  =  — 


DQ  —  FT 


DP-  ES 


(183) 


2EF      '"'    ~  2DF        '~    ~      2DE 

Es  sind  dies  dieselben  Ausdrücke,  welche  wir  in  der  240.  Nummer  für  die 
Coordinaten  des  Mittelpunctes  des  Complexes  gefunden  haben.  Und  somit 
haben  wh*  den  Satz: 
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l»t'r  Mittelpunct  eines  Complexes  zweitL'ii  Grades  lilllt  mit 
dem  Mittelpuuct  der  Flftche  seiner  .siuf^uldreii  I'uut  t  e  und  Ebt-- 
nen  zusammen. 

Damit  in  Ueliercmstiinmunj,'  rückt  der  Mitteljiuuct  des  Complexes  un- 
endlich weit,  wenn  die  uiH-nillicli  entfernte  Ebene  insbesondere  eine  sinj^idare 
Ebene  ist,  und  lilllt  in  uneudliclier  Entt'ernun};  mit  dem  derselben  zugeord- 
neten siiigidilren  Puuete  zusammen,  demjenigen  Puncto,  in  welchem  dieselbe 
die  Fhlche  der  singiüilren  Puncte  und  Elienen  bcnilut.  (Vcrgl.  n.  '21'.).) 

Wenn  ilie  unendlich  weit  liegende  Ebene  eine  Doppelebene  des  Com- 
plexes  ist,  so  wird  der  Mittelpunct  desselben  unbestimmt.  Sein  geometrischer 
Ort  ist  eine  in  der  unendlich  weit  entl'ernten  Ebene  liegende  Curve  der  zwei- 
ten Ordnung.  Diese  Cune  ist  die  lierührungs- Curve  der  Doppelebeue  mit 
der  Flache  der  siugulilren  Puncte  und  Ebenen.  (Vergl.  n.  280.) 

Wenn  endlich  die  Beziehung  der  unendlich  weit  liegenden  Ebene  zu  dem 
Complexe  sich  so  particularisirt,  dass  eine  jede  in  ilir  liegende  Linie  eine 
Linie  des  Complexos,  und  in  Folge  dessen  ein  jeder  ihrer  Pimcte  ein  singiüärer 
Punct  desselben  ist,  so  kann  weder  von  einem  bestimmten  Mittel  puncte  des 
Complexes  noch  von  einem  solchen  der  Flüche  der  singulilren  Puncte  und 
Ebenen  mehi*  die  Rede  sein. 


8  6. 

Pol  einer  gegebenen  Ebene,  Polar-Ebene,  einem  gegebenen  Puncte  mit  Bezug 
auf  den  Complex  zugeordnet. 

324.  Wir  kehren  zu  den  Betrachtungen  der  di-ei  ersten  und  insbeson- 
dere des  di^itten  Paragi'aphen  dieses  Abschnitts  zui-ück.  Wir  haben  in  den- 
selben die  Beziehung  des  gegebenen  Complexes  zweiten  Grades  zu  der  unendlich 
weit  entfernten  Ebene  imtei-sucht.  Es  beschäftigte  uns  zunächst  die  Ge- 
sammtheit  der  Durchmesser  des  Complexes  —  solcher  gerader  Linien, 
welche  mit  Bezug  auf  den  Complex  den  in  der  unendlich  weit  entfernten 
Ebene  liegenden  geraden  Linien  als  Polaren  zugeordnet  sind  — ,  dann  die 
Gesammtheit  der  Cy linder  des  Comjjlexes  —  solcher  Complex-Kegel ,  deren 
Mittelpuncte  in  der  unendlich  weit  entfernten  Ebene  liegen  —  und  der  Axen 
dieser  Cylinder  —  der  Polar-Linien  derselben  mit  Bezug  auf  die  durch  ihre 
Mittelpuncte  gehende  imendlich  weit  entfernte  Ebene  — .  Dann  betrachteten 
wir  die  von  Lmien  des  Complexes   in  der  imendlich  weit  entfernten  Ebene 
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und  in  solchen  Ebenen,  welche  derselben  unendlich  nahe  liegen,  umhüllten 
Curven  und  stellten  dieselben  durch  einen  Complex  von  ausgezeichneter  Ein- 
fachheit imd  characteristischer  Lage  gegen  das  Coordinaten- System,  durch 
den  Asymptoten-Complex  des  gegebenen,  dar. 

Alle  diese  Betrachtungen  und  darum  auch  alle  Eesultate,  die  wii-  gefun- 
den haben,  können  wir  von  der  unendlich  weit  liegenden  Ebene  nach  l^ekann- 
ten  Regeln,  die  schon  im  Vorstehenden  ihren  Ausdruck  finden,  auf  eine 
beliebige  Ebene  des  Raums  übertragen.  Der  Grrimd  für  diese  Uebertrag- 
barkeit  liegt  in  der  Identität  der  analytischen  Operationen,  welche  in  dem 
einen  wie  in  dem  anderen  Falle  der  geometrischen  Betrachtmig  entsprechen. 

Wir  wollen  die  beliebig  angenommene  Ebene  insbesondere  mit  einer  der 
drei  Coordinaten-Ebenen  zusammenfallen  lassen.  Der  Vertauschung  der  un- 
endlich weit  liegenden  Ebene  mit  einer  der  Coordinaten-Ebenen  entsprechend 
erhalten  wü-  eine  Vertauschung  der  Linieu-Coordinaten  unter  sich  und  damit 
eine  gegenseitige  Vertauschung  der  Constanten  in  der  Gleichung  des  gege- 
benen Complexes.  Wir  stellen  im  Folgenden  die  Regeln  für  diese  Ver- 
tauschungen auf,  und  sind  dann,  für  eine  beliebige  Coordinaten-Ebeue,  jeder 
weiteren  analytischen  Entwicklung  überhoben,  indem  es  genügt,  in  allen 
früheren  Formeln  nach  diesen  Regeln  sowohl  die  Veränderlichen  als  die  Con- 
stanten zu  wechseln. 

Bei  der  Uebertragung  der  für  die  unendlich  weit  entfernte  Ebene  auf- 
gestellten Sätze  auf  eine  beliebige  Ebene  erweitern  wir  die  früher  gewon- 
nenen Resultate,  insofern  es  uns,  nach  den  vorhergehenden  beiden  Paragraphen, 
gestattet  ist,  die  singulären  Elemente  des  Complexes  —  die  singulären  Puncte, 
Linien  und  Ebenen  desselben  —  anschaulicher,  als  das  früher  möglich  war, 
in  die  geometrische  Betrachtung  einzuführen. 

325.  Wir  wollen  in  dem  Folgenden  die  Gleichung  (V)  des  Complexes 
zweiten  Grades  zu  Grunde  legen,  welche  wir  durch  Einführung  einer  sechsten 
Veränderlichen  h  homogen  und  dm'ch  Zufügung  eines  Gliedes  2  Vhii  symme- 
trisch gemacht  haben.     Diese  Gleichung  ist: 

Jr^  -}-  Bs'  +  CÄ2  +  Dg'-  +  Eq'  +  F'tf 
-f  "IGsh  +  2Hrh  +  2/r,v  +  2/i>»;  —  ILa-q  —  2MQa 
—  2NrG-^20so-\-2Vhrj 
-I-  2PrQ  +  2Qrrj  +  2Rsrj  —  2Ss6  —  2T/ia  -{-2  Uhq  =  Ü.  (V) 
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Wir  liiiln-ii  in  «In-    In.   Niiiuiiit'r  lür  ilif  .Stralilfii-Cnunlinatcii 

/•,    .V.    II.    -—    lt.    (*,    >^ 

ilie  lol^euden  sechs  projjortionirten  Aasdrfltke  erluilten: 

(.vt'  —  x'T),{t/T'  —  h't),{zt'  —  :'r),(yr'  —  >/' z)A-v' z  —  xz'),{.iy'  —  x' z). 
Es  bezeichnen  dabei 

iL    l.    i-  und  -     ^    ^ 

X        r       X  X        X        X 

die  Coordinaten  zweier,  behebig  auf  der  geraden  Liiüe  augenommeuer  Puncte. 
l)er  Vertauschimg  der  unendlich   weit  liegenden  Ebene  mit   der  Coordi- 
nateu-Ebeui-  V  Z  entspricht  die  Vertauschung  von 

.)•  mit  r,    .1'  mit  r'. 
Dem  entsprechend  werden  die  sechs  Linien-Coordinaten : 

/•,  .V,  //,  —  a,  Q,  1] 
bezüglich  dm-ch  die  folgenden  ei"setzt: 

—  /■ ,  —  »/ .  o '  —  ö  >  /' .  —  •^• 
Von  dieser  Vertauschung  werden  nicht  berülirt  die  Coefficienten : 

\.  D.  /.',  U, 
während  bozüglicli 

B.  (\  J,  M 
und 

F,  E,  ij,  T 

ohne  Zeichen  ander  ung,  mit  gleichzeitigem  Zeichenwechsel 

G,  Jl.   L.  0 
und 

Ji,  /'.  S,   l 
sich  gegenseitig  vertauschen  und  N  sein  Zeichen  ändert. 
Von  den  Ebenen-Coordinaten: 

/,    U,    V,    w 

vertauschen  sich  die  Ijeideu,  /  und  //',  gegenseitig. 

Insbesondere  ist  die  Gleichung  der  in  der  unendlich  weit  liegenden  Ebene 
von  Linien  des  Complexes  mhhüllten  Curve: 

fJl'  +  Eic'  +  Fv'i  +  2Kuv  +  -iLtv  +  IM  tu  =  0, 
und   daraus   erhalten   wir,   nach  den  vorstehenden  Vertauschungsregelu,   für 
die  in  FZ  liegende  Complex-Curve,  in  Uel^ereinstimmung  mit  der  166.  Num- 
mer, die  folgende  Gleichimg: 

Dwi  -j-  Cu-^  +  Bv-i  —  2Giiv  —  2Svw  -f  2Tuw  =  0. 

Pliicker,  Geonielrie.  41 
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Einer  Vertaiischx;ng  der  unendlich  weit  liegenden  Ebene  mit  einer  der 
beiden  anderen  Coordinaten- Ebenen,  XZ  oder  XY,  entsprechend  erhalten 
wir  vollständig  analoge  Vertauschungsregehi.  Wir  sehreiben  dieselben  nicht 
hin,  indem  wir  auf  die  Vei-tauschungsregeln  der  155.  Nmnmer  zurückweisen, 
welche  einer  Vertauschung  der  drei  Ebenen  FZ,  XZ,  XF  miter  sich  ent- 
sprechen. 

326.  Es  sei  eine  beliebige  Ebene,  P,  gegeben.  In  derselben  wird  von 
Linien  des  Coraplexes  eine  Cui-ve,  K,  imiliüUt.  Die  Polare,  welche  einer  will- 
kürlich in  P  angenommenen  geraden  Linie,  a,  mit  Bezug  auf  den  Complex 
entspricht,  und  die  wir  mit  b  bezeichnen  wollen,  schneidet  die  Ebene  P  in 
dem  Pole  der  Linie  a  mit  Bezug  auf  die  Curve  K.  Denn  die  Polare  einer 
geraden  Lmie  in  Bezug  auf  den  Complex  ist  der  geometrische  Ort  für  die 
Pole  derselben  in  Bezug  auf  die  in  den  durch  sie  hmdiu-chgelegten  Ebenen 
von  Linien  des  Complexes  umliüUten  Curven.  Hiermit  in  Uebereinstimmung 
haben  wir  in  der  230.  Nummer  die  Richtung  des  einem  gegebenen  Systeme 
paralleler  Ebenen  zugeordneten  Durchmessers  des  Comjilexes  vermöge  der  in 
der  unendlich  weit  entfernten  Ebene  liegenden  Complex-Curve  construirt.- 

Es  seien  a,  a',  a"  di'ei  gerade  Linien  der  Ebene  P,  welche  ein  in  Be- 
zug auf  die  Curve  K  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck  bilden.  Die  drei  zuge- 
hörigen Polaren  heissen  h,  h',  h".  Dann  gehen  li,  h' ,  h"  bezüglich  durch 
den  Durchschnitt  von  a  und  «",  von  a"  und  »,  von  a  und  a' .  Wir  wollen 
h,  1/ ,  h"  di'ei  in  Bezug  auf  die  Ebene  /*  einander  conjugirte  Polaren,  oder 
auch  kurz,  weil  die  Ebene  P  fest  bleibt,  drei  einander  conjugirte  Po- 
laren nennen.  Das  System  dreier  conjugh'ter  Polaren  vertritt  in  dem  Falle 
einer  beliebig  angenommenen  Ebene  das  System  di-eier  eoujugii-ter  Durch- 
messer in  dem  Falle  der  unendlich  weit  gerückten  Ebene. 

Die  Durchschnitts-Punete  («'«"),  {a"  a)  und  {(/fe')  sind  die  Mittelpuncte 
dreier  Comi^lex-Kegel,  A,  A\  A".  Wir  l^ezeichnen  dieselben,  indem  wir,  wie 
vorhin,  die  Ebene  P  als  fest  betrachten,  als  die  drei  bezüglich  den  geraden 
Linien  a,  a,  a"  zugehörigen  Complex-Kegel. 

In  Bezug  auf  einen  jeden  Complex-Kegel,  'dessen  Mittelpunct  in  /■*  an- 
genommen ist,  ist  dieser  Ebene  eine  gerade  Linie  zugeordnet.  Diese  Linie 
ist  der  Dm-chsclmitt  derjenigen  beiden  Tangential-Ebenen ,  welche  den  Com- 
plex-Kegel längs  der  beiden  Kanten  berühren,  nach  denen  er  von  der  Ebene 
P  geschnitten  wird.  Wenn  die  Ebene  P  insliesondere  unendlich  weit  rückt, 
wird   aus   dem  Complex-Kegel   ein  Complex-Cylinder  und   aus   der  fraglichen 
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gunulfii  Link'  iliu  Cyliiulor-Axc.  Wir  uulifii  «liese  genidc  Liiiic  —  zuiii  Uii- 
terschieil  von  der  Bezeiclmung  Polair,  mit  der  wir  diejenif^e  gerade  Linie 
bey.eichnet  haln^n,  die  einer  gegebenen  mit  Bezug  auf  den  Complex  zugeoi'dnet 
ist  —  als  die  Polar- Linie  des  Complex -Kegels  mit  Bezug  auf  die  Ebeiif  /' 
oder  kura  als  dessen  Polar- Li  nie  bezeichnen. 

Die  Polar-Linien  der  ih-ei  f'omplex-Kegel  -/.  -i',  ./"  seien  r.  r'.  r".  Wir 
nennen  diese  drei  l'ohir-Linicn  cinantler  eonjugirt  und  l>ezilg]i(h  den  gege- 
benen geraden  Linien  u,  u,  a",  wie  deren  Polaren  b,  h\  h'\  zugehörig.  Eine  jede 
Polar-Linie  schneidet  die  ihr  zugehörige  Polare  in  einem  Puncte  der  Ebene  /''. 
"^  327.  Die  Polare  einer  beliebigen  geraden  Linie  wird  von  den  Polar- 
Ebenen  derselben  mit  Bezug  auf  silmmtliche  Complex- Kegel,  deren  Mittel- 
pimcte  auf  ihr  liegen,  umhüllt.  Es  ist  also,  beispielsweise,  h  der  Durchschnitt 
der  beiden  Polar-Ebenen  der  geraden  Linie  a  mit  Bezug  auf  die  beiden  Com- 
plex-Kegel  A'  imd  .1".  In  denselben  beiden  Ebenen  liegen  aber  auch  be- 
züglich die  Polar-Linien  der  Kegel  A'  und  A" ,  die  mr  vorhin  mit  c'  und  c" 
J)ezeichnet  haben.     p]s  wird  somit  h  von  r'  und  c"  geschnitten. 

Von  drei  einander  conjugirten  Polaren  schneidet  jede  die  zu 
den  beiden  anderen  zugehörigen  Polar-Linien. 

Es  schneidet  also  auch  jede  von  drei  conjugirten  Polar-Linien  die  zu 
den  l^eiden  anderen  zugehörigen  Polaren. 

Wenn  die  drei  Polaren  h,  h' ,  h"  gegeben  sind,  lassen  sich  die  drei 
Polar-Linien  c,  c\  r"  in  linearer  Weise  constniireu.  Denu  eine  jede  dersel- 
ben geht  durch  den  Schnittpunct  einer  der  drei  Polaren  mit  der  Ebene  P 
imd  sclmeidet  die  l)eiden  anderen.  Auf  dieselbe  Weise  bestimmen  sich 
h,  //,  //',  wenn  c,  c',  c"  gegeben  sind. 

Drei  beliebige  gerade  Linien,  insbesondere  die  drei  Polaren  ^,  //,  h" ,  be- 
stimmen, als  Linien  einer  Erzeugung,  ein  Hj-^Derboloid.  Demselben  gehören 
als  Linien  zweiter  Erzeugung  alle  diejenigen  an,  welche  die  gegebenen  drei 
geraden  Linien  schneiden.  Die  Polar-Linien  c,  c' ,  c"  sind  also  Linien  zweiter 
Erzeugung  des  dm-ch  die  Polaren  h,  0',  h",  als  Linien  der  ersten  Erzeugung, 
bestimmten  Hj^i^erboloids.  Die  sechs  geraden  Linien  h,  h' ,  h" ,  c,  c',  c"  be- 
stimmen ein  dem  Hjqierboloide  aufgeschriebenes  Sechseck  bc' h" rb' c"  (vergl. 
u.  109).  Dieses  Sechseck  vertritt  bei  beliebiger  Aunalune  der  Ebene  P  das 
durch  drei  conjugirte  Durchmesser  und  den  diesen  parallelen  Cylinder-Axen 
bestimmte  Centralparallelepiped  in  dem  Falle  der  unendlich  weit  gerückten 

Ebene. 
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Die  drei  Ebenen  {b,  c),  {b',  c'),  {b",  c"),  welche  die  Tangential-Ebenen 
des  in  Eede  stehenden  Hyperboloids  in  den  drei  in  P  liegenden  Pnncten 
(«',  a"),  («",  d),  {(t,  n')  sind,  schneiden  sich  in  einem  Puncte  0,  dem  Pole 
der  Ebene  P  in  Bezng  anf  das  Hyperboloid.  Wh-  können  diesen  Pnnct  noch 
auf  andere  Arten  bestimmen.  Die  Ebene  [b,  c)  schneidet  die  Ebene  P  in  einer 
geraden  Linie  d.  Die  vierte  Harmonieale  zu  b,  c  und  d,  die  wir  mit  c  be- 
zeichnen wollen,  geht  dm-ch  den  gesuchten  Punct.  In  demselben  Puncte 
schneiden  sich  die  drei  Diagonalen  des  Sechsecks  bc'b" cb' c". 

Wenn  die  Ebene  P  unendlich  weit  rückt,  wird  aus  dem  Puncte  0  der 
Mittelpunct  des  Centralparallelepipeds.  Wir  können  den  Mittelpunct  eines 
solchen  Parallelepipeds  entweder  als  den  Durchschnitt  derjenigen  drei  Ebenen 
definiren,  welche  durch  je  einen  Durchmesser  und  die  ihm  parallele  Cylinder- 
Axe  hindurchgehen,  oder  als  den  gemeinsamen  Durchschnitt  der  drei  Mittel- 
linien zwischen  je  einem  Dm-chmesser  und  der  parallelen  Cylinderaxe,  oder 
endlich  als  den  gemeinsamen  Durchschnitt  der  Diagonalen  des  Central- 
parallelepipeds. 

328.  Genau  dieselben  Rechnimgen  und  Betrachtungen,  durch  welche 
wir  in  der  245.  und  246.  Nummer  nachgewiesen  haben,  dass  alle  Central- 
parallelepipeda  eines  gegebenen  Complexes  denselben  Mittelpunct  haben,  den 
wir  als  den  Mittelpunct  des  Complexes  bezeichneten,  zeigen,  dass  der 
Pol  0  der  Ebene  P  in  Bezug  auf  das  durch  //,  //',  //'  bestimmte  Hyperboloid 
unabhängig  ist  von  der  Auswalü  dieser  drei  eonjugirten  Polaren. 

Der  Pol  der  Ebene  i*  mit  Bezug  auf  ein  durch  drei  conjugirte 
Polaren  bestimmtes  Hyperboloid  ist  von  der  Auswahl  dieser  Po- 
lar,en  unabhängig. 

Der  Punct  0  ist  also  der  Ebene  P  durch  den  gegebenen  Complex  zuge- 
ordnet. Wir  wollen  ihn  den  Pol  der  Ebene  P  mit  Bezug  auf  den 
Complex  nennen. 

In  einem  Complexe  zweiten  Grades  ist  einer  gegebenen 
Ebene,  im  Allgemeinen,  ein  Punct  in  eindeutiger  Weise  zu- 
geordnet. 

Wir  haben  in  der  323.  Nummer  nachgewiesen,  dass  der  Mittelpunct  des 
Complexes  zusammenfifcllt  mit  dem  Mittelpuncte  der  durch  seine  singulären 
Puncte  imd  Ebenen  bestimmten  Fläche.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Der  Pol  einer  gegebenen  Ebene  mit  Bezug  auf  einen  Com- 
plex   zweiten   Grades   fällt    mit    dem    Pole   derselben   Ebene   mit 
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Ui-zu-j;  aiit'  ilic  von  dfii  sin^fuliVrt'n  I'uuctcii  ilos  ('(niipK-XL'.s  j^ebil- 
ih'te  und  von  den  singulftren  Ebenen  desselben  unihilllte  Flüche 
zusaninien. 

o2i).  Es  sei  eine  Ix'lieljige  Linie  »  der  Ebene  /'  <<efiel)en.  Die  ihr  zu- 
fiehörige  Polare  sei  /',  die  l'olariinie  r.  Dann  halien  wir  die  f,'erade  Linie  e, 
welche  den  l'nl  der  Eliene  J'  mit  dem  Schnittpuncte  der  Ijciden  geraden 
Linien  //  untl  c  verbindet,  in  der  Art  construirt,  dass  wir  durch  //  und  c 
eine  Ebene  legten  und  die  vierte  Harmonicale  zu  //.  r  und  der  Schnittlinie  f/ 
dieser  Ebene  mit  der  Ebene  /'  bestimmten.  Wir  untersuchen  zuuilchst,  in 
wie  weit  diese  Construction  ihre  Gültigkeit  behillt,  wenn  die  angenommene 
'gerade  Linie  ti  dem  Complexe  angehört,  insbesondere,  wenn  dieselbe  eine 
singulare  Linie  desselben  ist. 

Es  sei  «  eine  Linie  des  gegebenen  Complexes.  Dann  fallt  die  Polare  // 
mit  ihr  zusammen.  Alier  auch  die  Polar-Linie  r  ist  von  «  und  0  nicht  ver- 
schieden. Denn  der  Pol  der  geraden  Linie  ff  in  Bezug  auf  die  in  /'  liegende 
Complex-CuiTe  ist  der  Beri\hrungspunct  derselben  mit  dieser  Cuitc,  imd  der 
Complex-Kegel ,  dessen  Mittelpuuct  dieser  Punct  ist,  benihrt  die  Ebene  P 
nach  der  Tangeute  in  diesem  Puncte,  das  heisst,  nach  der  angenommeneu 
geraden  Linie  ff.  Es  fallen  sonach  /-  und  r.  imd  damit  auch  V,  mit  der  ge- 
raden Linie  ff  zusammen.  Die  vierte  Harmonieale  zu  //.  r  uiul  f/  wird  un- 
bestimmt. Die  geometrische  Construction  der  Verbindungslinie  des  Pols  der 
geraden  Linie  ff  in  Bezug  auf  die  in  P  liegende  Complex-Curve  mit  dem 
Pole  der  Ebene  /'  in  Bezug  auf  den  Complex  wird  illusorisch. 

Wenn  die  gerade  Linie  ff  insbesondere  mit  einer  der  vier  singidären 
Linien  zusammenlallt,  welche  in  /'  liegen,  so  wird  zunächst  ihre  Polare,  l/, 
imbestimmt.  Dieselbe  kann  beliebig  imter  denjenigen  geraden  Linien  ange- 
nommen werden,  welche  in  der  zugeordneten  singulflren  Ebene  durch  den 
zugeordneten  singulären  Punct  gehen.  Dieser  Punct  ist  der  Benün-ungspunct 
der  singiüären  Linie  «  mit  der  in  P  liegenden  Complex-Cm-ve,  Der  Complex- 
Kegel,  welcher  denselben  zum  Mittelpuncte  hat,  zerfällt  in  zwei  sich  nach 
der  singulären  Linie  ff  schneidende  Ebenen.  Die  Polar-Linie  r  wird  danach, 
wie  die  Polare  f/,  imbestimmt  und  ist  einzig  der  Bedingung  unterworfen,  in 
derjenigen  Ebene,  welche  zu  den  genannten  beiden  und  der  Ebene  P  harmo- 
nisch ist,  diu'ch  den  auf  ff  liegenden  Beriihnmgspunct  hindurchzugehen. 
Die  gesuchte  Linie  e  ist  in  der  vierten  harmonischen  Ebene  zu  der  gegebenen 
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Ebene  P  und  zu  den  beiden  Ebenen,  in  welchen  liezügiich  h  und  c  liegen, 
enthalten,  wird  aber  innerhall)  derselben  durch  die  allgemeine  Construction 
nicht  vollständig  bestimmt. 

330.  Wenn  die  gerade  Linie  u  dem  gegebenen  Complexe  nicht  angehört, 
sind,  im  Allgemeinen,  die  zugehörige  Polare,  h,  und  die  zugehörige  Polar- 
Liuie,  c,  verschieden.  Dem  entspricht,  dass  sich,  im  Allgemeinen,  drei  con- 
jugirte  Polaren  nicht  schneiden.  Nach  den  Erörterungen  der  251.  Nimimer 
gibt  es  ein  System  dreier  zugeordneter  Durchmesser,  welche  dm-ch  den  Mittel- 
punct  des  Complexes  hindm-chgehen.  Es  fallen  dieselben  mit  den  ihnen 
parallelen  Cylinder-Axen  zusammen.  Entsprechend  gibt  es  für  jede  Eigene 
drei  einander  zugeordnete  Polaren,  welche  durch  den  Pol  der  Ebene  hindurch-' 
gehen,  imd  also  mit  den  ihnen   zugehörigen  Polar-Linien  zusammenfallen. 

Wenn  wir,  nach  der  251.  Nummer,  den  Complex  auf  diejenigen  drei 
Durchmesser,  welche  sich  in  seinem  Mittelpuncte  schneiden,  als  Coordinaten- 
Axen  beziehen,  so  wird  seine  Gleichung  die  folgende: 

Ar''  +  Bx'  +  r/«2  +  T)6'-  +  E^i  +  A/^ 
+  -liUh  +  -lUrh  +  2/r.y 
—  INro  +  2(9.V9  +  2  Vliri  ^  -ß  =  0.  (184) 

Dann  erhalten  wir  für  die  von  den  Linien  desselben  in  der  unendlich  weit 
entfernten  Ebene  umhüllte  Curve: 

Dt'  ^  Eu-i  +  Fv'-  =  0.  (185) 

Für  die  in  derselben  Ebene  liegende  Curve  desjenigen  Complexes,  dessen 
Gleichung  die  folgende  ist: 

finden  wir: 

BN/''  +  EOir-  +  Frv''  =  0.  (187) 

In  den  beiden  Gleichungen  (185)  und  (187)  kommen  nur  noch  die  Quadrate 
der  Veränderlichen  vor.  Es  sind  also  die  beiden  durch  diese  Gleichungen 
dargestellten  Curven  zweiter  Classe  auf  ein  in  Bezug  auf  beide  sich  selbst 
conjugirtes  Coordiuateu-Systeni  bezogen. 

Wir  haben  durch  die  Gleichung  (186)  im  Verein  mit  der  Gleichung 
des  gegebenen  Complexes  die  singulären  Linien  des  letzteren  bestimmt.  Es 
sind  die  in  der  unendlich  weit  liegenden  Ebene  enthaltenen  vier  singulären 
Linien  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  beiden  durch  die  Gleichungen 
(185)   und  (187)   dargestellten  Kegelschnitte.     Die   drei   Puncte,   in  welchen 


die  Cuordinuton-Axoii  o .\ ,  ni  ,  iiZ  .li.-  uneiidlirli  weit  liegende  Ebene 
schneiden,  sind  also  diejeniffeii  «Irt-i  runcte,  in  wcklien  sich  die 
'Diiijjfonalen  des  von  den  vier  in  dieser  Ebene  liegenden  singu- 
lilren  Linien  gebildeten  vollstAndigen  Vierseits  schneiden.  Es 
sind  die  drei  Diagonalen  <liejenigen  in  der  unendlicii  weit  entfernten  Ebene 
liegenden  geraden  Linien,  deren  zugehörige  Polare  nnd  Polar -Linie  zusam- 
menfallen, ohne  dass  sie  selbst  dem  Complexe  angehören. 

Die  vox-stehenden  Betrachtungen  ül)ertragen  sich  unmittelbar  von  der 
unendlich  weit  liegenden  Ebene  auf  eine  beliebig  angenommene. 

3oL  Fnr  eine  gegebene  Ebene  gibt  es  im  Allgemeinen  nur  ein  System 
dreier  zugeordneter  Polaren,  welche  sich  in  dem  Pole  der  Ebene  schneiden: 
dasjenige,  welches  wu-  in  der  vorhergehenden  Xummer  construirt  haben. 
Diese  Construction  wird  unljestimmt,  wenn  die  vier  singulären  Linien  in  der 
angenommenen  Ebene  /'  paanveise  zusanmieufallen ,  —  was  feine  zweifache 
Particiüarisation  der  Beziehung  des  gegebenen  Complexes  zu  derselben  ver- 
langt. Dann  ist  diuxli  die  beiden  geraden  Linien,  in  welche  die  vier  singii- 
Iftren  Linien  zusammenfallen,  ein  Durchschnittspunct,  o,  und  eine  gerade 
Linie,  p,  die  Polare  von  o  in  Bezug  auf  die  in  P  liegende  Complex-Curve, 
bestimmt.  Die  Polare  von  j»  in  Bezug  auf  den  Complex  geht  durch  den 
Pimct  0  und  den  Pol  der  Ebene  P  in  Bezug  auf  den  Complex  hindurch. 
Und  umgekehrt  geht  die  Polare  einer  jeden  geraden  Linie,  welche  sich  in 
P  durch  0  legen  lilsst,  durch  einen  Pimct  der  geraden  Linie  p  und  den  Pol 
der  Ebene  P  in  Bezug  auf  den  Complex.  Es  gibt  dann  unendlich  viele 
Polaren,  welche  sich  in  dem  Pole  der  Ebene  P  schneiden.  Eine  derselben 
ist  ausgezeichnet.  Die  übrigen  sind  alle  der  ehaen  conjugirt  und  liegen  in 
einer  durch  den  Pol  gehenden  Eigene. 

Wenn  alle  Polaren  der  in  /'  liegenden  geraden  Linien  durch  deu  Pol 
von  P  liindm-chgehen  sollen,  so  müssen,  nach  der  geometrischen  Construction, 
die  -wir  betrachten,  alle  in  /'  liegenden  Linien  des  Complexes  singulare 
Linien  desselben  sein.  Es  verlangt  das,  so  lange  die  gegebene  Ebene  keine 
singulare  Ebene  ist,  eine  fünffache  Particularisation  der  Beziehmig  der 
gegebenen  Ebene  zu  dem  Complexe.  Denn  es  ist  dazu  erforderlich,  ent- 
weder dass  die  von  Linien  des  Complexes  (186)  in  der  gegebenen  Ebene 
/'  umhüllte  Cui-ve  von  der  in  derselben  Ebene  liegenden  Cm-ve  des  gegebenen 
Complexes  nicht  verschieden  sei,  oder,  dass  eine  jede  Linie  der  Ebene  P  dem 
Complexe  (186)  angehöre.     Ob  der  eine  oder  der  andere  Fall  eintritt,  hängt 
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von  der  Wahl  des  überzähligeu  Gliedes  in  der  Gleichung  des  gegebenen 
Complexes  ab. 

Wenn  der  gegebene  Complex  zweiten  Grades  insbesondere  A'on  der  Art 
ist,  dass  seine  Linien  eine  Fläche  des  zweiten  Grades  umhüllen,  so 
schneiden  sich  die  Polaren  aller  solchen  geraden  Linien,  welche  in  einer 
beliebigen  Ebene  liegen,  in  dem  Pole  dieser  Ebenen  in  Bezug  auf  den  Complex, 
der  mit  dem  Pole  derselben  in  Bezug  auf  die  Fläche  zusammenfällt.  Und 
allerdings,  sind  alle  Linien  eines  solchen  Complexes  als  siugiüäre  Linien  an- 
zusehen. Die  Fläche,  die  in  dem  allgemeinen  Falle  der  Coniplexe  zweiten 
Grades  von  den  singulären  Puucten  desselben  gebildet  vmd  von  den  singulären 
El)enen  desselben  umhüllt  wird,  ist  in  dem  Falle  der  besonderen  Complexe, 
die  eine  Fläche  des  zweiten  Grades  darstellen,  von  dieser  letzteren  nicht 
verschieden. 

332.  Wenn  die  gegebene  Ebene  P  eine  singulare  Ebene  ist,' so  fällt 
ihr  Pol  mit  Bezug  auf  den  Complex,  nach  den  Auseinandersetzungen  der 
279.  und  323.  Nummer,  mit  dem  ihr  zugeordneten  singulären  Pimete  zusam- 
men. Dieser  Puuct  ist  der  Berührungspunct  der  gegebenen  singulären  Ebene 
mit  der  Fläche  der  singulären  Pmicte  und  Ebenen. 

Wir  üljerzeugen  uns  leicht  von  der  Richtigkeit  dieses  Resultates.  Die 
Complex-Ciu-ve  in  der  gegebeneu  Eigene  P  hat  sich,  der  Voraussetzung  ent- 
sprechend, in  das  System  zweier  Punete,  Ky  und  K., ,  aufgelöst.  Die  Ver- 
bindungslinie derselben  (A'i  K.^ )  ist  die  der  gegebenen  singulären  Eliene 
zugeordnete  singulare  Linie.  Auf  dersell)en  liegt  der  zugehörige  singulare 
Punct  0,  welcher  der  Pol  der  Ebene  P  ist. 

Es  sei  eine  belielDige  gerade  Linie,  a,  der  Ebene  P  gegeben.  Ihre  Polare 
b  schneidet  die  Eigene  P  in  einem  Punete  der  singulären  Linie  (/i'i  A\, ).  Der 
Complex-Kegel,  dessen  Mittelpunct  dieser  Schnittpimct  ist,  berührt  die  gege- 
bene Ebene  P  nach  (A'i  /i',,).  Es  fallt  also  die  zu  der  beliebig  angenommenen 
geraden  Linie  a  zugehörige  Polar -Linie  c  mit  (A'i  K ,)  zusammen.  Damit 
ist  ausgesprochen,  dass  der  Pol  der  Ebene  P  auf  der  singulären  Linie  (A'i  AV) 
zu  suchen  ist.  Denn  die  durch  h  imd  c  hindm'ch  gelegte  El)ene  schneidet 
die  Ebene  P  wieder  nach  ^.  und  die  vierte  Harmonieale  zu  U,  r  und  dieser 
Schnittlinie  muss,  weil  h  und  r  nicht  selbst  zusammenfallen,  mit  r  zusam- 
menfallen. 

Um  den  Pol  auf  der  singulären  Linie  {KiK.)  zu  bestimmen,  lassen  wir 
die    behellig     angenommene    gerade    Linie   a  mit   (A'i  A\,)    zusammenfallen. 
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Ihiim  entsprechen  ihr  luientllieli  viele  ^'enule  Linien  ii!s  Polaren:  alle  diejenigen, 
welche  in  der  geget)enen  El)ene  /*  durch  den  /.ugLH)rdneh'n  singulflren  Pnnct, 
'>,  hindurchgehen.  Damit  ist  der  Beweis  geführt,  itrini  die  nei-te  Hanno- 
nicale  zu  solch'  einer  Polaren,  der  Polar-Linie  eines  Coniplex-Kegels,  dessen 
Mittelpunct  l)eliel)ig  auf  dei-sellien  angenommen  ist,  und  der  Schnittlinie  der 
durch  die  Polare  und  die  Polarlinie  bestimmten  Eliene  mit  der  gegebenen, 
/',  tilUt  mit  der  angenommenen  Polaren  selbst  zusammen. 

333.  Ist  die  gegel»ene  El)ene  P  eine  Doppel  ebene  des  Complexes,  so 
wird  die  Lage  ihres  Pols  iml)estimmt.  Der  geometrische  Ort  für  denselben 
ist  diejenige  Cun'e  zweiter  Ordnimg,  nach  welcher  die  Doppelebene  die  Fläche 
der  singid.lren  Puncte  und  Ebenen  berührt.  Die  Complex-CuiTe  in  der  Dop- 
l)elebene  hat  sich  in  das  System  zweier  Puncte  aufgelöst .  welche  in  einen 
Puuct  der  Berid)rungs-Curve  zweiter  Ordnung  zusammenfallen.  Die  Kichtmig 
der  Verbindungslinie  der  beiden  Puncte  ist  imbestimmt  geworden.  Eine  jede 
Linie,  welche  in  P  durch  den  Punct,  in  welchen  die  beiden  zusammengefallen 
sind,  hindurchgeht,  ist  eine  singulare  Linie.  Der  einer  jeden  derselben  ent- 
sprechende singulilre  Punct  kann  als  Pol  der  Ebene  /*  in  Bezug  auf  den 
Complex  angesehen  werden.  Wenn  sich  die  singulare  Linie  in  P  um  den 
festen  Rmct  dreht,  heschreibti  der  entsprechende  singulilre  i'unct  jene  Curve 
der  zweiten  Ordnung,  nach  \velcher  die  Doppelebene  die  Fläche  der  singuläreu 
Puncte  und  Ebenen  berülu*t. 

Wir  haben  noch  den  Fall  zu  erwähnen,  dass  alle  in  einer  gegebenen 
Ebene  P  liegende  Linien  dem  Complexe  angehören.  Es  kann  von  einem 
l)estimmten  Pole  einer  solchen  Ebene '  mit  Bezug  auf  den  Complex  keine 
Rede  mehr  sein.  Dem  entspricht,  dass  sich  die  Eigene  als  isolirte  Ebene  von 
der  Fläche  der  singulären  Puncte  absondert,  wodurch  diese  auf  die  th'itte 
Ordnung  erniedrigt  wird. 

334.  Die  unendlich  weit  liegenden  Linien  des  gegebenen  Complexes 
haben  wii*  durch  einen  besonders  einfachen  Complex,  dessen  Gleichung  noch 
dadurch  übersichtlicher  wurde,  dass  wir  ihn  in  nahe  Beziehung  zu  dem 
Coordinaten-System  setzten,  durch  den  Asymptoten -Comp  lex  des  gege- 
benen, dargestellt.  In  dem  aUgemeinen  Falle  erhielten  wii-  die  Gleichung  des 
As}Tiiptoten-Complexes ,  wenn  wir  in  der  Gleichung  des  gegebenen  die  drei 
Veränderlichen  r,  s,  h  verschwinden  liessen.  Dann  stellte  derselbe  eine 
Kegelfläche  zweiter  Classe  dar,  deren  Mittelpunct  in  den  Coordinaten-Anfangs- 
punct  fiel  und  welche  aus  der  unendlich  weit  entfernten  Eigene  die  in  derselben 

Pliicker,  Gcomelrie.  42 
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von  Linien  des  Complexes  umhüllte  Curve  herausschnitt.  Wenn  sich  die 
Beziehung  der  unendlich  weit  liegenden  Ebene  zu  dem  gegebenen  Complex 
particularisirte,  so  mussten  noch  weitere  Glieder,  als  nur  die  zweiter  Ordnung 
in  Q,  6,  rj,  aus  der  Gleichung  des  gegebenen  Complexes  für-  die  Gleichimg 
des  Asymptoten-Complexes  ausgewählt  werden,  damit  dieser  mit  derselben 
Annäherung,  wie  in  dem  allgemeinen  Falle,  die  unendlich  weit  liegenden 
Linien  des  gegebenen  Complexes  darstelle.  Der  Grad  der  Annäherung  des 
Asymptoten-Complexes  an  den  gegebenen  Complex  ist  in  allen  Fällen  der 
erste;  das  heisst,  die  Beziehung  des  Asymptoten-Complexes  zu  dem  gegebenen 
Complexe  bleibt  unverändert,  wenn  wir  dieselben  parallel  mit  sich  selbst 
gegen  einander  um  ein  endliches  Stück  verschieben. 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  für  eine  beliebige  Ebene,  insbeson- 
dere für  eine  jede  der  drei  Coordinaten- Ebenen,  anstellen.  Wir  nennen 
Asymptoten-Complex  des  gegebenen  Complexes  mit  Bezug  auf  eine  Coordi- 
naten-Ebene  denjenigen  Complex,  welcher  mit  dem  gegebenen  Complexe  alle 
in  dieser  Ebene  und,  bis  auf  Grössen  erster  Ordnung,  alle  in  solchen  Ebenen, 
die  von  der  Coordmaten-Ebene  unendlich  wenig  verschieden  sind,  liegenden 
Complex-Linien  gemein  hat,  und  welcher  unter  denjenigen  Complexen,  die 
mit  ihm  diese  Eigenschaft  theüen,  sowolil  an  und  für  sich  als  in  Beziehung 
auf  das  Coordinaten-System  der  einfachste  ist. 

335.  Bei  der  Aufstellung  der  Gleichimg  des  einer  Coordinaten -Ebene 
zugehörigen  Asymptoten-Complexes,  verfahren  wir  wie  früher  in  dem  Falle  der 
unendlich  weit  entfernten  Ebene.  Wenn  wir  insbesondere  die  Ebene  FZ  aus- 
wählen, so  erhalten  wir  zunächst,  indem  wir  in  der  Gleichimg  des  gegebenen  Com- 
plexes, für  welche  wir  die  Gleichung  (V)  nehmen  wollen,  r,  q,  tj  verschwinden  lassen : 
Bs-'  -\-  Ck'^  -{-  D6'^  +  2Gsh  —  2Ss6  —  2Th6  =  0.  (188) 

Diese  Gleichung  stellt  einen  Complex  dar,  dessen  Linien  eine  Cy linder- 
fläche zweiter  Classe  umhüllen,  deren  Seiten  O.Y  parallel  sind,  und  durch 
welche  aus  FZ  die  in  dieser  Ebene  liegende  Complex-Curve  ausgeschnitten  wird. 

Durch  passende  Wahl  der  Coordinaten-Axen  OF  und  0.^  in  der  festen 
-F.^- Ebene  können  wir,  im  Allgemeinen,  die  vorstehende  Gleichung  auf  die 
folgende  Form  bringen: 

Bs^  -f  Ch"  +  Bg'  =  0.  (189) 

Wenn  sich  dann  die  Complex-Ciu-ve  in  FZ,  indem  FZ  eine  singulare  Ebene 
wird,  in  das  System  zweier  Pimcte  auflöst,  so  verschwindet  eine  der  drei 
Constanten  B,  C  und  B.   Verschwindet  B,  so  müssen  wir  zu  der  Gleichung  (189), 
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welche  in  dem  allgemeinen  Falle  den  Asymptuten-Complex  thirstoUt,  aus  der 
Gleichung  des  gegelx?nen  Complexes  noch  diejenigen  ftlieder  hinzunehmen, 
welche  die  Veränderliche  <;  in  der  ersten  Potenz  enthalten.  Auf  diese  Art 
wird  die  Gleichung  des  As\-mptoten-Complexes: 

ßst  ^  c/i"  —  '2Uij  -f  JVq)  a  ^  0.  (190) 

Ein  Glied  mit  /<>  tritt  nicht  hinzu.     Denn  es  ist: 

_  .V/0-  4-  OsQ  +  lAtj  =  {0  —  N)SQ  +  (J— .V)//»y 
Wenn  die  beiden  Puncte.  in  welche  sich  die  Complex-Curve  in  FZ  auigelo.it 
hat,  der  Amiahme  entsprechend,  dass  FZ  eine  Doppelebene  des  gegebenen 
Complexes  sei,  in  einen  Punct  zusammenfallen,  so  verschwinden  in  der 
Gleichung  (189)  zwei  der  drei  Constanten  ß,  C,  D.  Sind  /?  und  C  die  beiden 
verschwindenden  Constanten,  so  wird  die  Gleichimg  des  Asymptoten-Complexes, 
indem  wir  aus  der  des  gegebenen  die  Glieder  erster  Ordnung  in  v  und  //  zu 
der  Gleichung  (189)  hinzunehmen: 

/>r>--  +  2(/;-  +  Rri)x  +  'l{Ur  +  6>)  h 
^t{0  —  N)sq-^2{V—N)h'n  =  i).  (191) 

Wenn  endlich,  der  Annahme  entsprechend,  dass  eine  jede  gerade  Linie  der 
Ebene  VZ  dem  gegebenen  Complexe  angehöre,  in  der  Gleichung  (189)  die 
drei  Constanten  B,  C.  D  zugleich  versch^\^nden ,  so  erhalten  vm  für  die 
Gleichimg  des  Asymptoten-Complexes,  indem  wir  aus  der  Gleichung  des 
gegebenen  die  Glieder  ei-ster  Ordnung  in  s,  ä,  o  auswählen: 
(//•  -\-Rr,)s  +  {II, ■  +  UQ)h  -{Lrt  +  MQ)a 

—  Nro  4-  OsQ  +  Vhri  =  0-  (192) 

Wir  verfolgen  hier,  indem  wir  auf  die  Entwickelungen  des  dritten  Para- 
graphen verweisen,  diese  Betrachtungen  nicht  weiter  imd  gehen  insbesondere 
nicht  auf  eine  nähere  Discussion  der  durch  die  Gleichungen  (190),  191),  (192) 
dargestellten  Complexe  ein. 

336.    Ein  Linien-Complex  stellt   ein  sich  selbst  reciprokes  Gebilde   dar, 

der  doppelten  Anordnung  entsprechend,  welcher  seine  Gleichung  fähig  ist,  je 

nachdem   wir  die  gerade  Linie  als  Strahl  oder  als  Axe   betrachten.     Einer 

Vertauschung    der    beiden    Auffassungen    entspricht    eine   Vertauschung    der 

Coordinaten  der  geraden   Linie   unter  sich.     Die   Gestalt   der  Gleichimg  des 

Complexes  bleibt  dabei   imgeändert.     Darin  liegt  die  Berechtigung,   alle  im 

Vorstehenden  enthaltenen  Betrachtungen  und  Resultate  nach  den  Kegeln  des 

Princips   der  Reciprocität  von  einer  beliebigen  Ebene   auf  einen  beliebigen 

Punct  zu  übertragen. 

42* 
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Wir  wollen  den  beliebigen  Punct  insbesondere  mit  dem  Coordinaten- 
Anfangspuncte  zusammenfallen  lassen.  Auf  ilm  übertragen  sich  dann  alle 
analytischen  Entwickelungen  und  Beziehungen,  welche  wir  für  die  unendlich 
weit  entfernte  Ebene  aufgestellt  haben,  wenn  wir  überall  Punct-  und  Ebenen- 
Coordinaten,  Strahlen-  und  Axen-Coordinaten  imd,  dem  entsprechend,  nach 
den  Eegeln  der  153.  Nummer,  die  folgenden  Constanten  der  Complex-Gleiehunng : 

A,  B,  C,  G,  H,  I,  1\  (J,  R 

gegenseitig  mit  den  Constanten: 

D,  E,  F,  K,  L,  M,  S.  T,  V 

vertauschen. 

Insbesondere  haben  wir  für  die  in  der  unendlich  weit  entfernten  Ebene 
liegende  Complex-Curve  die  Gleichung  erhalten: 

Dt'  +  Ell''  -I-  Fv'  +  iKuv  +  2Ltv  -f  '2Mtu  =  0. 
Diejenige  Gleiehimg,  welche  sich  aus   derselben  nach  den  vorstehenden  Ver- 
tauschungs-Regeln  ableitet : 

A.V'  +  B//'  +  Cz-'  +  2Gi/:  +  2//.iz  +  2/.r^  =  0, 
stellt  den  Complex-Kegel  dar,   dessen  Mittelpunct  der  Coordinaten-Anfangs- 
punct  ist. 

Wenn  der  beliebig  anzunehmende  Punct,  den  wir  mit  dem  Coordinaten- 
Anfangspuncte  haben  zusammenfallen  lassen,  unendlich  weit  rückt,  können 
wir  für  ihn  einen  beliebigen  derjenigen  drei  Puncte  wälüen,  in  welchen  die 
unendlich  weit  entfernte  Ebene  bezüglich  von  den  Coordinaten-Axen  OA',  OV,  (fZ 
geschnitten  wird.  Die  Vertauschungs-Eegeln,  welche  einer  derartigen  Annahme 
entsprechen,  leiten  sich  iinmittelbar  aus  den  vorstehenden  ab,  wenn  wir 
zunächst,  nach  den  Erörterungen  der  325.  Nummer,  die  mieudlich  weit 
entfernte  Ebene  bezüglich  durch  die  Coordinaten-Ebenen  XZ,  YZ,  XF  ersetzen. 
337.  Wir  beschrä)ilien  uns  im  Folgenden  darauf,  die  wesentlichen 
Ergebnisse,  welche  wir  früher  für  eine  beliebige  Ebene  abgeleitet  haben,  für 
einen  beliebigen  Punct  ohne  weiteren  Beweis  auszusprechen. 

Sei  0  der  angenommene  Pimct.  a,  a' ,  u"  seien  drei  beliebige  durch 
ihn  hindurchgehende  gerade  Linien,  welche  einander  in  Bezug  auf  den  Complex- 
Kegel  K,  dessen  Mittelpunct  in  0  fällt,  conjugii-t  sind.  Die  Polaren  dieser 
drei  geraden  Linien  mit  Bezug  auf  den  Complex,  die  wir  mit  h,  b' ,  h" 
bezeichnen  wollen,  liegen  bezüglich  in  den  drei  Ebenen  («',  a"),  («",  a),  [a,  d). 
Wir  nennen  die  drei  Polaren  einander  conjugirt.  Die  Polar-Linien  des  Pvmctes 
(f  in  Bezug  auf  die  in   den  drei  Ebenen   {d,  a"),  (</",  u),   {a,  d)  liegenden 
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Coniplex-C'iu-ven,  die  r,  c',r"  genunnt  wt-nleii  mögen,  lieis-sen  den  ib-fi  Polaren 
/),  h\  h"  und  den  drei  gegebenen  geraden  Linien  a .  u' ,  a"  zugehörig.  Wir 
liezeichnen  sie  als  drei  einander  conjugiile  Polar-Linien.  Daim  gilt  zunächst 
der  folgende  Satz: 

Von  je  drei  conjugirten  Polaren  schneidet  jede  die  den 
iinderen  beiden  zugehörigen  Polar-Linien. 

Von  je  drei  Polar-Linien  schneidet  also  auch  jede  die  zu  den  anderen 
beiden  zugehörigen  Poliirt-n.  Wenn  Av\  Piiin  t  <>  und  drei  conjugirte  Polaren 
oder  Polar-Linien  gegeben  sind,  so  la.ssen  sich,  iiudi  diesem  Satze,  die  zuge- 
hörigen Polar-Linien,  bezüglich  Polaren,  linear  conntruiren. 

Drei  conjugirte  Polaren  als  Linien  einer  Erzeugung  und  die  zugehörigen 
Polai'-Linien  als  Linien  der  anderen  Erzeugung  bestimmen  ein  Hyperboloid. 
Die  Polar-Ebene  des  Pimctes  0  in  Bezug  auf  dieses  Hyperboloid  ist  diejenige 
Ebene,  P,  welche  die  tkei  Schnittpuncte  je  einer  der  drei  conjugirten  Polaren 
mit  der  ihr-  zugelKirigen  Polar-Linie  enthalt.  Diese  Ebene  ändert  sich  nicht, 
wenn  wir  an  Stelle  dn-  angenommenen  di'ei  conjugirten  Polaren  irgend  drei 
andere  setzen. 

Die  Polar-Ebene  des  Punctes  <>  in  Bezug  auf  ein  durch  drei 
conjugirte  Polaren  bestimmtes  Hyperboloid  ist  von  der  Aus- 
wahl dieser  Polaren  unabhängig. 

Die  Ebene  /'  ist  also  dem  Puncte  (i  durch  den  gegebenen  Complex 
zugeortbiet.  Wir  wollen  sie  die  Polar-Ebene  des  Punctes /'mit  Bezug 
auf  den  Complex  nennen. 

In  einem  Complexe  zweiten  Grades  ist  einem  gegebenen  Puncte, 
im  Allgemeinen,  eine  Ebene  in  eindeutiger  Weise  zugeordnet. 

Wir  können  dieselbe  Ebene  als  die  Polar-Ebene  des  gegebenen 
Punctes  mit  Bezug  auf  die  von  den  singularen  Puucten  des 
Complexes  gebildete  und  von  den  singiilären  Ebenen  desselben 
umhüllte  Fläche  constrairen. 

338.  Wenn  die  angenommenen  di'ei  geraden  Linien  a,  «',  u"  nicht  selbst 
dem  Complexe  iingehören,  so  schneiden  sich,  im  Allgemeinen,  ihre  zugehörigen 
Polaren  nicht.  Solcher  zugeordneter  Polar-en,  welche  sich  schneiden,  imd  die 
also  mit  ihren  zugehörigen  Polar-Linien  in  die  Polar -Ebene  des  gegebenen 
Punctes  zusammenfallen,  gibt  es,  im  Allgemeinen,  nur  ein  System.  Die 
entsprechenden  drei  geraden  Linien  n,  a',  a"  sind  leicht  zu  construiren. 

Dm-ch  den  gegebenen  Pimct  0  gehen  vier  singulare  Linien  des  Complexes 
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hindurch.     Die  drei  Durchschnitts-Linien  je  zweier   solcher  Ebenen,   welche 
zusammen  die  vier  singulären  Linien  enthalten,  sind  die  gesuchten. 

Einer  doppelten  Particularisation  der  Beziehung  des  Complexes  zweiten 
Grades  zu  dem  gegebenen  Puncte  entsprechend,  können  die  vier  singulären 
Linien,  welche  durch  deaselben  hindurchgehen,  paarweise  zusammenfallen. 
Dann  schneiden  sich  innerhalb  der  Polar-El^ene  P  des  Punctes  0  die  Polaren 
aller  solcher  gerader  Linien,  welche  in  der  Ebene,  die  die  beiden  singulären 
Linien  enthält,  durch  0  hindurchgehen,  in  einem  Puncte,  demjenigen  Puncte, 
in  welchem  die  Polar-El^ene  P  von  der  Polar-Linie  der  genannten  Eigene  in 
Bezug  auf  den  Complex-Kegel,  dessen  Mittelpunct  in  0  fällt,  geschnitten  wii'd. 
Und  auch  die  Polare  dieser  letzteren  Linie  fällt  in  die  Ebene  P.  Sie  ist  die 
Durchschnitts-Linie  derselben  mit  der  Ebene,  welche  durch  die  beiden  singu- 
lären Linien  hindurchgelegt  worden  ist. 

Eine  fünffache  Particularisation  ist  erforderlich,  wenn  alle  Polaren  in 
der  Polar-El^ene  P  enthalten  sein  sollen.  Dann  fällt  eine  jede  Polare  mit 
der  ihr  zugehörigen  Polar-Linie  zusammen.  Es  verlangt  dies,  dass  alle  durch 
den  Punct  0  hindm^chgeheuden  Complex- Linien  singulare  Linien  desselben 
seien.  Diese  Bedingung  ist  insbesondere  in  dem  Falle  derjenigen  Complexe 
erfüllt,  deren  Linien  eine  Fläche  des  zweiten  Grades  umliüUeu.  Alle 
Linien  eines  derartigen  Complexes  sind  als  singulare  Linien  desselben  anzu- 
sehen. Die  Polar-Ebene  eines  beliebigen  Punctes  in  Bezug  auf  solch'  einen 
Complex  fällt  mit  der  Polar-Ebene  desselben  m  Bezug  auf  die  von  demselben 
umhüllte  Fläche  zusammen.  Die  letztere  vertritt  die  Fläche  vierter  Ordnung 
und  Classe,  welche  in  dem  allgemeinen  Falle  durch  die  singulären  Pimcte 
und  Ebenen  des  Complexes  bestimmt  mrd. 

339.  Wenn  der  gegebene  Punct  0  insbesondere  ein  singulärer  Punct 
ist,  fällt  seine  Polar-Ebene  mit  der  zugeordneten  singulären  Ebene  zusammen. 
Es  ist  dieselbe  die  Tangential-Ebeue  der  Fläche  der  smgulären  Puncte  und 
Ebenen  in  dem  gegebenen  singulären  Puncte. 

Ist  der  gegebene  Punct  0  ein  Doppelpunct  des  Complexes,  so  wird 
seine  Polar -Ebene  unbestimmt.  Sie  kann  beliebig  unter  den  umliüllenden 
ElDenen  eines  Kegels  zweiter  Classe,  der  den  angenommenen  Punct  zmn 
Mittelpuncte  hat,  ausgewälilt  werden.  Der  Punct  0  ist  dann  ein  Doppel- 
punct der  Fläche  der  singulären  Puncte  und  Ebenen.  Die  Kegelfläche  zweiter 
Classe,  die  von  seinen  Polar-Ebenen  umhüllt  wird,  ist  der  Tangential-Kegel 
der  Fläche  im  Doppelpunct. 
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Es  künneu  i'iuUich  alle  (luich  ilt-n  l'iURt  f>  liiiuliuclij^'elu'iitli'ii  gt'iiulcii 
Linien  dem  Conii)lexe  an<,'eli(jren.  Dann  kann  von  einer  bestimmten  Pular- 
Ebene  desselben  in  Bezug  aul'  den  Complex  keine  Kede  mehr  sein.  Dem 
entspricht,  dass  siih  der  Punct  als  isoliiier  Punct  von  der  FlOche  der  singu- 
lilren  Ebenen  absondert,  wodurch  diese  auf  die  dritte  Classe  reducirt  wird. 

Es  sei  schliesslich  noch  bemerkt,  dass  in  dem  allgemeinen  Falle  der 
Complexe  zweiten  itrades  nicht,  wie  bei  den  FliUhcn  zweiten  tirades  das 
Entsprechen  der  Polar- Ebene  zu  dem  gegebenen  Punct  ein  reciprokes  ist. 
Wenn  der  Pol  der  Polar-Ebene  mit  Bezug  aul"  den  Complex  waeder  mit  dem 
anfänglich  gegebenen  Puncte  zusammenfallen  soll,  so  ist  eine  dreifache 
Particiüarisation  der  Lage  der  Eigene  zu  dem  Complexe  nothw'endig.  Es 
gibt  also,  im  Allgemeinen,  in  einem  gegebenen  Com^ilexe  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Puncten  und  Ebenen,  welche  sich  gegenseitig  in  Bezug  auf  den 
Complex  entsprechen. 

340.  Wii-  haben  diejenigen  Linien  des  Comi^lexes,  welche  in  einer  gege- 
benen Ebene  oder  in  deren  N.ihe  liegen,  dm-ch  den  Asymptoten- Comp  lex 
desselben  in  Bezug  auf  die  gegebene  Ebene  dargestellt.  Auf  ähnliche  "Weise 
bestimmen  wir  diejenigen  geraden  Linien,  welche  in  dem  Complexe  durch 
einen  gegebenen  Punct  und  alle  ihm  benachbaiien  hindurchgehen. 

Sei  der  gegebene  Punct  der  Aufangspunct  der  C!oordinaten.  Dann  erhalten 
wir  für  den  Asymptoten -Complex  des  gegebenen  Complexes  in  Bezug  auf 
denselben,  indem  war  in  der  Gleichung  des,  letzteren  die  Veränderlichen 
o,  a,  7j,  sowie  ei'ste  Potenzen  von  /•,  .v,  h  gegen  zweite  Potenzen  derselben 
vernachlässigen : 

J/-'  +  ßs'  +  C/i^  +  2GsA  +  2Ifrh  +  2/rs  =  0.  (193) 

Diese  Gleichimg  stellt  eine  in  der  unendlich  weit  liegenden  Ebene  enthaltene 
Curve  der  zweiten  Ordnung  dar.  Diejenigen  geraden  Linien,  welche  durch 
den  Coordinaten- Aufangspunct  gehen  und  diese  Cui-ve  schneiden,  gehören 
dem  gegebenen  Complex  an. 

Durch  schickliche  Wahl  der  Eichtung  der  Coordinaten-Axen  können  wir 
die  vorstehende  Gleichung  (193)  auf  die  Form  bringen: 

Ar-^  -\-  Bs-^  -\-  Ch^  =  0.  (194) 

Wenn  dann  der  Coordinaten- Aufangspunct  insbesondere  ein  siugulärer  Pimct 
des  Complexes  wird,  verschwindet  eine  der  drei  Constanten  A,  B,  C.  Sei  A  die 
verschwindende  Constante.  Dann  müssen  wir  in  der  Gleichimg  des  Asym- 
ptoten-Complexes,  damit  derselbe  mit  der  gleichen  Annäherung,   wie  früher. 


—     336     — 

die  Linien  des  gegebenen  in  der  Nachbarschaft  des  Coordinaten-Anfangspunctes 
darstelle,  neben  den  Gliedern  zweiter  Ordnnug  in  s  und  h  die  erster  Ordnung 
in  r  ans  der  Gleichung  des  gegel^enen  Complexes  beibehalten.    Wir  finden  so : 

Bs^  +  C/r^  +  2{Pq  4-  Qrj)?-  -  0.  (195) 

Ein  Glied  in  rß  tritt  nicht  hinzu,  weil: 

—  Nra  +  OsQ  +  V/irj  =  {0  —  N)sq  +  ir~N)k7j. 
Verschwinden  gleichzeitig  zwei  der  drei  Constanten  A,  B,  C,  etwa  B  und  C, 
dem  Falle  entsprechend,  dass  der  Coordinaten-Anfangspunct  ein  Doppelpunct 
des  Complexes  wird,  so  erhalten  wir,  mdem  wh-  neben  zweiten  Potenzen  von  7- 
erste  Potenzen  von  s  und  h  Ijerücksichtigen  müssen,  die  folgende  Gleichvmg 
des  Asymptoten-Complexes : 

Ar^  +  2{Ri]  —  Sß)s  +  2{—Tg-\-  Uq)// 
+  2{0  —  N)sQ  +  2{V  —  N)h',j  =  0.  (196) 

Wenn  endlich  alle  diirch  den  Anfangspunct  gehenden  geraden  Linien  dem 
Complexe  angehören,  und,  dementsprechend,  A,  B,  C  zugleich  verschwinden, 
wird  die  Gleichimg  des  AsjTuptoten-Complexes : 

(Pq  +  Orj)r  +  {Ryj  —  5ö).v  +  {—Tß  -\-  Uq)  h 

—  Nre  +  OsQ  +  Vhri  =  0,  (197) 

Es  ist  dies  dieselbe  Gleichung,  welche  wir  in  der  292.  Nummer  gefimden 
hatten,  um  die  unendlich  weit  entfernten  Linien  des  gegel)enen  Complexes 
in  dem  Falle  darzustellen,  dass  in  der  Gleichung  desselben  die  Glieder  zweiter 
Ordnung  in  den  Veränderlichen  q,  o,  rj  fehlten. 

Aehnliche  Betrachtungen,  wie  für  den  Coordinaten-Anfangspvmct,  können 
wir  für  einen  beliebigen  derjenigen  di'ei  Puncte  anstellen,  die  auf  den  drei 
Coordinaten-Axen  OÄ,  OF,  OZ  unendlich  weit  gerückt  sind. 

341.  Wir  Ijrechen  hier  die  vorstehenden  Ent Wickelungen  ab,  deren 
Zweck  die  Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  der  Complexe  zweiten  Grades 
gewesen  ist,  ruB  uns  wieder  der  Untersuchung  der  Complexflächen  zuzuwenden. 
Wir  heben  insbesondere  die  grosse  Analogie  hervor,  welche  zwischen  der  Theorie 
dieser  Complexe  und  der  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades  herrscht;  eine 
Analogie,  die  darin  ihre  Erklärung  findet,  dass  die  letzteren  als  Complexe 
zweiten  Grades  von  besonderer  Art  aufgefasst  werden  können.  Die  Gesammtheit 
der  Bedingungen,  welche  erfüllt  sein  muss,  damit  ein  gegebener  Complex  zweiten 
Grades  eine  Fläche  dieses  Grades  darstelle,  kann  in  der  einen  zusammengefasst 
werden,  dass  alle  Linien  eines  derartigen  Complexes  singulare 
Linien  desselben  sind. 


Abschnitt  III. 

Classilicutioii  der  Fläclicii  eines  alliijeiiieineii  ('(niiplexes  des 

zweiten  (irades.    ('(»iistriietiou  und  Diseussion  der 

Aequatoriallläclien. 


;542.  Unter  einer  Complexfhlche  haben  wir  eine  solche  Fläche  ver- 
standen, welche  der  iieonietris(.lie  Ort  ist  t'ilr  die  Cnrven,  die  in  den  durch 
eine  feste  gerade  Linie  hindiirchgelegten  Ebenen  von  den  Lhiien  eines  gege- 
benen Complexes  bestimmt  werden,  oder,  was  auf  dassellje  hinaaskommt, 
eine  solche  Fläche,  welche  umhüllt  wird  von  allen  Kegeln  eines  gegebenen 
Complexes,  deren  Mittelpuncte  auf  einer  festen  geraden  Linie  liegen.  Wii-  können 
sagen,  d;iss  eine  ComplexHäche  die  (tesammtheit  aller  derjenigen  Linien  eines 
gegel)enen  Complexes  darstellt,  welche  eine  feste  gerade  Linie  schneiden.  Die 
Betrachtung  dieser  Flächen  hat  bei  der  Untersuchung  der  Complexe,  wo 
wir  die  gerade  Linie  als  liaumelement  ansehen,  diesell)e  Bedeutung  wie  die 
Betrachtung  der  ebenen  Dm'chschnitts-Cm'ven  oder  der  Umhülhmgs- Kegel 
bei  der  Untersuchimg  der  Flächen. 

In  dem  Falle  der  Complexe  des  zweiten  Grades  ist  eine  Complexfläche 
im  Allgemeinen  von  der  vieiien  Ordnung  und  Classe.  Die  feste  gerade  Linie, 
welche  mit  dem  gegel)enen  Complexe  die  Complexfläche  bestimmt,  ist  eine 
Doppellinie  der  Fläche,  in  dem  zwiefachen  Sinne,  dass  sie  als  ein  Dop- 
pelstrahl und  als  eine  Doppelaxe  derselben  auftritt.  Für  vier  ausge- 
zeichnete Lagen  der  sich  um  die  Doppellinie  drehenden  Ebene  löst  sich  die 
in  dei-selben  von  Linien  des  Complexes  umhüllte  Curve,  welche  die  Fläche 
erzeugt,  in  das  System  zweier  Puncte  auf.  Diese  Puncto  sind  Doppelpuncte 
der  Fläche.  Wir  haben  die  Ebene  eine  singulare  Ebene,  die  Verbin- 
dungslinie der  beiden  Doppeli^uncte  in  derselben  einen  singulären  Strahl 
der  Fläche  genannt.  Der  singvdäre  Strahl  liegt  ganz  auf  der  Fläche,  in  dem 
Sinne,  dass  ein  jeder  seiner  Pimcte  ein  Punct  der  Fläche  ist.  Nach  seiner 
Ei-streckimg  wird   die  Fläche   von  der   singulären   Ebene  bei-ührt.  —  Vier 
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tinter  den  auf  der  Doppellinie  liegenden  Puneten  sind  dadui-ch  ausgezeichnet, 
dass  sie  die  Mittelpuncte  solcher  Complex- Kegel  sind,  welche  sich  in  das 
System  zweier  Ebenen  aufgelöst  haben.  Diese  Ebenen  sind  Doppelebenen 
der  Fläche.  Einen  solchen  Pnnct  haben  wir  einen  singulären  Punct  und 
die  Dm-chschnittslinie  der  beiden  dm-ch  ihn  bestimmten  Doppelebenen  eine 
singulare  Axe  der  Fläche  genannt.  Die  singulare  Axe  gehört  ganz  der 
Fläche  an,  insofern  jede  durch  sie  hindurchgelegte  Ebene  eine  Ebene  der  Fläche 
ist.    Gemeinsamer  Beriüu-imgspunct  für  diese  Ebenen  ist  der  singulare  Punct. 

343.  Diese  Definitionen  gewinnen  sofort  an  Uebersichtlichkeit,  wenn 
wir  diejenige  Fläche  vierter  Ordnung  und  Classe  mis  eingeführt  denken, 
welche  von  den  singulären  Puneten  des  Complexes  gebildet  und  von  den 
singulären  Ebenen  desselben  umhüllt  wird.  Die  vier  singulären  Ebenen  emer 
Complexfläche  sind  die  vier  Tangential-Ebenen,  welche  sich  dm-ch  die  Doppel- 
linie derselben  an  jene  Fläche  legen  lassen;  die  vier  singulären  Puncte  der 
Complexfläche  sind  die  vier  Durchschnittspimcte  der  Doppellinie  mit  jener 
Fläche.  Die  vier  singulären  Strahlen  und  \'ier  singulären  Axeu  sind  die  in 
dem  Complexe  den  vier  singulären  Ebenen  und  vier  smgTÜären  Puneten 
bezüglich  zugehörigen  singulären  Linien. 

Wir  wollen  im  Folgenden,  der  Kürze  wegen,  die  dm-ch  die  singulären 
Puncte  und  Ebenen  des  gegebenen  Complexes  zweiten  Grades  bestimmte  Fläche 
der  vierten  Ordnung  und  Classe  mit  dem  Buchstaben  *,  und  die  feste  gerade 
Linie,  welche  mit  dem  gegebenen  Complexe  diejenige  Complexfläche  erzeugt, 
die  wir  gerade  betrachten,  mit  d  bezeichnen. 

Wir  erhalten  unmittelbar  eine  Classification  der  Complexflächen  über- 
haupt und  insbesondere  derjenigen  des  gegebenen  Complexes,  wenn  wir  der 
geraden  Linie  d  nach  einander  alle  verschiedenen  Lagen  gegen  die  Fläche  «f> 
ertheilen.  Die  Erörterungen  des  fünften  Paragraphen  des  vorigen  Abschnittes 
geben  zu  einer  derartigen  Discussion  das  vollständige  Material. 

Wenn  wir  von  der  Beziehvmg  der  Complexfläche  zu  dem  gegebenen 
Complexe  absehen,  kommt  das  gewälilte  Eintheilungs-Princip  darauf  hinaus, 
zu  unterscheiden,  wie  die  singulären  Elemente  einer  derartigen  Fläche  gegen 
einander  gruppirt  sind  und  wie  viele  von  ihnen  insbesondere  zusammenfallen. 
Die  Betrachtung  der  Fläche  (t  zeigt  sogleich ,  wie  sich  die  verschiedenen 
besonderen  FäUe,  welche  bei  einer  derartigen  Eintheilung  auftreten,  dm-ch 
einen  Grenz-Uebergang  aus  dem  aUgemeinen  Falle  ableiten  lassen.  Wir  heben 
hier    insbesondere  hervor,    wie    sich    durch    das    Zusammenfallen    singulärer 
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Elfmcntf  allniillilit  li  <  »nlmiii'i  uiul  Chissf  <ler  Cniiiplcxlliltrlii'  i-iiiifilri^fii.  bis 
tüf  l'lAche  zuletzt  von  der  zweiten  Urilmuif;  und  «liLSsi-  winl. 

Wir  können  l)ehutH  einer  weiteren  Eintlieilunf;  der  CoraplexHilclien  unter- 
scheiden, oll  die  feste  gerade  Linie  d  dem  gegel)enen  Coniplexe  ungehurt  oder 
nitlit;  ferner,  ob  die  Singularitäten,  welche  die  (ViniplexH.lche  besitzt,  also 
ihre  singulilren  Ebenen  un<l  Puncte,  ihre  Doppflpumtc  und  Doppelebenen, 
reell  oder  iniaginiVr  sind.  Allein  es  ist  hier  nicht  der  Ort.  in  ein  grösseres 
Detail  bei  der  Cla.ssiKcation  der  Complextlilcheu  einzugehen.  Wir  beschriluken 
uns  darauf,  um*  das  ei-sfce  und  we.sentlicliste  Eintheilungs-Princip:  die  Beziehung 
der  festen  geraden  Linie  d  zu  der  Flilohe  '/',  in  Anwendung  zu  brmgen. 

344.  Wir  erhalten  ,  so  die  nachstehende  Eintheilimg  der  Flilchen  eines 
gegebenen  Complexes  des  zweiten  Grades  in  sieben  Arten.*)  Diese  Arten 
sind  nicht  einander  coordinirt.  Vielmehr  umfasst  eine  jede  vorhergehende 
einzelne  der  folgenden  als  GrenzfilUe. 

I. 

Die  gerade  Linie  d  ist  beliebig  angenommen. 

In  dem  sechsten  Paragraphen  des  vorletzten  Abschnitts  haben  wir  diesen 
Fall,  den  wir  als  den  allgemeinen  der  Complexüilchen  bezeichnen,  einer 
eingehenden  DLscussion  unterworfen,  un<l  die  gegenseitige  Lage  der  Singula- 
ritäten der  Fläche  untei-sucht.  Wir  haben  dort  insbesondere  unter  der  An- 
nahme reeller  Singularitäten  eine  lineare  Constnictiou  für  die  Fläche  gefunden, 
die  nur  dann  durch  eine  Construction  vom  zweiten  Grade  einsetzt  werden 
muss,  wenn  die  gegebene  gerade  Linie  d  selbst  eine  Complex-Linie  ist.  Als 
hier  in  Betracht  kommend  heben  wir  hervor,  einmal  dass  die  gerade  Linie  d 
ein  Doppelstrahl  und  eine  Doppelaxe  der  Fläche  ist,  dann,  dass  die  vier 
singulären  Strahlen  und  vier  singulären  Axen  der  Fläche  bezüglich  einfache 
Strahlen,  nuUfache  Axen  und  null  fache  Strahlen,  einfache  Axen  derselben 
sind.  Ordnung  und  Classe  der  Fläche  sind  beide  die  vierte.  Die  Zahl  der  will- 
Idirlichen  Constanten,  von  denen  eine  solche  Fläche  abhängt,  ist  siebenzehn. 

II. 

Die  gerade  Linie  d  berührt  die  Fläche  *. 
Zwei  der  vier  singulären  Puncte   fallen  in  den  Berühnmgspunct ,   zwei 
der  vier  singulären  Ebenen  fallen  in  die  bezügliche  Tangential-Ebene  zusammen. 


*)  Es  ist  leicht,  aus  demselben  Pruicip  noch   weitere   Unterabtheilungen  herzuleiten,  auf   die 
■wir  aber  hier  nicht  eingehen. 

43* 
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Die  zugehörigen  beiden  singiüären  Strahlen  und  singulären  Axen  fallen  in 
dieselbe  gerade  Linie  zusammen:  diejenige  singulare  Linie,  welche  in  dem 
Complexe  dem  Berührungspunct  der  Fläche  *D  mit  der  geraden  Linie  d  und 
der  Tangential-Ebene  in  demselben  zugeordnet  ist.  Diese  Linie  wird  eine 
Doppellinie  der  Fläche,  in  dem  Sinne,  dass  sie  sowohl  ein  Doppelstrahl  als 
eine  Doj^pelaxe  derselben  ist.  Die  Complexfläche  besitzt  zwei  sich  schnei- 
dende Doppellinien.  Die  Beziehung  der  beiden  Doppellinien  zu  der  Fläche 
ist  nicht  dieselbe.  Es  wird  die  Fläche  von  einer  jeden  dm-ch  d  hindm-ch- 
gelegten  Ebene  in  einer  Curve  der  zweiten  Classe  geschnitten  und  ein  jeder 
auf  d  angenommener  Punct  ist  der  Mittelpunct  eines  Umhüllungs-Kegels  der 
zweiten  Ordmmg.  Für  die  zweite  Doppellinie  vertauschen  sich  die  Worte 
Ordnung  mad  Classe. 

Die  Complexflächen,  welche  wir  betrachten,  sind,  wie  in  dem  allgemeinen 
Falle,  von  der  vierten  Ordmmg  und  Classe.  Die  Zalü  der  willkürlichen  Con- 
stanten, von  welchen  sie  abhängen,  hat  sich  auf  sechszehn  erniedrigt. 

III. 

Die  gerade  Linie  d  ist  eine  Doppeltangente  der  Fläche  O, 

Die  vier  singulären  Ebenen  und  vier  singulären  Puncte  der  Complex- 
fläche fallen  paarweise  zusammen.  An  Stelle  der  vier  singulären  Strahlen 
und  vier  singulären  Axen  der  Fläche  treten  zwei  Doppellinien  derselben. 
Die  Fläche  enthält  drei  Doppellinien,  von  denen  eine  (d)  die  anderen 
beiden  schneidet.  Wenn  wir  durch  eine  der  letzteren  beiden  eine  Ebene 
hindurclilegen,  so  schneidet  dieselbe  die  ComiDlexfläche  in  einer  Cm-ve  zweiter 
Ordnimg,  welche  auf  der  anderen  einen  Doppelpunct  hat,  und  die  sich  also 
in  das  System  zweier  geraden  Linien  aufgelöst  hat.  Die  Complexfläche  ist 
eine  Linien  fläche  geworden.  Ordmmg  und  Classe  derselben  sind  die  vierte 
geblieben,     Ihre  Constanten- Anzahl  beträgt  fünfzehn. 

IV. 

Die  gerade  Linie  d  liegt  in  einer  Doppelebene  der  Fläche  <^. 

Von  den  vier  singiüären  Ebenen  der  Com])lexfläche  fallen  zwei  in  die 
Doppelebene  zusanmien,  während  die  anderen  beiden  eine  beliebige  Richtung 
haben.  Die  vier  singulären  Puncte  fallen  paarweise  zusammen  in  die  beiden 
Durchschnitts-Pimcte  der  gei-aden  Linie  d  mit  demjenigen  Kegelschnitt,  nach 
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ud(h<'iii  ilif  Klilclif  «/»  VOM  der  ;it';^'fln'iii'ii  I  »<i|i|k>1oIm'ii«!  IiiTilhrt  wird.  IMc 
vitT  siti'^uliln'n  Axt-ii  talk-ii  in  zwri  ;,'i'iiiilt'  Linien  zusaninicn,  weklR-  in  der 
DopjM'lflM'nc  lit'f^'t'M.  I)i(>s*>ll><*n  sind,  wie  die  Linie  il ,  Dopiiellinien  der  Flik-he, 
iiiileni  «lie  ConiplexHilclie  von  der  noppeleln-ne  in  ilrci  I »uppellinien  geschnitten 
wird,  «^chöi-t  ilie  Ddppelebene  iiai  li  ihrer  panzen  Erstreekung  der  FlJlche  an. 
\'nii  den  vier  sinj,ndaren  Strahlen  der  C'oniph'xtl.lihe  haben  zwei  eine  beliebige 
Lage.  Die  beiden  anderen  sinil  in  der  Doppelebene  enthalten  nnd  sind  in  der- 
selben nnbestimnit  geworden.  Sie  können  willkilrliih  unter  den  Complex-Linieu 
angenommen  werden,  die  in  dieser  Ebene  liegen.  Wir  erhalten  also  das 
folgende  Resultat.  Wenn  wir  die  Coniplexflilche  als  von  Ebenen  umhiült 
ansehen,  l)leibt  sie  von  der  vierten  Classe.  Sie  besitzt  drei,  in  einer 
Ebene  liegende  Doppel-Axen.  Wenn  wir  die  Fläche  als  von  Pnucten 
gebildet  betrachten,  sondert  sich  von  ihr  eine  selbststilndige  Ebene  ab. 
Dadurch  rednrirt  sich  die  Ordnung  der  Flilche  auf  die  dritte.  Die  sich 
absonderncte  Ebene  ist  eine  dreifach  berührende,  indem  sie  <lie  Fläche  nach 
drei  einfachen  Strahlen  schneidet.  Es  hat  die  Fläche,  nach  Abtrennung 
dieser  Ebene,  jeilen  Doppelstrahl  verlonii. 

Solche  Complexflächen  hängen  von  i'ünfzelin  willkürlichen  Constanten  ab. 

Y. 

Die  gerade  Linie  d  geht  durch  einen  Doppelpunct  der  Fläche  (P. 

Während  man  nach  dem  Princip  der  Eeciprocität  aus  den  drei  ersten 
Ai-ten  von  Complexflächen  keine  neuen  Arten  ableiten  kann,  sondern  diese 
selbst  wieder  erhält,  fülu-t  dieses  Princip  von  der  vorstehend  genannten  Art 
zu  einer  neuen,  ihr  coordinii-ten.  Wir  erhalten  dieselbe,  wenn  wir  die  gerade 
Linie  d  nicht  in  einer  der  Doppelebenen  der  Fläche  '/»  annehmen,  sondern 
durch  einen  ihrer  Doppelpuncte  hindurchlegen.  Wir  finden  dann  eine  Fläche 
vierter  Ordnung  imd  dritter  Classe,  mit  drei  sich  in  einem  Puncte 
sehneidenden  Doppelstrahlen,  die  einfache  Axen  der  Fläche  sind.*) 
Die  Reduction  der  Cla.sse  von  der  vierten  auf  die  dritte  kommt  dadurch  zu 
Stande,  dass  sich  von  der  Fläche  ein  Punct  —  der  Durchschnittspunct  der 
drei  Doppelstrahlen  —  als  selbstständiger  Ort  der  ersten  Classe  absondert. 
Dadurch  verliert  die  Complexfläche  ihre  Doppelaxen. 


*)  Wir  sind  einer  solchen  Fläche  in  der  251.  Nummer  begegnet.  Sie  war  der  geometrische 
Ort  für  die  Mittelpuncte  solcher  Complex-Curven,  deren  Ebenen  durch  den  Mittelpunct  des  Complexes 
hindurchgelegt  waren. 
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Die  Fläche  hängt,  wie  die  vorhergehende,  von  fünfzehn  willlvürhclien 
Constanten  ab. 

VI. 

Die  gerade  Linie  d  geht  in  einer  Doppelebene  der  Fläclie  ^  durcli  einen 

Doppelpunct  derselben. 

Es  setzt  dies  voraus,  dass  in  jeder  Doppelebene  der  Fläche  *  eine  An- 
zalil  Doppelpuncte  derselben  liegt,  was  leicht  zu  beweisen  ist.  Li  zwei 
beliebigen  Doppelebenen  der  Fläche  3>  liegen  zwei  Berührungs-Curven  der 
zweiten  Ordnung.  Die  Diu'chschnitts-Linie  der  beiden  Doppelebenen  wird  von 
diesen  Curven  in  denselben  beiden  Pimcten  geschnitten.  Diese  beiden  Puncte 
sind  Doijpelpuncte  der  Fläche. 

Der  Annahme  entsprechend,  dass  die  gerade  Linie  d  in  einer  Doppel- 
ebene der  Fläche  *  durch  einen  Doppelpunct  derselben  hindiu:chgehe,  erhalten 
wir  eine  Art  von  Complexflächen ,  die  zu  den  l)eiden  letzten  aufgeführten 
Arten  in  gleicher  Beziehung  steht  und  wieder  in  sich  selbst  reciprok  ist. 
Die  Fläche  ist  von  der  dritten  Ordnung  imd  der  dritten  Classe.  Sie 
besitzt  einen  die  gerade  Linie  d  schneidenden  Doppelstrahl,  welcher  eine 
einfache  Axe  ist,  und  eine  ebenfalls  die  gerade  Linie  d  schneidende 
Doppelaxe,  welche  ein  einfacher  Strahl  ist.  Die  gerade  Linie  d  ist 
eine  einfache  Linie  der  Fläche.  Als  Fläche  dritter  Ordnung  mit  einem  Dop- 
pelstrahl, oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  als  Fläche  dritter  Classe  mit 
einer  Doppelaxe  ist  die  Complexfläche  eine  Linien  fläche  geworden.*)  Die 
Constanteu-Anzalil  hat  sich  auf  vierzehn  erniedrigt. 

VII. 

Die  gerade  Linie  d  ist  die  Durcbschnittslinie  zweier  Doppelebenen  der  Fläclie  $ 
und  die  Verbindungslinie  zweier  Doppelpuncte  derselben. 

Nach  der  vorhin  gemachten  Bemerkung  ist  die  Durchschnittslinie  zweier 
Doppelebenen  auch  immer  die  Verbindungslinie  zweier  Doppelpuncte.  Die 
Complexfläche  reducirt  sich  dadurch,   dass  sich  von  derselben,  je  nachdem 


*)  Solchen  Flächen  sind  wir  schon  mehrfach,  von  ganz  verschiedenen  Gesichtspuncten  aus, 
begegnet.  Die  Axeu  der  Complexe  einer  linearen  Congruenz  bilden  eine  derartige  Fläche,  deren 
Doppelase  unendlich  Vfeit  gerückt  ist  und  gegen  den  Doppelstrahl  senkrecht  steht  (n.  86.).  Eine 
ganz  ähnliche  Fläche  fanden  wir  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Complexe  zweiten  Cfrades  als  den 
geometrischen  Ort  der  Cylinder-Axen ,  welche  einen  Durchmesser,  oder  der  Durchmesser,  welche  eine 
Cylinder-Axe  schneiden,  (n.  243,  246.) 
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wir  sif  tliinli  i'unct-  otler  El)t'ncn-Cot»nlinat('ii  Ix-stiniint  tlcnkeii,  zwei  .soll)st- 
sti"lntlij,'i'   El>en<'ii  d'w   lifidfii   Doppt'k'ljt'iifii    der  Flüche  '/* — ,   (xler   zwei 

selbststilmlij^e  l'unctf  —  die  beiden  Doppelpuncte  dei-^elben  FlJlche  —  al).son- 
deni,  iiuf  die  zweite  Ordnung;  und  die  zweite  Chisse.*)  Sie  hat  alle 
Siii-iulari t ilteii  verloren.  Insbesondere  ist.  die  Linie  f/  eine  nulHaclu' 
Linie  iler  Flikhe  geworden. 

Indem  es,    im  Ailgenieini'u,    in    einem   gegebenen  Coniplexe    Ki  l)n|)jiel- 

ebenen  (liJ  Dopiieipumte)  gibt,  kann  die  Linie  d  — ",-  =  120 mal  eine  .solche 

Lage  annehmen,  dass  die  ihr  zngehörigc  Complextlilche  von  der  zweiten 
Ordnung  und  (.'lasse  wird. 

Für  die  Anzahl  willkürlicher  Constanten,  von  denen  eine  derartige 
ComplexHilche  alihilngt,  finden  wir  dreizehn.  Neun  derselben  kommen  auf 
die  Flilche  zwi'iten  tJrades  imd  vier  auf  die  durch  die  letztere  noch  keines- 
wegs bestimmte  gerade  Linie  </. 

34Ö.  Eine  Ernie(lrigimg  in  der  Ordnung  oder  Classc  einer  Com- 
plexHilche kommt  dadurch  zu  Stande,  dass  sich  von  der  Fläche,  bei 
besondeni  Annahmen  der  geraden  Linie  f/,  einzelne  Ebenen,  bezüglich 
einzelne  Puncte  absondera.  Wir  bemerken  hier  IjcUäufig,  dass  auch 
noch  auf  anderem  Wege  eine  derartige  Erniedrigimg  der  Ordnimg  oder 
Classe  eintreten  kann.  Sei  der  gegebene  Complex  in  der  Art  und  Weise 
particularisiri,  dass  ihm  alle  geraden  Linien  augehören,  welche  durch  einen 
festen  auf  der  geraden  Linie  '/  angenommenen  Punct  hindurchgehen.  Dann 
löst  sich  in  einer  l)eliebigen  durch  //  hindurchgehenden  Ebene  die  Complex- 
Cm-ve  in  das  System  zweier  Puncte  auf,  von  denen  einer  mit  dem  gegebenen 
festen  Pimcte  zusammenfällt  und  der  andere  eine  beliebige  Lage  hat.  Wenn 
wir  diese  Curve  in  Punct-Coordinaten  bestimmen,  tritt  an  die  Stelle  des 
Systems  der  beiden  Puncte  die  doppelt  zu  zählende  Verlnndungslinie  derselben. 
Es  wird  also  die  Complexfläche  von  einer  durch  die  gerade  Linie  d  gelegten 
Ebene,  ausser  in  dieser  selbst,  in  zwei  zusammenfallenden  geraden  Linien 
geschnitten,  welche  durch  einen  festen,  auf  d  gegebenen  Punct  hindurch- 
gehen. Es  ist  die  Complexfläche  m  einen  Kegel  der  zweiten  Ordnung 
ausgeartet.  **)    Die  Emiedi-igung  der  Ordnimg  von  der  vierten  auf  die  zweite 


*)  Diese  Art  der  Erniedrigung  von  Ordnung  und  Classe  einer  Complexfläche  haben  wir  bereits 
in  der  258.  Nummer  betrachtet. 

**)  Eine  Complexfläche  von  dieser  besonderen  Art  haben  wir  in  der  292.  Nummer  in  gemischten 
Coordinaten  dargestellt. 
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erfolgt   dadurch,    dass    sich   die  Fläche  in    das   System   zweier  Flächen   der 
zweiten  Ordnung  auflöst,  die  zusammenfallen. 

346.  Solche  Complex- Flächen,  die  von  Complex-Curven  in  parallelen 
Ebenen  gebildet  werden,  haben  wir  Aeqnatorialfläehen  genannt.  Wir 
gehen  zu  der  Discussion  dieser  Aeqnatorialfläehen  und  zunächst  einer  beschränk- 
ten Familie  derselben  über.  Es  leitet  uns  dabei  die  doppelte  Absicht,  eimnal, 
an  leicht  und  übersichtlich  construirbaren  Flächen  eine  Bestätigung  der  bis- 
herigen Kesultate  zu  finden;  dann  aber  besonders,  dm-ch  diese  Flächen  in 
etwa  eine  Anschauung  von  der  Vielgestaltigkeit  der  Complexflächen  über- 
haupt und  dadurch  von  der  Vertheilung  der  geraden  Linie  in  einem  Complexe 
des  zweiten  Grades  zu  gewimien.  Wir  beachten  im  Folgenden  also  nicht 
nur,  wie  im  Vorstehenden,  die  Anzahl  und  Lage  der  Singularitäten  der 
Fläche,  sondern  ganz  besonders  die  Form  der  Flächentheile,  zwischen 
denen  die  Singularitäten  den  Uebergang  bilden,  und  den  gestaltliehen 
Character  dieses  Uebergangs.  Wir  lassen,  bei  diesen  Untersuchungen, 
den  Aeqnatorialfläehen  zunächst  nicht  ihre  volle  AUgemeinlieit,  sondern  unter- 
werfen sie  einer  Anzahl  vereinfachender  Bedingimgen.  Die  Möglichkeiten, 
welche  wir  dadurch  avisseliliessen ,  sind  für  unseren  Zweck  von  geringerer 
Bedeutung,  und  ihre  Berücksichtigung  würde  nur  uunöthigerweise  den  Gang 
der  Betrachtmig  compliciren.  Auch  lassen  wir  die  Erzeugung  der  Aeqna- 
torialfläehen durch  umhüllende  Cylinder  bei  Seite,  und  betrachten  nur  ihre 
Entstehung  durch  die  in  parallelen  Ebenen  fortrückende  Complex-Curve.  Es 
liegt  diese  Art  der  Bestimmung  einer  Fläche  unserer  Anschauung  unver- 
gleichlich näher  als  die  andere  durch  umhüllende  Cylinder. 

347.  Indem  wir  voraussetzten,  dass  die  in  den  Breiten -Ebenen  miend- 
lich  weit  liegende  gerade  Linie  nicht  selbst  dem  Complexe  angehöre,  haben 
wir  für  die  allgemeine  Gleichung  einer  solchen  Fläche  in  der  273.  Nummer 
die  folgende  erhalten: 

Dn-i  j^  (Fx-^  —  2Rx.-[-  B)  V'  —  2{0.v  +  G)uv 

-f  {Ex'^  +  2  Ux  +  C)  «2  =0.  (1) 

Es  ist  dabei  die  Coordinaten-Ebene  FZ  parallel  zu  den  Breiten-Ebenen  der 
Complexfläche  genommen.  Die  Axe  0  X  fällt  mit  dem  Dmxhmesser  des  gege- 
benen Complexes  zusammen,  welcher  dem  Systeme  der  Breiten-Ebenen  zuge- 
ordnet ist,  und  den  wir  als  den  Durchmesser  der  Aequatorialfläche 
bezeichnet  haben.  Endlich  haben  OY  und  OZ  in  FZ  die  Richtung  zweier 
unter  sich  mid  zu  OJ  conjugii-ter  Durchmesser  des  Complexes. 


Dil-  (ilfichunf,'  ll|  cntlullt  iulit  von  iMiiainIcr  iiiuililiiliijiijic  l'unstanti', 
welrlif  mit  den  sirlten,  tliuili  wt-Uhe  iliis  ('Konliniiti'n-Systcm  particularisirt 
ist,  ilif  t'iliif/ flin  Cunstanteu  geben,  von  dcnfM  eine  Ae<|uatorialHat'he 
abhilnjit.  Es  ist  der  l.'oordinaten-Anfan<^si)un(t  auf  ft.\  ■)  inid  der  AVinkel 
zwischen  den  Courdinaten-Axen  O }'  und  OZ  noch  willkilrlicli  angenommen. 

Wir  wollen  in  dem  Folgenden,  der  p]infachheit  und  Anschaulichkeit 
wegen,  voranssetzen,  da.ss  das  Coordinaten-System,  welches  der  (Jleiclumg  (1) 
zu  Urnnde  gelegt  ist.  ein  rei-htwinkliges  sei,  was  eine  zweifache  Particu- 
lavisation  der  AeciuatorialHaelie  bedingt.  Dann  ist  der  Dmx'hmesser  der 
Flache  senkrecht  auf  der  Ricbtimg  der  ihm  im  Complexe  zugeordneten  paral- 
lelen Ebenen,  und  tilUt  also  mit  einer  der  drei  Haupt-Axen  des  Complexes 
ziusammen.  (n.  23G.) 

.'548.  Unsere  weiteren  iMitwicklnngen  knüpfen  wir  zunächst  an  die 
Annahme,  dass  in  der  Gleichung  (1)  die  beiden  Cunstanten  <»'  und  0  ver- 
schwinden. Dann  ist  die  Gleichung  der  Fläche,  in  welcher  wii',  unbeschadet 
der  Allgemeinheit,   /)  =  1  setzen  wollen**),  die  folgende: 

w-'  +  (/-'.r-'  —  2H.I  +  B)  V-  +  {E.V'  +  2  ix  +  C)  ir^  =  0.  (2) 

Die  in  einer  beliebigen  Breiten-Ebene  liegende  Complex-Curve  ist  auf  die 
beiden  Coordinaten-Axen  o}'  und  OZ  als  auf  ihre  Axen  bezogen.  Dem  Ver- 
schwinden von  fi  uml  O  entsprechend  hat  die  Aequatorialfläche  (2)  sich 
dadurch  particularisirt,  dass  die  Axen  ihrer  Breiten-Curveu  gleich 
gerichtet  sind.  Dadurch  nähern  sich  diese  Aequatorialflächen  dem  Typus 
der  Flächen  zweiter  Ordnung  imd  werden  uaserer  Anschauung  näher  gerückt. 
Von  den  vier  singulären  Stralilen  der  Fläche  werden  paarweise  zwei  parallel. 
Wir  können  sagen,  dass  die  Flächen,  welche  wir  betrachten,  dadm-ch  aus- 
gezeichnet sind,  dass  sich  ihre  singulären  Strahlen  zu  zwei  auf 
ihrer  Doppellinie  schneiden. 

Die  Gleichung  (2)  enthält  sechs  von  einander  imabhängige  C'onstante. 
Das  rechtwinklige  Coordinaten-System ,  auf  welches  dieselbe  bezogen  ist,  ist 
bis  auf  die  Lage  des  Anfangspunctes,  der  noch  beliebig  auf  0  X  angenommen 


*)  In   der  angezogenen  Nummer  hatten    wir   den    Anfangspunct   auf  OX   durch    die   folgende 
Bedingung  bestimmt: 

E/{  =  Fl/, 
welche  aussagt,  dass  die  Ebene  yz  durch  den  Mittelpunct  des  Complexes  hindurchgeht.     Wii'  lassen 
hier  diese  Bedingung,  als  für  die  folgenden  Betrachtungen  unwesentlich,  fallen. 

**)  Die    Annahme,   0  =  0,    entspricht  den    parabolischen   Aequatorialflächen,    die    hier    ausge- 
schlossen bleiben. 

Plückcr,  Geomelrie.  44 
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werden  kann,  vollständig  bestimmt.  Aequatorialfläehen  also,  die  diu'ch  die 
Gleichimg  (2)  dargestellt  sind,  hängen  von  elf  Constanten  ab,  während  diese 
Zahl  im  Allgemeinen  fünfzehn  beträgt. 

Wir  erhalten  aus  der  Gleichung  (1)  unmittelbar  die  Gleichung  der  Fläche 
in  Punct-Coordmaten: 

y1 


Ex''  +  2Ux-\rC  ~^    Fx''—2B.x  +  B'^^       ^'  ^^^ 

Die  Fläche  ist  von  der  vierten  Ordnung  geblieben.  Sie  wird  von  den  Coor- 
dinaten-Ebenen  ÄF,  XZ  in  zwei  Curven  zweiter  Ordmmg  geschnitten,  indem 
in  diesen  Ebenen  ausser  den  Diu-chschnitts-Curven  zweiter  Ordnung  noch  je 
zwei .  singTiläre  Strahlen  der  Fläche  liegen. 

349.  Wir  wollen  die  Curven  zweiter  Ordnung,  nach  welchen  die  Aequa- 
torialfläche  von  den  beiden  Coordinaten- Ebenen  XY  und  XZ  geschnitten 
wird,  als  die  beiden  Characteristiken  derselben  bezeichnen.  Wir  erhalten 
für  dieselben,  indem  wir  in  der  vorstehenden  Gleichung  nach  einander  .  und  y 
verschwinden  lassen,  die  folgenden  beiden  Gleichungen: 

z-^^Fx^'  —  2Rx  +  B  =  0.  j 
Von  den  beiden  Axen  jedes  dieser  Kegelschnitte  fällt  die  eine  in  die  Coordi- 
naten-Axe  OX  und  ist  die  andere  bezüglich  OY  und  OZ  parallel. 

Wh-  haben  in  der  185.  Nummer  die  folgenden  beiden  Gleichungen 
erhalten,  um  die  Complex-Cylinder  darzustellen,  deren  Seiten  bezüglich  den 
Coordinaten- Axen  0 Z  und  OY  parallel  sind: 

Fx^'  —  '2Lxz  +  Dz-  -f  2Sz  —  2Rx  +  /?  =  0,    |  .. 

Ex^  —  2 Mxy  +  Dtf'  +  2  V x  —  2rij  +  C=  0.  J 
Wenn  wir  in  diesen  beiden  Gleichungen  L,  M,  S  und  7'  verschwinden  lassen 
und  B  der  Einheit  gleich  setzen,  so  fallen  sie  mit  den  beiden  Gleichungen 
(4)  zusammen.  Es  wird  also,  wie  dies  auch  geometrisch  klar  ist,  die  dui-ch 
die  Gleichung  (4)  dargestellte  Aequatorialfläche  von  den  beiden  Complex- 
Cylindern,  deren  Seiten  bezüglich  OZ  und  OY  parallel  sind,  nach  den  beiden 
in  XY  und  XZ  liegenden  Characteristiken  berührt. 

Wenn  die  beiden  Characteristiken  gegeben  sind,  so  ist  die  Aequatorialfläche 
eindeutig  bestimmt  und  ihre  geometrische  Construction  gegeben.  Denn  die 
beiden  Gleichungen  der  Characteristiken  enthalten  zusammen  genau  dieselben 
imabhängigen  Constanten,  als  die  Gleichung  der  Fläche  selbst.  Das  Princip 
der  Eintheilung    der  Aequatorialfläehen   dieser  Art  ist   also   zu 


;{47 

eutlflineu   aus   (1»t    ver.srhitMltMH'ii    Natur    uml    «Icr   ^'«'gunKcit  if^t-ii 
La^je  dfi-  beiilt-n  riiaracteristikfii. 

.■J.'iO.  Wir  uoUi'u  ilit-  El)ene  .\%  mit  tlt-r  in  iloi-scllx'n  t'utlialtHnt'ii 
t'liarac'teri.stik  so  um  ''.\  clrflicii,  <la.s.s  sie  mit  .\  /'  /ii-;iiiiiiiriirällt.  Wnni 
wir  ilaiiii  durch  einen  l»eliebigen  l'imct,  der  Axe  0.\  fine  J'aralli'lc  /u  <>i 
ziehen,  so  gelten  die  vier  paarweise  gleichen  Stücke,  welche  aui'  dieser  geraden 
Linie  von  den  heidt-ii  Cliaracteristiken  abgeschnitten  werden,  die  (Jrösse  der 
beiden  Halb-Axcn  derjenigen  Ctimplex-Ciirve,  welche  in  der  dunh  diese  gerade 
Linie  gehenden  IJreiten-Ebene  liegt. 

Wenn  die  Breiten-CuiTe  eine  Hyperbel  oder  eine  inuiginilre  Ellipse  ist 
uml  wir  deren  imaginäre  Axen  als  reelle  gerade  Linien  in  dei-sellien  Weise 
eoustruirea  wollen,  so  müssen  wir  zu  jeder  Characteristik  eine  zweite 
Curve  zweiter  Ordnung  hinzufügen,  welche  mit  der  Characteristik  den 
Mittelpunct  und  die  in  0\  lallende  Axe  gemein  hat,  während  die  zweite 
Axe  an  absoluter  Grösse  der  zweiten  Axe  der  Characteristik  gleich  aber 
imaginär  oder  reell  ist,  je  nachdem  die  letztere  reell  oder  imaginär  ist. 
Nachdem  die  beiden  ChUracteristikeu  in  dieser  Weise  ergänzt  worden  sind, 
ist  die  Construction  der  Fläche  in  allen  Fällen  gegeben. 

Wir  haben  die  beiden  Charactoistiken  durch  Drehung  um  (hX  in  dieselbe 
Ebene  geliracht.  Ihre  vier  Durchschnittspuncte  in  derselben  bestimmen  die- 
jenigen beiden  Breiten-Ebenen,  von  welchen  die  Aequatorialfläche  in  reellen 
Kreisen  geschnitten  wird.  Imaginäre  Kreise  als  Durchschnitts-Curven  mit 
der  Fläche  liegen  in  denjenigen  beiden  Breiten-Ebenen,  welche  durch  die  vier 
Dui-chschnitts-Punete  der  beiden  Cui-ven  zweiter  Ordnung  gegeben  sind,  die 
wir  den  Characteristiken  zugefügt  haben.  Endlich  bestimmen  die  vier  Durch- 
schnittspuncte jedesmal  einer  Characteristik  mit  der  der  anderen  zugehörigen 
Ergänzungs-CuiTe  zwei  Breiten-Ebenen,  von  welchen  die  Aequatorialfläche 
in  gleichseitigen  Hyperbeln  geschnitten  wird, 

351.  Wenn  wir  insbesondere  der  Breiten-Ebene  eine  derjenigen  vier 
Lagen  geben,  welche  durch  die  vier  Durchschnittspuncte  der  beiden  Characteri- 
stiken nait  der  Axe  OX  bestimmt  sind,  so  verschwindet  die  Grösse  der  einen 
Axe  der  Breiten  -  Curve ,  und  in  Folge  dessen  reducirt  sich  diese  auf  zwei  in 
eine  zusammenfallende  gerade  Linien.  Diese  geraden  Linien  sind  die  singu- 
lären  Strahlen  der  Aequatorialfläche. 

In  Uebereinstimmung  hiennit  zerfällt  die  Gleichung  (77)  der  195.  Num- 
mer,  durch   welche,   in   dem   allgemeinen  Falle   der  Aequatorialflächen,   die 

44* 
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Breiten-Ebenen  der  vier  singulären  Stralilen  bestimmt  werden,  dadurch,  dass 
/r,  G,  0  versehwinden,  in  die  beiden  Gleichungen: 

E.v^^  +  2U.v  +  C'=0,  ] 
F.v^-  —  2B.t  +  ^  =  0,  j 
lind  dieselben  l^eideu  Gleichungen  -bestinimen  diejenigen  Pvmcte   des  Durch- 
messers der  Aequatorialfläche,  in  welchen  derselbe  von  den  beiden  Characteri- 
stiken  (4)  geschnitten  vdrd. 

Durch  den  Durchschnitt  der  einen  Characteristik  mit  dem  Durchmesser 
gehen  diejenigen  beiden  singulären  Strahlen,  welche,  senkrecht  gegen  den 
Durchmesser,  in  der  Ebene  der  anderen  Characteristik  liegen. 

Wenn  der  Durchmesser  der  Fläche  von  keiner  der  beiden  Characteristiken 
in  reellen  Puncten  geschnitten  wird,  sind  die  vier  siugiilären  Stralilen 
sämmtlich  imaginär  und  die  Aequatorialfläche  büdet  ein  ungetheiltes 
Ganzes. 

Wenn  der  Durchmesser  von  einer  Characteristik  in  reellen  Pimeten 
geschnitten  wiixl,  von  der  anderen  nicht,  so  sind  zwei  der  vier  singu- 
lären Strahlen  reell,  zwei  imaginär.  Die  Fläche  zerfällt,  indem  wir 
die  beiden  äusseren  Theile,  welche  im  Unendlichen  in  der  imendlich  weit 
entfernten  Complex-Curve  zusammenstossen ,  als  einen  einzigen  Flächentheil 
betrachten,  in  zwei  Theile,  von  denen  der  eine  endlich,  der  andere  unendlich 
ist,  und  zwischen  denen  die  beiden  singulären  Strahlen  den  Uebergang 
bezeichnen. 

Wenn  der  Durchmesser  von  beiden  Characteristiken  in  reellen  Puncten 
geschnitten  wird,  so  sind  die  vier  singulären  Strahlen  sämmtlich 
reell,  und  die  Fläche  zerfällt,  indem  wir  wieder  die  beiden  äusseren  Flächen- 
theile  als  einen  einzigen  betrachten,  in  vier  durch  die  singulären  Stralilen 
getrennte  Theile. 

352.  Wü-  können  zwei  Arten  von  singulären  Strahlen  unterscheiden 
(vergl.  n.  188.).  Singulare  Strahlen  der  ersten  Art  sind  die  Verbin- 
dungslinien zweier  reeller  Doppeli^uncte  der  Fläche  und  bilden  den  Ueber- 
gang zwischen  reellen  Complex-Ellipsen  und  Complex-Hyperbeln ;  singulare 
Strahlen  der  zweiten  Art  sind  die  Verbindungslinien  zweier  imaginärer 
Doppelpuncte  der  Fläche  und  bilden  den  Uebergang  von  Complex-Hyperbeln 
zu  imaginären  Complex-Ellipsen. 

Die  Flächentheile  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  singulären  Strahlen 
werden  von  Cm-ven  derselben  Art   gebildet.     Denn   es   kann   sich   unter  den 


Breiteii-Cmvcn  .ils  UflxTpuij^  /wisilu-ii  Ciiivcii  vt-rsi  liiitlciiiT  Art  kt-im- 
Parabel  finden,  weil  sonst  die  in  den  Breiten-Ebenen  iiiu'ndlirh  weit  liej^ende 
gerade  Linie,  der  Annabine  zuwider,  dem  ('oniplext'  im^eliörtc  ■\r  iük  luli-iii 
die  Breiten-Cuncn  zwisdu'ii  zwei  uuf  einander  toji^enden  sinf^uiaren  Strahlen 
reelle  Ellipsen.  Hyiwriieln  (xler  iinimin.lre  I'^llipsen  sind,  wollen  wir  die 
Flflchentheile  als  elliptische,  h}- jx-rbiilisrhe,   i  nia;,'i  iiA  re  hezeichni'ii. 

Wenn  ein  elliptischer  und  ein  hyperbolischer  Flachcntheil  auf  einander 
folgen,  so  stossen  sie  bloss  in  zwei  Puncten  des  sie  trennenden  singidflren 
Strahls  zusammen.  Diese  l)eiden  ruiicte  (diejenigen  beiden,  in  welche  die 
Complex-CiUTe  für  die  bezügliche  singiüilre  Ebene  ausaiiet)  theilen  den  Strahl 
in  ein  mittleres  endliches  iiml  in  zwei  äussere,  unendliche  Segmente,  die  als 
eines  zu  betrachten  sind.  Das  niittlei-e  Segment  gehth-t  dem  elliptischen  Flachen- 
theile  an  und  ist  als  eine  Ellipse  anzusehen,  deren  eine  vVxe  verschwunden 
ist.  Die  beiden  ilusseren  Segmente  gehören  dem  hyperbolischen  Flächeiitheile 
an  luid  sind  als  eine  Hyperbel  zu  betrachten,  deren  Neben-Axe  verschwunden, 
oder,  was  dasselbe  heisst,  deren  Asymptoten-Winkel  gleich  Null  geworden  ist. 

Wenn  auf  einen  h\^)erbolischen  Flilchentheil  ein  miaginilrer  folgt,  so 
endet  der  ei-stere  nach  Seiten  des  letzteren  hin  in  eine  unbegi-enzte  gerade 
Linie.  Diese  gerade  Linie  ist  als  eine  Hyperbel  anzusehen,  deren  Haupt-Axe 
verschwunden,  oder,  wius  dasselbe  ist,  deren  Asymptoten  -  Winkel  gleich  ;r 
geworden  ist. 

353.  Ein  elliptischer  Flilchentheil  wird  von  zwei  singulären  Strahlen 
der  ersten  Art  begi-enzt.*)  Dieselben  können  parallel  oder  senkreclit  zu  ein- 
ander sein. 

In  dem  ersteren  Falle  en-eicht  das  Verhilltniss  der  beiden  Axen  der 
erzeugenden  Ellipse,  welches  in  den  beiden  Grenzlagen  gleich  Null  ist,  ein 
Maximum.  Wenn  dieses  Maximmn  kleiner  als  Eins  ist,  nähert  sich  die 
erzeugende  Ellipse,  von  einer  der  beiden  Grenzlagen  ausgehend,  bis  zu  dem 
Maximum  immer  mehr  einem  Kreise,  imd  entfernt  sich  dann,  ohne  ihn' 
erreicht  zu  haben,  von  demselben  immer  weiter,  bis  sie,  an  der  anderen 
Grenze,  wieder  in  eine  gerade  Linie  übergeht.  Die  grosse  Axe  der 
Ellipse  bleibt  immer  gleich  gerichtet.  Wenn  das  Maximum  gi-össer  als  Eins 
ist,  geht  die  erzeugende  Ellipse  zwischen  den  beiden  Grenzlagen  dmx-h  zwei 
Kreise  hindurch.     Bei  diesem  Durchgange  vertauschen  sich  die   Richtimgen 

*)  Wir  Bchliessen  im  Texte  die  Annahme  aus,  dass  die  Aequatorialfläche  aus  einem  unge- 
trennten Ganzen  besteht. 
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ihrer  grossen  und  ihrer  kleinen  Axe.  Die  grosse  Axe  ist  senkrecht  gegen 
die  beiden  begrenzenden  singulären  Strahlen  gerichtet.  Wenn  endlich  das 
Maximum  gleich  Eüis  ist,  gibt  es  unter  den  erzeugenden  Ellipsen  einen  Kreis, 
der  als  zwei  zusammenfallende  anzusehen  ist.  Es  gibt  dann  immer  zwei 
EUipsen,  welche  einer  gegebenen  ähnlich  sind. 

In  dem  zweiten  Falle  geht  die  erzeugende  Ellipse  auf  ihrem  Wege  von 
der  einen  Grenzlage  zur  anderen  durch  einen  einzigen  Kreis  hindurch.  Beim 
Dm'chgange  durch  den  Kreis  vertauschen  die  grosse  imd  die  kleine  Axe  der 
erzeugenden  Ellipse  gegenseitig  ihre  Richtmigen.  Es  gibt  zwei  Ellipsen, 
welche,  bei  gekreuzter  Richtung  ihrer  grossen  Axe,  einer  gegebenen  Ellipse 
ähnlich  sind. 

Eine  gleiche  EintheUung  in  zwei  unterschiedene  Arten  erhalten  wir  für 
die  imaginären  Flächentheile.  Dieselben  sind  entweder  durch  zwei  parallele 
oder  durch  zwei  gegeneinander  senkrechte  Strahlen  der  zweiten  Art  begrenzt. 

Auch  bei  hyperbolischen  Flächentheilen  müssen  wir  zwei  Fälle  unter- 
scheiden, je  nachdem  die  beiden  begrenzenden  singulären  Strahlen  parallel 
oder  gekreuzt  sind.  Im  ersteren  Falle  sind  die  beiden  Strahlen  von  derselben, 
im  zweiten  Falle  von  verschiedener  Art.  Wenn  die  beiden  Strahlen  parallel 
sind,  so  ist  ])ei  allen  Complex- Hyperbeln  des  Flächenstücks  entweder  die 
Haupt-Axe  oder  die  Neben-Axe  von  endlicher  Grösse.  Es  hängt  dies  davon 
ab,  ob  die  beiden  Strahlen  von  der  ersten  oder  zweiten  Art  sind.  Unter  beiden 
Annahmen  gibt  es  zwei  reelle  oder  imaginäre  oder  zusammenfallende  Breiten- 
Ebenen,  von  Welchen  der  Flächentheil  in  gleichseitigen  Hyi^erbeln  geschnitten 
wird.  Sind  dagegen  die  beiden  das  hyperbolische  Flächenstück  begrenzenden 
singulären  Strahlen  gekreuzt,  so  findet  sich  unter  den  erzeugenden  Complex- 
Hyperbeln  immer  eine,  aber  auch  nur. eine,  gleichseitige  Hy^jerbel.  Während 
in  dem  ersten  Falle  der  Asymptoten -Winkel  der  Complex-Hyperbeln  von  0, 
bezüglich  von  jr,  ausgehend  wieder  zu  seinem  Anfangs- Werthe  zm-ückkehrt, 
wächst  er  in  dem  zweiten  Falle  continuirlich  von  dem  einen  dieser  Werthe 
bis  zu  dem  anderen. 

354.  Wir  wollen  das  Vorstehende  an  einem  Beispiele  erörtern.  Es 
seien  in  der  Figur  die  beiden  Ellipsen  AB  CD  und  A'  B'  C  D'  die  beiden 
Characteristiken,  welche  wir  durch  Drehung  um  OX  in  eine  Ebene  gebracht 
haben.  Wir  ergänzen  die  beiden  Ellipsen,  in  dem  oben  (n.  350)  festgestellten 
Sinne,  dm-ch  zwei  Hyperbeln.  Die  beiden  Hyperbeln  sind  AECF  und 
A'  E'  C  F.     Um  anzudeuten,   dass   dm-ch  sie  imaginäre   Axen  der  Breiten- 
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Cnrvi'u    iluvr    (Ii-Ossc    uucli    bestimmt    wcnlfii.    li;il«ii     wir    ilitsclliin    iiiilit 
aiis<:L'/.oj,'en,  sondern  imnctirt. 

Wenn  wir  mm,  fint-m  JM-lu'bim-n  .v  entsprechcntl,  in  der  Zeichnnng  eine 
Senkrtrhte  j.'e^'tii  o\  /iclicii,  <<>  stellen  die  beiden  Abschnitte  auf  deixelben, 
welche  durch  die  beiden  l'hanuteristiken  und  ihre  Ergilnzimgs-CuiTen  bestimmt 
wertlen,  die  Axen  der  Complex- 
Curve  in  der  durch  .r  «gegebenen 
Breiten-Ei)ene  dar. 

Den  Scheiteltangenten  in  f: 
./',  A.  C,  C  entsprechend  erhalten 
wir  die  vier  singiüilren  Strahlen 
derAeiiuatorialtlilche.  DieStralüen, 
welche  diuxh  ./,  bezüglich  durch 
r  gehen,  sind  von  der  ei^sten, 
die  beiden  anderen  von  der  zwei- 
ten Art.  je--'' 

Zwischen  ./  und  C  werden 
die  Breiten-Curven  Ellipsen.  Unter 
ihnen  befinden  sich,  den  Durcli- 
schnittspuncten  K  entsprechend,  zwei  Kreise.  Das  elliptische  Flilchenstück 
ist  von  der  ersten  Art.  An  dasselbe  schliessen  sich,  von  A  bis  A',  bezüglich- 
von  C  bis  C  reichend,  zwei  hy])erbolische  Flächenstücke  der  zweiten  Art. 
Die  beiden  Breiten-Ebenen,  welche  gleichseitige  Hyper])eln  enthalten,  sind 
diejenigen,  welche  durch  den  Durchschnitt  der  Ellipse  ./'  B'  C"  D'  mit  der 
Hvperbel  AECF  bestimmt  werden.  Von  A' ,  bezüglich  von  C  ab,  folgen 
imaginäre  Breiten-Cm-ven.  Die  Ae(|uatorialfläche  ist  ganz  zwischen  die  durch 
A'  und  6"  gegebenen  Breiten-Eltenen  eingeschlossen, 

3Ö5,  Wir  wollen  im  Folgenden  einen  elliptischen  Flächentheil  mit  E, 
einen  hyperljolischen  mit  //,  einen  imaginären  mit  /  bezeichnen  und  durch 
die  angehängten  ^larkeu  1,  2  imterscheiden ,  ob  die  Flächentheile  durch 
pai-allele  oder  gegeneinander  senkrechte  singulare  Strahlen  begrenzt  sind. 
Die  hyperbolischen  Fläehentheile  erster  Art,  //, ,  können  entweder  durch 
singulare  Strahlen  der  ersten  oder  dmrch  singulare  Strahlen  der  zweiten  Art 
begrenzt  sein.  Wir  bezeichnen  sie  dem  entsprechend  bezüglich  mit  H^ 
imd  H  " .     In  allen  solchen  Fällen,    wo  Flächentheile   nicht  mehr  dmxh  sin- 
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guläi'e  Strahlen  von  bestimmter  Riehtimg  beiderseitig  begrenzt  werden, 
gebrauchen  wir  einfach  die  Zeichen  E,  H,  I. 

Wir  erhalten  für  jede  Aequatorialfläche  ein  Symbol,  indem  wir  die 
für  die  einzelnen  Flächentheile  derselben  eingeführten  Zeichen  zusammen- 
stellen, in  der  Art,  dass  wü-  mit  dem  sich  in's  Unendliche  erstreckenden 
Flächentheile  beginnen  und  auch  wieder  mit  demselben  schliessen.    So  steUt: 

/,  H,  E,  H,  I, 

die  in  der  vorigen  Nummer  betrachtete  Fläche  dar.  Ein  derartiges  Symbol 
deutet  nicht  nur  die  Art  der  einzelnen  Flächentheüe,  sondern  auch  die  Art 
und  die  Lage  der  singulären  Strahlen  der  Fläche  an,  so  dass  dasselbe  him-eicht, 
um  eine  Aequatorialfläche,  wie  wir  sie  hier  betrachten,  zu  characterisiren. 

356.  Die  nachstehende  Aufzählung  von  siebenzehn  coordinirten 
Arten*)  der  durch  die  Gleichung  (o)  dargestellten  Aequatorialflächen  ergibt 
sich  sogleich,  wenn  wir  unterscheiden,  ob  die  beiden  Characteristiken  imaginäre 
Ellipsen,  reelle  Ellipsen  oder  Hyperbeln**)  sind,  und  zugleich  die  gegenseitige 
Lage  ihrer  Durchschnittspuncte  mit  dem  Durchmesser  der  Fläche  in's  Auge 
fassen.  Wir  geben  jedesmal  die  Art  und  Lage  der  Characteristiken  und  die 
dadurch  bedingte  Aufeinanderfolge  der  Flächentheüe  an.  Die  siebenzehn  Arten 
ordnen  sich  in  drei  Gruppen  nach  der  Realität  ihrer  singulären  Strahlen***). 

Erste  Gruppe.  Die  singulären  Strahlen  sind  sämmtlich 
imaginär. 

1.  Zwei  imaginäre  Ellipsen.    /. 

2.  Eine  imaginäre  Ellipse  und  eine  HyjDerbel,  deren  Neben- Axe  in  den 
Durchmesser  fällt.    H. 

3.  Zwei  Hyi)erbeln,  deren  Neben- Axen  in  den  Durchmesser  fallen.    E. 
Zweite  Gruppe.    Von  den  vier  singulären  Strahlen  sind  zwei 

reell,  zwei  imaginär. 

4.  Eine  imaginäre  Ellipse  und  eine  reelle  Ellipse,     /i  ///'  /i. 


*)  Von  den  meisten  der  im  Folgenden  genannten  Flächen  hat  Plücker  Modelle  anfertigen  lassen, 
■welche  die  Anschauung  derselben  bedeutend  erleichtern.     F.  K. 

**)  Wir  mögen  hier  beiläufig  hervorheben,  dass  der  die  Aequatorialfläche  bestimmende  Complex 
nothwendig  ein  hyperboloidischer  ist,  sobald  sich  unter  den  Characteristiken  der  Fläche  eine 
Hyperbel  befindet. 

***)  Ausgezeichnet  durch  ihre  Symmetrie  unter  den  nachstehend  aufgezählten  Flächen  sind  die- 
jenigen, deren  Characteristiken  denselben  Mittelpunct  besitzen.  Solche  Flächen  entsprechen  der  An- 
nahme, dass  alle  der  Axe  OX  in  dem  die  Aequatorialfläche  bestimmenden  Complexe  zugeordneten 
Durchmesser  sich  im  Mittelpuncte  des  Complexes  schneiden  (vergl.  n.  252.). 
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.'».  KiiR-  iina;,'iiuuv  Kllipse  lui'l  t-inc  llypcrbul,  tleivn  IliUipt-Axt.'  in  dvu 
I»uivluiR'.ssL'r  liUlt.     //,"  /,  //,". 

G.  Eine  reelle  Elli))se  nnd  eine  Hy|)erbel,  deren  Neben- Axe  in  den 
Durchmesser  tillit.     //,'  A',  //,'. 

7.  Eine  Hyiierl)el,  deren  Ilaupt-Axe,  imd  eine  Ilyiierltel,  deren  Neben-Axe 
in  den  Dunhniesser  filUt.     A',  //,'  A',. 

Dritte  (iruijpe.    Die  singuhlren  Strahlen  .sind  .silmmtlich  leell. 

A.  Zwei  reelle  E^llipsen. 

•s.  Die  beiden  Durchschnitte  des  Durchmessers  mit  der  einen  Ellipse 
folgen  auf  die  beiden  Durchschnitte  desselben  mit  der  anderen.   /;,  //,"  /.^  HC  f.^. 

9.  Anf  dem  Durchmesser  der  Flilche  liegen  die  Durchschnitte  mit  der  einen 
Ellipse  zwischen  den  beiden  Durchschnitten  mit  der  anderen  Ellipse.*)  A  //,  Ä",  //^  /,. 

10.  Auf  dem  Durchmesser  dir  Flache  folgen  alternireud  die  Durch- 
sclmittspuncte  mit  der  einen  imd  die  Durchschnittspimcte  mit  der  anderen 
Ellipse,     /o  //s  Ei  //,  /.. 

B.  Eine  reelle  Ellipse  nnd  eine  Hyperbel,  deren  Haupt -Axe  in  den 
Dm'chmesser  der  Fläche  fällt. 

11.  Der  Durchmesser  der  Fläche  wird  von  der  Ellipse  in  zwei  Puucten 
geschnitten,  welche  zwischen  den  beiden  Dm-chschnitten  mit  der  Hyperbel 
liegen.    //,"  /,  //,"  /,  //,". 

12.  Auf  dem  Durchmesser  der  Fläche  liegen  die  Dm-chschnitte  mit  der 
Ellipse  innerhalb  desselben  Zweiges  der  Hyjjerbel.    II-,  /,  I/2  E^  11^. 

13.  Die  Scheitel  der  Hyperbel  liegen  zwischen  den  Diu'chschnitten  der 
Ellipse  mit  dem  Dmxhmesser  der  Fläche.     ///  E^  H{  E.,  Z//. 

14.  Von  den  beiden  Scheiteüi  der  Hyperbel  liegt  der  eine  ausserhalb 
der  Ellipse,  der  andere  innerhallj.     //.  /,  H,2  E^  H^. 

C.  Zwei  H3iierbeln,  deren  Haupt- Axen  in  den  Dm'chmesser  der  Fläche  fallen. 

15.  Auf  dem  Dm-chmesser  liegen  die  beiden  Scheitel  der  einen  Hyperbel 
zwischen  den  beiden  Scheiteln  der  anderen.     E^  IL,  /,  H.,  E y. 

16.  Auf  dem  Durchmesser  folgen  die  Scheitel  der  einen  H}'perbel  auf 
die  der  anderen.    E^,  II i  E^,  H^  E^. 

17.  Auf  dem  Dm'chmesser  liegt  ein  Scheitel  jeder  der  beiden  Hyperbeln 
zwischen  den  beiden  Scheiteln  der  anderen.     E.^  II.^  I^  H^  E^. 


*)  Die  in  der  354.  Nummer  betrachtete  Fläche. 
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357.  Wir  wollen  in  den  nächsten  Erörterungen  diejenigen  Fälle  ins- 
besondere hervorheben,  in  welchen  zwei  der  singulären  Strahlen  der  Aequa- 
torialfläche  in  dieselbe  Breiten-Ebene  fallen.  Es  sind  die  entsprechenden 
Flächen  anzusehen  als  Uebergangsformen  zwischen  jedesmal  zwei  der 
vorstehend  aufgezählten  siebenzehn  Arten.  Sie  hängen  von  einer  Constanten 
weniger,  als  die  bisher  betrachteten  Flächen,  also  von  zehn  Constanten  ab. 
Dadurch,  dass  zwei  singulare  Stralilen  der  Fläche  in  dieselbe  Breiten-Ebene 
fallen,  verschwindet  der  zwischen  denselben  eingeschlossene  Flächentheil.  Die 
Breiten-Ebene  bezeichnet  nicht  mehr,  wie  früher,  den  Uebergang  zwischen 
einem  hj^Derbolischen  und  einem  elliptischen  oder  imaginären  Flächeutheil. 

Die  singulären  Strahlen  können  paarweise,  in  dieselbe  Breiten -Ebene 
fallen;  es  kömien  drei  von  ihnen  in  derselben  Ebene  liegen,  u.  s.  f.  Alle 
solche  Flächen  finden  sich  unter  den  verschiedenen  Arten  von  Complexflächen 
wieder,  die  wir,  in  der  344.  Nummer,  bei  der  allgemeinen  Classification 
erhielten,  wenn  wir  annahmen,  dass  sich  die  Beziehung  der  geraden  Linie  d, 
welche  mit  dem  gegebenen  Complexe  die  Complexfläche  bestimmt,  zu  der 
Fläche  *  der  singulären  Puncto  und  Ebenen  des  Complexes  irgendwie 
pai-ticialarisire. 

Wir  erhalten  zunächst  zwei  Particularisationen  der  fraglichen  Art, 
indem  wh-  entweder  annehmen  können,  dass  zwei  parallele  oder  dass  zwei 
gekreuzte  singulare  Strahlen  in  dieselbe  Breiten-Ebene  fallen,  dass  also  die 
Aequatorialfläche  einen  Flächentheil  der  ersten  oder  zweiten  Art  verliert. 

358.  Es  fallen  zwei  parallele  singulare  Strahlen  der  Aequatorialfiäche 
zusammen,  wenn  wir  amiehmen,  dass  sich  eine  der  beiden  Characteristiken 
in  das  System  zweier  gerader  Linien  aufgelöst  habe.  Die  beiden 
zusammenfallenden  singulären  Strahlen  erscheinen  dann  als  ein  Doppel- 
strahl  der  Aequatorialfläche.  Durch  den  Doppelstrahl  getrennt,  schliessen 
sich  zwei  elliptische  oder  zwei  imaginäre  oder  zwei  in  demselben  Sinne 
geöffnete  hyperbohsche  Flächentheile  an  einander  an.  Der  Doppelstrahl  liegt,, 
im  Allgemeinen,  nicht  seiner  ganzen  Erstreckung  nach  auf  reellen  TheUen 
der  Fläche,  sondern  setzt  sich,  über  diese  hinaus,  als  isolirte  gerade  Linie 
fort.  Wenn  die  beiden  in  denselben  zusammenfallenden  singulären  Strahlen 
von  der  ersten  Art  sind,  so  bildet  ein  begrenztes  Stück  des  Doppelstrahl's 
den  Uebergang  zwischen  zwei  elliptischen  oder  zwei  hyperbolischen  Flächen- 
theüeu.  Sind  sie  von  der  zweiten  Art,  so  bildet  der  immer  reelle  Doppel- 
stralil  den  Uebergang  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  hyi^erbolischen 


Oller  iiim^iiulri'H  Flilrlu'Utlii'ik'ii.    Im  letzti-nii  l'iille  ist  tler  Duppolstnili]  eiiii* 
isulirte  «^cnule  Link'. 

Die  FlJlchen,  weldu'  wir  hit-r  betrachten,  sind  iinzusehen  als  Ucln-r- 
gun<jpj;lieiler  zwischen  solchen,  die  der  ei'sten  und  zweiten,  oder  zwischen 
solchen,  die  der  zweiten  und  dritten  (Iruppe  di-r  in  der  iJ.OG.  Nummer  auf- 
gezilhlten  xVc^jUiitorialtlAchen  angehören.  Sie  finden  sich  l)ei  der  allgemeinen 
t'lassiticatiou  der  ('omjtlexHilchen,  wie  wir  sie  in  der  .'Ml.  Nummer  gegeben 
haben,  unter  der  dort  mit  II  bezeichneten  Art. 

Wenn  wir  unterscheiden,  ob  das  Linienpaar,  in  welches  die  6ine 
Chai*acteinstik  zertallt,  reell  (xler  imaginär  ist,  ferner,  ob  die  zweite  Charac- 
teristik  eine  imaginilre  Ellipse,  oder  eine  Hyjierbel,  oder  eine  reelle  Ellipse 
ist,  und  wenn  wir  ausserdem  die  Lage  des  immer  reellen  Dui'chschnitts  der 
beiden  geraden  Linien,  in  welche  die  eine  Charactei'istik  sich  aufgelöst  hat, 
gegen  die  zweite  Characteristik  in's  Auge  fassen,  erhalten  \vir  die  nachfol- 
gende Eiutheilung  solcher  Flächen  in  zwölf  Arten.  Wir  bezeichnen  dieselben 
der  Reihe  nach  mit  den  Zalilen  18  —  2!),  und  geben  bei  jeder  die  Aiifein- 
auderfolge  der  Flilchentheile  und  diejenigen  beiden  der  bis  jetzt  aufgezilhlten 
siebenzehn  Alien  an,  zwischen  welchen  dieselbe  den  Uebergang  bildet.  Den 
Doppelstrahl,  in  welchen  z\vei  parallele  singulilre  Strahlen  zusammengefallen 
sind,  bezeichnen  wir  dm-ch  einen  oder  zwei  vcrticale  Striche,  je  nachdem  er 
von  der  ei^sten  oder  zweiten  Art  ist.    So  erhalten  wir  das  folgende  Schema: 

18.  /,  II  /..  1.  4. 
l'J.  //,"  II  //,".  2,  ö. 

20.  Hl  I  //;.  2,  6. 

21.  E^  I  E^.  3,  7. 

22.  /,  II  /,  //i"  /;.  4,  8. 

23.  /,  //,/A,  I     /,.  4,  9. 

24.  //,"  /,  II  /,  //,".  5,  11. 

25.  //,  /,  //,  I  //,.  .5,  12. 

26.  //,  II  //,  E,  H^.  6,   12. 

27.  ///  E^  I  E^  //;.  6,  13. 

28.  E^  II,  II  H,  E,.  7,  15. 

29.  E^  Hl  E,  I  E,.  7,  IG. 

3.59.  Es  können  beide  Characteristiken  in  Systeme  von  zwei,  reellen 
oder  imaginären,  geraden  Linien  ausarten.  Dann  erhält  die  Fläche,  indem  die 
parallelen  singulären  Stralilen  zusammenfallen,  zwei  geki'euzte  Doppelstralilen 
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uud  wird  eine  Linienfläche.  Sie  hängt  nur  noch  von  neun  Constanten  ab. 
Derartige  Flächen  gehören  zu  der  dritten  bei  der  allgemeinen  Classification 
der  Comj)lexflächen  aufgestellten  Alt.  Sie  sind  als  Uebergaugsfälle  zwischen 
den  zwölf  vorstehend  aufgezählten  FäUen  anzusehen.  Wii-  unterscheiden  bei 
ihnen  drei  Arten,  nach  der  Realität  der  beiden  Linienpaare,  in  welche  die 
Characteristiken  zerfallen : 

30.  /,  II  /,  II  /,.  18,  22. 

31.  H.,  II  ^,  I  H.,.  19,  25;  20,  26. 

32.  E.,  I  E.  I  E.^.  21,  29. 

360.  Zwei  senki-echt  auf  einander  stehende  singulare  Strahlen  der 
Aequatorialfläche  fallen  in  dieselbe  Breitenebene,  wenn  wir  annehmen,  dass 
sich  die  beiden  Characteristiken  der  Fläche  schneiden.  Es  kommt 
dies  darauf  hinaus,  dass  sich  die  beiden  Characteristiken,  nachdem  man  sie 
durch  Drehung  um  den  Durchmesser  in  dieselbe  Ebene  gebracht  hat,  in  einem 
Pimcte  des  Dmrchmessers  berühren.  In  der  durch  diesen  Berührungspunct 
bestimmten  Breiten-Ebene  wird  von  den  Linien  des  Complexes  ein  System 
zweier,  auf  dem  Durchmesser  der  Fläche  zusammenfallender  Puncte  umhüllt. 
Die  Breiten-Ebene  ist  eine  Doppelebene  des  Complexes.  Die  Aequatorial- 
flächen,  welche  wir  hier  betrachten,  gehören  zu  der  vierten  in  der  344.  Nummer 
aufgestellten  Art  von  Complexflächen.  Sie  hängen  nur  noch  von  zehn 
Constanten  ab.  Indem  sich  die  Doppelebene  als  selbstständige  Ebene  von 
der  Aequatorialfläche  absondert,  vnrd  diese  von  der  dritten  Ordnung  und 
verliert  ihren  unendlich  weit  liegenden  Doppelstrahl.  Die  Dopi^elebene 
schneidet  die  Fläche  nach  cbei  einfachen  Strahlen,  von  denen  der  eine  im- 
endlich  weit  liegt  und  die  anderen  beiden  sich  auf  dem  Dm-chmesser  schneiden. 
Wir  erhalten  die  analytische  Bestätigung  dieser  Resultate  unmittelbar  aus 
den  Gleichungen  (6),  durch  welche  wir  diejenigen  vier  Puncte  des.  Dm-chmessers 
der  Aequatorialfläche  bestimmt  haben,  in  welchen  derselbe  von  den  vier  singu- 
lären  Stralilen  der  Fläche  geschnitten  wird.  Wenn  dieselbe  eine  gemeinschaft- 
liche Wurzel,  .r',  besitzen,  können  wir  sie  iinter  der  folgenden  Form  schreiben : 

E{x-x'){x-x^^O,  \ 

F{x-x'){x~x^)  =  <).\  ^^ 

Dann  geht  die  Gleichung  (3),  durch  welche  wir  die  Aequatorialfläche  in 
Punct-Coordinaten  dargestellt  haben,  in  die  folgende  über: 


:!r)7 

Der  lineare  Futt<n-: 

r  -  .r'  =  0  (9) 

entspricht  der  Ebene,  welche  sich   von  der  AeiinatorialHilche  absondei-t,  und 
die  »Ueichxuij,': 


weicht'  die  FläclK'  sellist  dai*stellt.  wird  von  der  tlritten  Urdnun;^. 

Setzen  \\\y  insbesondere  .r  fileich  x',  so  geht  die  vorstehende  Gleichung 
in  die  folgende  iiljer: 

eine  Gleichuiig,  welche  das  reelle  oder  imaginilre  Linienpaar  darstellt,  nach 
welchem  die  FliUhe  von  der  durch  die  Gleiclnuig  (9)  bestimmten  Ebene,  ausser 
in  der  unendlich  weit  liegenden  Linie  derselben,  geschnitten  wird.  Es 
beriüirt  die  Ebene  ('J)  die  Flache  (10)  in  den  drei  Durchschnittsijuncteu  dieser 
drei  geraden  Linien. 

Die  Aequatorialflfiche  hat  zwei  ihrer  singulilren  Strahlen  mit  der 
Absondenmg  emer  selbststandigen  Ebene  verloren.  Es  bildet  diese  Ebene 
die  Grenze  zwischen  aufeinander  folgenden  elliptischen  und  imaginären 
Flilchentheilen  oder  zwischen  solchen  hyper1)olischen  Flächentheil en,  deren 
Hyperbeln  in  vei-schiedenem  Sinne  gcöH'net  sind.  Für  beide  Uebergangs- 
ai-ten  geben  die  Flächen  zweiter  Ordnung,  wenn  wir  uns  dieselben  dm-ch 
CiuTen  in  parallel  mit  sich  selbst  fortriickenden  Ebenen  erzeugt  denken,  ein 
anschauliches  Beispiel. 

Die  beiden  Characteristiken  einer  Aequatorialfiäche,  wie  wir  sie  hier 
betrachten,  können  nur  reelle  Ellipsen  oder  solche  Hyi^erbeln  sein,  deren 
Haupt-Axo  in  den  Diu-chmesser  fällt.  Danach  erhalten  wii-  die  folgende 
Aufzälilung  von  sieben  coordinirten  Ai-ten,  die  wii-,  in  fräherer  Weise,  durch 
Angabe  ihrer  Flächentheile  und  deijenigen  unter  den  siebenzehn  ersten 
Flächen,  zwischen  welchen  sie  den  Uebergang  bilden,  characterisiren.  Wir 
haben  dabei  die  sich  absondernde  Breiten-Ebene  durch  ein  Kreuz  bezeichnet. 

33.  I.,  II X  Uli.  >^,  10. 

54.  I  xE  H.,  I.  9,   10. 

35.  HL,  II X  H.  11,  14. 

36.  //,  IxE H,.  12,  14. 
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37.  HxH  E,  H.  13,   14. 

38.  E  H.^  IxE.  15,   17. 

39.  E^  IIx  H  E.,.  16,   17. 

361.  Wenn  die  Characteristikeu  der  Fläche  sich  in  zwei  Puncteu 
sclineiden,  so  geht  die  Fläche,  indem  sie  alle  Singularitäten  verliert,  in  eine 
Fläche  der  zweiten  Ordnnug  über.  Dann  gibt  es  unter  den  Breiten- 
Ebenen  zwei,  welche  Doppelebenen  des  die  Fläche  bestimmenden  Complexes 
sind,  diejenigen  beiden,  welche  die  Fläche  zweiter  Ordnung  berühren.  Diese 
Ebenen  sind  durch  die  Fläche  zweiter  Ordnung  selbst  gegeben,  insofern  sie, 
der  Vorraussetzung  nach,  auf  einer  der  drei  Haupt-Axen  dieser  Fläche  senk- 
recht stehn.  Die  Aequatorialfläche  hängt  also  von  eben  so  viel  Constanten 
ab,  als  eine  allgemeine  Fläche  des  zweiten  Grades.  Und  in  der  That  finden 
wir  für  diese  Constanten  -  Anzahl  neun,  eine  weniger,  als  in  dem  in  der 
vorigen  Nummer  behandelten  Falle.  Wenn  wh-,  bei  der  allgemeinen  Classification 
der  Complexflächen ,  dreizehn  Constanten  für  eine  Complexfläche  gefunden 
haben,  welche  in  eine  Fläche  des  zweiten  Grades  ausartet,  so  kamen  vier  der 
dreizehn  Constanten  auf  die  gerade  Linie  d,  welche  in  keinerlei  ausgezeichneter 
Beziehung  zu  der  Fläche  stand. 

Wir  gehen  hier  und  im  Folgenden  nicht  weiter  auf  diejenigen  Aequa- 
torialflächen  ein,  welche  in  Flächen  der  zweiten  Ordnung  ausarten. 

362.  Wir  erhalten  weitere  Arten  der  hier  zu  betrachtenden  Aequatorial- 
fiächen,  wenn  wir  annehmen,  dass  eine  von  den  zwei  sich  schneiden- 
den Characteristikeu  sich  in  ein  System  zweier  gerader  Linien 
aufgelöst  hat.  Solche  Aequatorialflächen  hängen  von  neun  Constanten 
ab.  Es  entspricht  ihnen  in  der  allgemeinen  Classification  der  Complexflächen^ 
wo  wir  in  kein  grösseres  Detail  eingegangen  sind,  keine  besonders  angeführte 
Art.  Wir-  erhalten  eine  solche,  wenn  wir  annehmen,  dass  die  gerade  Linie  d, 
welche  mit  dem  gegebenen  Complexe  die  Complexfläche  bestimmt,  in  einer 
Doppelebene  des  Complexes  enthalten  ist  und  in  derselben  denjenigen  Kegel- 
schnitt berührt,  welchen  diese  Ebene  mit  der  Fläche  *  der  singuläreu  Puncte 
und  Ebenen  des  Complexes  gemein  hat. 

Wir  heben  insbesondere  die  Singularität  hervor,  welche  derartige  Aequa- 
torialflächen in  der  Breiten-Ebene  besitzen,  die  durch  den  Dm'chschnittspunet 
der  beiden  Characteristikeu  hindurchgeht.  In  diesö  Breiten-Ebene  fallen  drei 
singulare  Strahlen.  Es  sondert  sich  zunächst  die  Breiten -Ebene  von  der 
Fläche  als  selbstständige  Ebene    ab,   wodurch  die  Ordnung  der  Fläche  die 


ilrittc  wini  iiml  tlic  l-lilrlie  zwei  ilin-r  siii^'ulilivii  Stralileii  vt-rliei-t.  Die 
A('<|uatorialHi1(lu'  hat  dailiuvli.  ilass  divi  ihrer  siiif^uhlri'H  Strahlen  in  iliesclhc 
Ihfitcn-Elx-ni'  nlikten,  /wt-i  ihrer  Fhlchentheile  verloren.  Der  eine  »1er  beiden 
illirij^en  ist  nothwendijierweLse  ein  liyi)erlM>liseher,  der  andere,  je  naehdem 
das  Linienpaar,  in  welehes  sich  die  eine  Charaoteri.stik  anl'ffelöst  hat,  reeh 
oder  iniajj:ini\r  ist,  ein  elliptischer  taler  imaj^inilrer.  In  hfideii  J'allen  wird 
der  hyperlx)lis(he  Theil  nach  der  ganzen  Ei-streekung  des  übrig  gebliebenen 
dritten  sinirnlilren  Strahls  von  tler  sieh  al)sondenulen  IJreiteii-Eliene  berührt. 
Derjenige  Punet,  in  wekheni  die.ser  singidOi-e  Strahl  den  Durchnie.sstM-  der 
FiiU'he  schneidet,  ist  ein  Doppelpnnct  dei*selben.  Die  Tangenten  der  Flilche 
in  demselben  lit'L'rn  in  zwei  gesf)nderten ,  reellen  oder  imaginären  Ebenen, 
denjenigen  Ebenen,  welche  sioli  dun  li  den  singiililren  Strahl  und  dir  lniik'n 
gei*aden  Linien,  in  welche  sich  die  eine  Characteristik  aufgelöst  hat,  hindmxh- 
legen  lassen.  Xaeh  der  Erstrecknng  dieser  beiden  geraden  Linien  wird  die 
Flilche  von  den  beiden  Ebenen  beriihrt.  Als  Tangential-Ebene  der  Aequatorial- 
tlilche  im  D(Ji)peli)Uncte  kann  jede  Eljene  angesehen  werden,  welche  den 
hindurchgehenden  singuhlren  Strahl  enthält.  Während  sich  der  Kegel  zweiter 
Ordnung,  der,  im  Allgemeinen,  von  den  Tangenten  einer  Fläche  in  einem 
Doppelpimcte  gebildet  wird,  in  unserem  Falle  in  das  System  zweier  Ebenen 
aufgelöst  hat,  artet  der  Kegel  zweiter  Classe,  welcher,  im  Allgemeinen,  von 
den  Tangential-Ebenen  einer  Fläche  in  einem  Doppelpuncte  umhüllt  wird, 
in  unserem  Falle  in  das  System  zweier  umhüllter  Axen  aus,  welche  in  den 
singulären  Strahl  zusammenfallen. 

Sei  zunächst  das  Linienpaar,  in  welches  sich  die  eine  Characteristik 
aufgelöst  hat,  reell.  Dann  folgt  auf  einen  hyiierbolischen  Theil  der  Fläche 
ein  elliptischer.  Indem  sich  die  fortnilckende  Breiten-Ebene  von  der  Seite 
des  h3q)erbolischen  Theils  her  der  ausgezeichneten  Lage  nähert,  nimmt  sowohl 
die  reelle  als  die  imaginäre  Axe  der  in  derselben  enthaltenen  Hyperl^el  immer 
mehr  ab,  doch  so,  dass  der  Asymptotenwinkel  immer  grösser  wird  und  an 
der  Grenze  den  Werth  n  eireicht.  Nachdem  die  fortmckende  Breiten-Ebene 
die  ausgezeichnete  Lage  übei-schritten  hat,  enthält  sie  eine  imendlich  kleine 
Ellipse,  deren  Axen  als  unendlich  verschieden  anzusehen  sind.  Es  ist  die- 
jenige Axe  die  grössere,  welche  in  ihrer  Richtung  mit  der  Richtimg  des 
singulären  Strahls  übereinstimmt. 

Ist  das  Linienpaar,  in  welches  sich  die  eine  Characteristik  aufgelöst  hat, 
imaginär,    so  folgt    auf   einen    hyperbolischen  Flächentheil    ein    imaginärer. 


—     360     — 

Den  Uebergaug  hat  mau  sich  so  zu  clenkeu,  dass  Haupt-  uud  Neben- Axe 
der  gegen  die  Grenze  hin  fortrückenden  Hyperbel  beide  abnehmen,  jedoch 
die  erstere  unendlich  viel  schneller,  als  die  letztere.  So  endet  der  hyper- 
Ijolische  Theil  gegen  den  imaginären  in  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten- 
Winkel  gleich  Null  geworden  ist. 

Wenn  wir  berücksichtigen,  0I3  das  Linienpaar,  in  welches  sich  die  eine 
Characteristik  auflöst,  imaginär  oder  reell  ist,  und  ob  die  zweite  Characteristik 
eine  reelle  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  ist,  deren  Haupt -Axe  in  den  Dm-ch- 
messer  der  Fläche  fällt,  erhalten  wir  die  nachstehende  Aufzählung  von  vier 
Arten.  Wir  bezeichnen  dabei  die  ausgezeichnete  Breiten-Ebene  durch  einen 
horizontalen  Strich.  Die  Aequatorialflächen,  welche  wir  hier  betrachten,  lassen 
sich  sowohl  als  Uebergangsformen  zwischen  solchen  Flächen  ansehen,  deren 
eine  Characteristik  ein  Linienpaar  ist,  welches  die  zweite  Characteristik  nicht 
schneidet,  als  auch  zwischen  solchen,  deren  Characteristiken  sich  schneiden, 
ohne  dass  sich  eine  derselben  in  ein  Linienpaar  auflöst.  Sonach  erhalten 
wir  die  folgende  Tabelle: 

40.  /.  —  //,/,.  22.  23;  33,  34. 
4L  ir.,  —  L,II,,  24,  25;  35,  36. 

42.  H.,  —  E^H^.  26,  27;  36,  37. 

43.  E^  —  l{.,E.,.  28,  29;  38,  39. 

Es  mag  schliesslich  noch  bemerkt  werden,  dass,  wenn  beide  sich  schnei- 
dende Characteristiken  Linieupaare  werden,  die  Aequatorialfläche  sich  auf 
die  zweite  Ordnung  reducirt,  indem  sie  eine  Kegelfläche  wird. 

363.  Es  bleiben  noch  diejenigen  Fälle  zu  discutiren,  wo  einer  oder 
mehrere  der  singulären  Strahlen  der  Fläche  unendlich  weit  rücken.*) 

Es  rückt  einer  der  singulären  Strahlen  unendlich  weit,  wenn  wir  an- 
nehmen, dass  eine  der  beiden  Characteristiken  eine  Parabel  sei.  Indem 
ein  singulärer  Strahl  in  unendliche  Entfernung  rückt,  wird  die  Fläche 
durch  die  unendlich  weit  entfernte  Ebene  in  zwei  TheUe  getheilt.  So  lange 
nicht  weitere  Singularitäten  hinzutreten,  ist  einer  dieser  Theile  ein  hy]3er- 
bolischer,  der  andere  ein  elliptischer  oder  imaginärer.  Eine  derartige  Fläche 
ist  aufzufassen  als  Uebergangsform  zwischen  zwei  der   bisher  aufgezählten 


*)  Derartige  Flächen  geben  eine  Anscliauung  von  der  Vertheilung  der  Linien  in  solchen  Com- 
plexen,  für  welche  die  unendlich  weit  entfernte  Ebene  eine  singulare  Ebene  oder  eine  Doppelebene 
ist,  d.  h.  in  den  hyperbolischen,  elliptischen  und  parabolischen  Complexen. 


—    :{<>1    — 

Arten,  welche  eine  Chanirteristik  neinein  luilx'ii,  \v;lluvntl  die  aiulere  hezil^'licli 
eine  reelle  Ellipse  mx!  eint'  llyperljel  ist,  deren  iliiupt-Axi-  in  den  Durch- 
messer iilUt.  Sic  hi\n<,4  von  einer  Con-st«nte  wenifjer  ab,  als  jede  der  l)eidcn 
Flüchen,  zwischen  welchen  sie  den  Ueber^an^'  Itildet.  Wir  erhalten  uiiniit- 
telhar  die  tblj^ende  Aufzilhlini','  der  hier  imVliciieii  Fälle,  auf  di-ren  nilhere 
Disciission  wir  nicht  ein^'elien. 

44.  /,   //,".  4,   ■). 
4.'..   //,'   A',.  «;,   7. 

4(;.  /,   //,"   /,  //,".  s,   11. 

47.  /,    //,   /:',  //,.   :i,    iL». 

45.  /     //     /:•  //,.    Kl,    14. 
4ü.  //,  /,  //,  A',.   12,  15. 

50.  //,'  /;.  //,'  E,.   \?,,   16. 

51.  //,  /o  /A,  Ä'o.   14,    17. 

52.  J,  II  /,  HC  22,  24. 

53.  /.  //,  I  //,.  23,  25. 

54.  //,  II  //,  /;,.  26,  28. 

55.  //,'  E,  I  E,.  27,  29. 

56.  /,  //x  //.  33,  35. 

57.  IxE  IL,.  34,  36. 

58.  II,  IxE.  36,  38. 

59.  //x  //  E..  37,  39. 

60.  I^  —  H..  40,  41. 

61.  II.,  —  E^.  42,  43. 

In  dem  Vorstehenden  kann  die  parabolische  Characteristik  überall  diuxii 
das  System  zweier  paralleler^  reeller  oder  imaginärer,  gerader 
Linien  ersetzt  werden.  Dann  erhält  die  Fläche  einen  zweiten  unendlich 
weit  liegenden  Doppelstrahl.  Solche  Flächen  können  als  Grenzfälle  der  früher 
bereits  aufgezälilten  Flächen  gelten,  deren  eine  Characteristik  ein  Linienpaar 
war.  Sie  hängen  bezüglich  von  einer  Constante  weniger  ab.  Wir  vereinigen 
die  verschiedenen  Ai'ten,  welchen  wnr  hier  begegnen,  in  der  folgenden  Tabelle, 
in  welcher  vnr  den  Doppelstrahl  der  Fläche,  auch  nachdem  er  unendlich 
weit  gerückt  ist,  in  friiherer  Weise  bezeichnen,  und  in  der  wir  jedesmal 
diejenige  früher  bereits  genannte  Art  von  Aequatorialflächen  anführen,  aus 
welcher  sich  die  neue  ableitet. 
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62. 

11/ II-    18. 

63. 

\\h:'  11- 19. 

64. 

\  h;  1.  20. 

65. 

1  E^  \.  21. 

66. 

11/2  H"  h  \V  22. 

67. 

1  H^  A  ^2  |.  25. 

68. 

11^.  E,  H,  II .  26. 

69. 

1  E^  11;  E^  i.  29. 

70. 

11/2  11/2  11 .  30. 

71. 

11^2    11^2     i|.     31. 

72. 

\  H,\  H,  \.  31. 

73. 

\EAE.  \.  32. 

Es  können  beide  Characteristiken  der  Aequatorialfläche  Parabeln  sein. 
Dann  wird  die  unendlich  weit  liegende  Ebene  eine  Doppelebene  des  die 
Aequatorialfläche  bestimmenden  Complexes.  Sie  sondert  sich  als  selbstständige 
Ebene  von  der  Fläche  ab,  und  dadurch  wird  diese  von  der  dritten  Ordnung. 
Wir  erhalten  die  folgende,  ohne  Weiteres  verständliche  Aufzählung: 

74.  xl  H,  Ex.  34,  38;  47,  48,  49,  51. 

75.  xH  I.  fix.  35;  46,  51. 

76.  xH  E,  //x.  37;  48,  50. 

Endlich  kann  von  den  beiden  Characteristiken  die  eine  eine  Parabel 
und  die  andere  ein  reelles  oder  imaginäres  Paar  paralleler 
gerader  Linien  sein.     Dann  erhalten  wir  die  folgenden  beiden  Flächen: 

77.  — /,  H,—  40,  41;  66,  67;  74,  75. 

78.  — //,  E.—  42,  43;  68,  69;   74,  76. 

Der  Annahme  entsprechend,  dass  beide  Characteristiken  in  Paare  reeller 
oder  imaginärer,  paralleler  gerader  Linie«  zerfallen,  wird  die  Aecpiatorial- 
fläche  von  der  zweiten  Ordnung  imd  aitet  in  eine  Cylinderfläche  aus. 

364.  Mit  dieser  Eintheilung  in  78  Arten  sind  die  verschiedenen  Fälle 
von  Aequatorialflächen ,  .welche  durch  die  Gleichung  (3)  dargestellt  werden, 
wofern  die  Ordnung  derselben  nicht  bis  auf  die  zweite  hinabsinkt,  erschöpft. 
Alle  diese  Aequatorialflächen  gehören  den  vier  ersten  der  bei  der  allge- 
meinen Classification  der  Complexflächeu  in  der  344.  Nummer  aufgestellten 
Arten  an.  Indem  sich  dieselben  vor  den  allgemeinen  zu  diesen  Arten 
gehörigen  Flächen  dm-ch  gestaltliche  Einfachheit  und  Uebersichtlichkeit  aus- 
zeichnen, können  sie  gewissermassen  als  Vertreter  derselben  gelten.    Für  solche 


—     :m     — 

AiHiimtorialHilchfii,   wi-lclu'  der  innfti-ii  (kIit  .-t-«  li>t«'ii  ilcr  in  dt-r  .11 1.  XuiiiiiitT 
aufgestellten  Arten  angehören,  weiden  wir  nwh  einen  Xm-litraj^  zu  lieti-in  lialien. 

Hier  ist  es  zuiulehst  unsere  Aufgabe,  zu  untersuchen,  welchen  Werth 
die  Aufzilhlung  der  ix  Arten,  wie  wii'  sie  gegeben  halten,  für  <lii'  allgemeine 
Discussiou  der  Aa[uatorialHilchen  hat.  Die  einzige  partieularisirende  üedinguug, 
welcher  wir  im  Voi-stehenden  die  Ati|iiatnrialHilche  unterworfen  hatten,  war 
die,  dass  wir  annahiuen,  die  Axen  ihrer  15reiten-('nrven  seien  gleich  gerichtet. 
In  dem  allgemeinen  Falle  bleibt  die  Aufeinanderfolge  der  Flilchentheile,  die 
Ai*t  der  siugidilren  Strahlen  u.  s.  f.  ganz  dieselbe,  wie  sie  unter  dieser 
besonderen  Annahme  gewesen  i.st.  Wir  erhalten  eine  Anscliiniung 
von  einer  allgemeinen  AequatorialfHlche,  wenn  wir  uns  die 
Breiten-Curven  einer  der  bisher  betrachteten  Flächrii  in  ihren 
Ebenen  gegen  einander  gedreht  denken. 

Wir  können  den  AeiiuatorialHilchen,  deren  Breiten-Curven  eine  löste 
Axen-Richtung  besitzen,  die  allgemeinen  als  gedrehte,  als  tordirte  gegen- 
über stellen. 

Diese  Bestinnnung  einer  allgemeinen  Aequatorialflilche  ist  selbstver- 
stilndlich  mu-  eine  annähernde.  Bei  der  Drehung  der  Breiten-Curven  in  ihren 
El)enen  müssen  sich  deren  Dimensionen  entsprecheml  iindern.  wenn  die  ent- 
stehende Fläche  eine  Ae(juatorialtläche  sein  soll.  Indessen  sind  diese  Aenderuugen 
nur  von  der  zweiten  Ordnung,  wenn  die  Grösse  der  Drehung  von  der  ersten 
ist.     Wir  wollen  die  Gleichung  (2)  zu  Grande  legen : 

w'  -f  (F.r-'  —  -iÄ.r  +  ß)  V'  +  (£'.r-'  +  2  i'.r  +  C)  ir-  =  0. 
Wenn  wir  die  Breiten-Cui-ven  in  ihrer  dui'ch  .r  bestimmten  Ebene   von  A'Z 
zu  -Vi'  dmx-h  einen  Winkel  cc  drehen,   so  wird  die  Gleichung  der  von  den- 
selben gebildeten  Fläche: 

)V'  +  {F.v^  —  2Rx-\-B)  {u  .sin  «  +  v  cos  «)  ^ 
+  {Ex-  +  2  Ux  -{-  C){u  cos  u  —  V  sin  «)-  =  0.  fl2) 

Wir  wollen  den  Winkel  c.  durch  die  Gleichung  bestimmen: 

^"^  ''  ^  Y{Fx'^  —  2RX  +  ß)^{Ex'^  -\-2Ux  +^  '  ^  '' 

Dann  geht  die  Gleichung  (12)  in  die  folgende  über: 

IV'-  +  {Fx'  —  '2Rx  +  B  —  {(IX  +  hY)v:' 
+  2(rt.r  +  b)  ■    V  1  —{ax  +  by  ■  uv 

+  {Ex-  +  2  Ux  +  r  —  {ax  +  by)  «-'  =  0.  (14) 

46* 


—     364     — 

Bis  auf  Grössen,  die  in  {a.v  +  l')  von  der  zweiten  Ordnimg  sind,  können  wir 
die  in  derselben  vorkommende  Quadratwurzel  der  Einlieit  gleich  setzen.  Dann 
wird  die  Gleichung  der  Fläche: 

ft,2  _^  (/^.^.2  _  2R.r  -\-  B  —  (r/.v  +  //)2  )?;2 
+  2{a:v  +  /^)iiv 
+  (E.r^  +  2  Ux  +  C—  {ax  +  f^y)  u-  =  0,  (15) 

und  stimmt  mit  der  allgemeinen  Gleichung  der  Aequatorialflächen ,  (1),  der 
Form  nach  vollständig  überein.  Wir  müssen  bei  dieser  Gleichung  selbstver- 
ständlich entweder  annehmen,  dass  die  beiden  neu  eingeführten  Constanten 
a,  b  unendlich  klein  seien,  oder  die  Betrachtung  einzig  an  diejenigen  Breiten- 
Curven  der  Aequatorialfläche  anknüpfen,  deren  Ebenen  der  durch  die  Gleichung : 

ax  +  /y  =  0 

bestimmten  Ebene  benachbart  sind. 

365.  Im  Allgemeinen  wird  eine  Aequatorialfläche,  deren  Gleichung  in 
gemischten  Coordinaten  wiederum  die  folgende  sei: 

w'-  +  {Fx''  —  2Rx  +  B)  v'i  —  2{0x  +  G)uv 

+  {Ex^  +  2  Ux  ^  C)u-^  =  0,  (1) 

von  den  beiden  Coordinaten-Ebenen  ÄZ,  XF  in  zwei  Curven  vierter  Ordnung 
geschnitten.  Diese  Curven  besthnmen  durch  ihren  Durchschnitt  mit  dem 
Durchmesser  der  Fläche  diejenigen  vier  Breiten-Ebenen,  in  welchen  die  sin- 
gulären  Strahlen  liegen. 

Aber  die  beiden  Cylinder,  welche  die  Fläche  bezüglich  nach  Ol'  und  OZ 
projieiren,  bleiben,  nach  wie  vor,  vom  zweiten  Grade.  Wir  denken  uns  die- 
selben durch  ihre  Basen  bezüglich  in  XZ  und  .VJ'  gegeben.  Wenn  wir  die 
Art  derselben  und  ilu-e  gegenseitige  Lage  in's  Auge  fassen,  erhalten  wir  genau 
dieselbe  Aufzählung  von  78  verschiedenen  Fällen,  wie  in  der  bisher  behan- 
delten Annahme,  dass  die  Basen  der  beiden  Cylinder  die  Characteristiken  der 
Fläche  seien.  Nur  stehen  die  beiden  Frojections-Cy linder  nicht  mehr  in  der- 
sel]3en  ausscliliesslichen  Beziehung  zur  Fläche,  wie  früher.  Durch  ihre 
Durchschnitte  mit  dem  Durchmesser  der  Aequatorialfläche  sind  nicht  die 
Ebenen  der  singulären  Strahlen,  sondern  solche  Breiten-Ebenen  bestimmt ,  in 
welchen  von  den  Linien  des  Complexes  Hyperbeln  umhüllt  werden,  die  eine 
bezüglich  zu  OF  oder  OZ  parallele  Asymptote  besitzen.  Für  eine  belie- 
bige Breiten-Curve  geben  die   beiden  Cylinder  nur  Ader,   paarweise  parallele. 


;  u ;."» 

Tangeuteu.*)  Es  muss  eine  neue  Bwlingung  hin/.ukouinu-ii,  um  die  Breiten- 
Cni-ve  voUstftmlig  zu  luvst  inniien. 

Als  solche  können  wir  die  Richtung  ihrer  Axtu  odt-r  das  (Irüssen- 
verlulltniss  derselben  nehmen. 

MG.    Wenn  wir  den  Winkel,  den  eine  der   l)eidt'n  Axen   der   durch    den 

Werth  von  x  l)e,stinnnten  lireiten-Curve  mit  der  l'oordiiuiten-Axe  OZ  hiJdet, 

durch  q  bezeichnen,  so  hut  man  bekanntlich**): 

tnn.,-,„_  -2(0x  +  G) 

tang  -  7   -  ( /.. , ..  _  .j y,.,  ^  ßj  _  (^E^2  _|_  2  £7.r  +  <7)  ■  ^^^' 

Für  irgend  einen   l'unet  einer  der  beiden  Axen  ergibt  sich: 

tang  <;f  =  -7  ,  tang  2<p  =  '^^i  ' 

Mithin  kommt : 

yz  Ox  +  G 


!/■  -7»  (F.v^-  —  2Rx  +  B)-  {Ex''  +  2Ux  +  C)  '  ^^'^^ 

Die  Flache  vierter  Ordnimg,  welche  durch  diese  Gleichung  dargestellt  wird, 
ist  der  geometrische  Ort  für  dii-  Axen  der  Breiten -Cui-ven  der  durch  die 
Gleichung  (1)  bestimmten  Aequatorialfltlche.  Es  ist  eine  Linienfläche  mit 
zwei  gegeneinander  senkrechten  Doppellinien,  von  denen  die  eine  mit  dem 
Durchmesser  der  Aequatorialflilche  zusammenfällt,  die  andere  in  den  Breiten- 
Ebenen  derselben  unendlich  weit  liegt. 

Wir  müssen  hier  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  unterscheiden,  je 
nachdem  die  Constante  0  in  der  Gleichung  (16)  verschwindet  oder  nicht. 

In  dem  ersten  Falle  erreicht  die  Drehung  der  Axen  ein  Maximum  oder 
Minimum,  welches  umnittelbar  dem  Minimum  oder  Maximum  des  Nenners 
entspiicht.  Von  .r  =  —  00  ausgehend,  wo,  im  Allgmeinen,  die  Axen  der 
Breiten-Curve  den  Coordinaton-Axen  OV,  OZ  parallel  sind,  dreht  sich  das 
System  der  beiden  Axen  bis  zu  einer  gewissen  Grenzlage,  um,  von  dieser 
aus,  bei  .r  =  +  00,  wieder  die  anfängliche  Lage  anzunehmen.  Ob  das 
Maximum  der  Drehung  gi-össer  oder  kleiner  als  45»  Grad  sei,  hängt  von 
der  Realität  der  Wurzeln  der  folgenden  quadratischen  Gleichung  ab: 

{Fx^  —  2Rx  +  B)  —  {Ex''  +  2  Ux  +  C)  =  0.  (18) 


*)  Besonders  hervorzuheben  ist  der  Fall,  in  welchem  die  Basen  der  beiden  Projections- 
Cylinder  die  beiden  Durchschnittspuncte  mit  dem  Durchmesser  der  Fläche  gemein  haben.  Dann 
bestimmen  sich  die  vier  Ebenen,  in  welchen  die  singulären  Strahlen  liegen,  aus  Gleichungen  des 
zweiten  Grades.  Wenn  wir  wiederum  G  und  0  verschwinden  lassen,  artet  die  Aequatorialfläche  in 
eine  Fläche  des  zweiten  Grades  aus. 

**)  Analytisch  geometrische  Entwicklungen  11,  n.  501. 
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Für  gleichen  Abstand  einer  Breiten-Ebene  von  derjenigen,  welche  der  Maximal- 
Drehung  der  Axen  entspricht,  ist  die  Richtung  der  Axen  dieselbe. 

In  dem  zweiten  Falle  gibt  es  zwei  Breiten-Ebenen,  für  welche  die 
Drehung  der  Axen  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Diese  Breiten-Ebenen 
können  imaginär  oder  reell  sein.  In  dem  letzteren  Falle  liegen  sie  in  gleichem 
Abstände  auf  beiden  Seiten  der  durch  die  Gleichung: 

Ox  +  G  =  0  (19) 

dargestellten  Ebene. 

Wenn  die  beiden  Maximal werthe  imaginär  sind,  drehen  sich  die  Axen 
der  Breiten-Cm-ve,  wälu-end  x  von  —  co  bis  +  oo  wächst,  um  180«.  In  der 
durch  die  Gleichung  (19)  gegebenen  Ebene  beträgt  die  Drehung  90». 

Wenn  die  beiden  Maximal  werthe  reell  sind,  drehen  sich  die  Axen  der 
Breiten-Curve,  während  x  von  —  oo  an  wächst,  bis  zu  einer  gewissen  Grenz- 
lage, kehren  auf  ihrem  Wege  zurück,  bis  sie  in  der  Ebene  (19)  ilu-e  anfäng- 
liche Lage  wieder  erreichen,  setzen  ihre  Drehung  bis  zu  einer  neuen  Grenzlage 
fort,  von  der  zurückkehrend  sie,  für  x  =  +  oo,  ihre  ursprüngliche  Richtung 
wieder  annehmen.  Die  Grösse  der  Drehung  ist  für  solche  zwei  Werthe  von 
X  dieselbe,  welche  Breiten-Ebenen  entsprechen,  die  zu  den  beiden  Grenzlagen 
harmonisch  liegen.  Wenn  die  Gleichung  (18)  in  dem  Falle,  den  wir  betrachten, 
reelle  Wurzeln  hat,  bestimmt  diesell^e  zwei  zu  den  Grenzlagen  harmonische 
Breiten-Ebenen,  welche  Complex-Curven  enthalten,  deren  Axen  gegen  0  F,  0  Z 
um  450  gedi-eht  sind.  Dann  überschreitet  das  eine  Drehungs-Maximum  450, 
das  andere  nicht. 

Die  Construction  einer  Breiten-Curve,  deren  Axen  der  Lage  nach  gegel^en 
sind  und  die  dem  durch  die  beiden  nach  OY  und  OZ  projicirenden  Cylinder 
bestimmten  Rechteck  eingeschrieben  ist,  bedarf  hier  keiner  weiteren  Aus- 
führang.  Wir  bemerken  bloss,  dass  wir,  in  dem  Falle  die  Seiten  des  Rechtecks 
sämmtlich  reell  sind,  sogleich  ein  zweites  Viereck  erhalten,  welches  die 
Breiten-Curve  l^erührt,  wenn  wir  um  das  gegebene  Rechteck  einen  Kreis 
beschreiben  und  die  vier  Functe,  in  welchen  die  beiden  Axen  den  Kreis 
schneiden,  durch  vier  neue  gerade  Linien  verbinden.  Sind  von  den  Seiten 
des  umschriebenen  Rechtecks  zwei  oder  vier  imaginär,  so  können  wir  die 
entsprechenden  Projeetions- Cylinder  in  ähnhcher  Weise  ergänzen,  wie 
wir  dies  in  der  350,  Nummer  mit  den  beiden  Characteristiken  gethan 
haben. 
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lUu.  Zur  bi-stimiium^' der  lii-idcu  Asyiiiptuten  t-iiii-r  iliuvh  .1  ;,'i')iL'lic'ueii 
Breiten-Curve  erluilten  wir  aus  der  Uloicliun;.'  (1),  indem  wir  «'  vei-scliwiu- 
den  lassen: 

(F.i-  —  2/{.r  +  B)i''  —  '2{(f.t  +  6')«i'  +  (A'.r-'  +  2  Cr  +  C)  11-  =  0, 
Setzen  wir: 

M  Z 

SO  kommt: 

(/-.»-'  -  -Ifix  +  ß)>j^+  2(0.1-  +  C)yz  +  [Ex^  +  -'  i'v  +  C)  :■-•  =  0.  (l!))f, 
Diese  fileielmn-i  stellt  eine  LinienHilche  der  vierten  Ordnung  dar,  welche  der 
geometrische  Oi-t  für  die  Asymptoten  der  lireiteu-CuiTen  ist. 

Bezeichnen  wir  die  Asymptoten -AVinkel  durch  tl<  uml  .t  —  Vs  die  von 
den  gleichen  zugeordneten  Durchmessern  gebildeten  Winkel  durch  i.i  und 
.T  —  (.),  so  ist,  wenn  wir  eine  gegebene  (reelle  oder  imaginäre)  Ellipse  als 
eine  Hj^ei'bel  oder  eine  gegebene  Hj'jierbel  als  eine  Ellipse  betrachten: 

tang-  V  =  —  sin-  (•>  *). 
Wir   finden    für  die   Breiten -Cnn-e   in    einer   lieliebigen   (hivch  .r  bestimmten 
Ebene  **) : 

tang''  il>  =  —  sin*  m  = 
_   4[(0x-\-Gy  —  (Fx'^  —  2Rx  +  B)(Ex^  +  2Ux  +  C)-] 
^  {Fx'^-2R.c+ ß)  —  (I-:x''-\-2Ux-irC)  '  ^-'''-' 

Diese  Gleichung   zeigt,   dass  es,  im  Allgemeinen,   imter  den  Breiten -Curven 
einer  AequaturialHilche  vier  gibt,  die  einem  gegebenen  Kegelschnitte  ähnlich  sind. 
Zur  vollständigen  Bestimmung  der  Breiten-Cui-ve  erhalten   wir   für  das 
Quadrat  der  Halb-Axen  derselben***): 

r^  =  —  %  [{Fx»  —  2R.V  -\-  B)  +  [Ex^  +  2  Ux  +  C)] 
±  'A  }r[[F.x '-  —  2Bx  +  ß)  —  {Ex^-\-2  Ux  +  C)] ^  +  4 (0 x  +  G) \       (21) 
Die    vorstehenden    Ausdriicke    dienen    bei  der    Berechnung    der  Modelle 
gedi'ehter  Aequatorialflächen. 

368.  Wir  w'euden  vms  zu  der  Betrachtung  derjenigen  Aequaturiidflächeu, 
deren  Breiten-Ebenen  einen  unendlich  weit  liegenden  Doppel- 
punct  des  Complexes  enthalten,  das  heisst,  derjenigen  Aecpatorial- 
flächen,  welche  der  fünften  imd  sechsten  der  in  der  344.  Nummer  aufgestellten 
Arten  von  Complexflächen  angehören. 


*)  System  der  analyt.  Geometrie,  n.  33. 
**)  Analytisch  geometrische  Entwickelungen,  11,  n.  49u. 
***)  Ebenda,  n.  512. 
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Wenn  die  Aequatorialfläche ,  wie  wir  zunächst  annehmen  wollen,  der 
fünften  Art  angehört,  besitzt  sie  drei  sich  in  einem  Puncte  schneidende 
Doppelstrahlen,  die  einfache  Axeu  smd.  Einer  derselben  ist  unendlich  weit 
gerückt.  Die  beiden  anderen  sind  unter  sich  und  mit  den  Breiten -Ebenen 
parallel.  Die  Ordnung  der  Fläche  ist  die  vierte,  die  Classe  die  dritte.  Die 
Anzahl  der  unabhängigen  Constanteu,  welche  in  die  Gleichung  der  Fläche 
eingehen,  ist  dreizehn. 

Was  derartige  Aequatorialflächen  auszeichnet,  ist,  dass  ihre  B reite u- 
Curven  sämmtlich  Hyperbeln  sind,  deren  eine  Asymptote  eine 
feste  Richtung  hat.  Es  ist  dies  zugleich  die  Richtung  der  beiden  unter 
sich  paraUelen  Doppelstrahlen  der  Fläche.  Diese  Richtung  bezeichnet  den  in 
den  Breiten-Ebenen  unendhch  weit  liegenden  Doppelpunct  des  Complexes. 

Durch  die  vorstehende  Bemerkung  ist  die  allgemeine  lineare  Construction 
solcher  Aequatorialflächen  gegeben.  Die  beiden  Projectious-Cylinder  nach  OF 
und  0  Z  bestimmen  hier,  wie  in  dem  aUgemeinen  Falle,  vier  Tangenten  einer 
jeden  Breiten-Curve.  Eine  fünfte  Tangente  ist  durch  die  feste  Richtung  der 
einen  Asymptote  gegelien.  Von  den  dreizehn  Constanten,  von  welchen  die 
Fläche  abhängt,  kommen  bei  dieser  Construction  sechs  auf  die  Bestimmung 
der  Breiten-Ebenen  und  des  Durchmessers,  sechs  weitere  auf  die  beiden  zu 
OY,  0^  parallelen  Projections-Cylinder,  vmd  endlich  eine  auf  die  feste  Richtung 
der  einen  Asymptote. 

Wir  können  die  Gleichung  solcher  Flächen  in  eine  vereinfachte  Form 
bringen,  indem  wir  die  Ebene  XZ  mit  derjenigen  Ebene  zusammenfallen 
lassen,  welche  die  feste  Richtung  der  einen  Asjmiptote  bezeichnet.  Dann 
verschwindet  in  der  Gleichung  der  Aequatorialfläche  das  Glied  mit  «-.  Nm* 
ist  es  dann,  im  Allgemeinen,  nicht  gestattet,  anzunehmen,  dass  OY  und  OZ 
die  Richtung  zweier  zugeordneter  Durchmesser  des  Complexes  haben,  also, 
dass  die  Constante  K  der  Gleichung  (3)  der  163,  Nummer  verschwindet. 
Wir  erhalten  sonach  für  die  Gleichung  der  Fläche  die  folgende: 

+  2(Ä^.r-'  —  Ox  —  G)uv^  0.  (22) 

Die   beiden  Puncte,    in    welchen  der  Durehmesser  von    den    beiden    zu   OZ 
parallelen  Doppelstrahlen  geschnitten  wird,  sind  durch  die  Gleichmig  bestimmt : 

A'.r2  —  Ox  —  G  =  0.  (23) 

369.  In  dem  allgemeinen  Falle  der  Aequatorialflächen  bilden  die  Asymp- 
toten der  Breiten-Curven  eine  Linienfläche   der  vierten  Ordnung  und  Classe, 


fftr  wolrlic  ilcr  l)iirrliiiu'ssL'r  iliT  Flftdu-  un<l  ilif  in  ilfii  Mifiti'u-Klii-iicii  ilcr- 
SL'lljeH  uiieniUirli  weit  Ir-j^imuIo  jierade  Linie  DüpiM-llinicii  siml.  Iinlt'iii  <'inc 
der  >)ei<len  Asymptoten  jimIit  Hrfiten-('ui"ve  eine  feste  Rieht inij;  erliillt,  sondert 
sieh  von  die>i'r  l.inienHilclie  eine  liiu'cli  ileii  |tiniliiiie^-ei-  liimlurelifiehende 
Ebene  und  t'in  aut  der  unendlich  weit  entfernten  j^eniden  Linie  lie^jender 
Punct  ab.  Die  LinientiiUlie  ist,  wenn  wir  von  diesen  Elementen  id)sehen, 
von  der  dritten  Ordnung  und  der  (h'itten  ("lasse  f^ewoi-den.  Dabei  bleil)t  der 
Durchmesser  eine  Duppelaxe  der  Fhlche,  während  er  ein  einfacher  Strahl 
derselben  geworden  ist.  Ein  jetler  Punct  dessellien  wird  von  einer  reellen 
Erzeugenden  der  LinienHilche  geschnitten.  In  Jeder  ilnnh  ihn  himlnirli- 
gelegten  Ebene  sind  zwei  Erzeugende  der  Flilche  enthalten,  welche  reell  und 
imaginär  sein  und  auch  zusammenfallen  können.  Im  Allgemeinen  gibt  es 
zwei  Ebenen,  in  welchen  die  beiden  Erzeugemlen  zusammenfallen.  Dieselben 
können  reell  oder  imaginilr  sein.*)  Dementsprechend  giljt  es  für  die  zweite 
Asymptote  der  Breiten-Curven  zwei  Maxima  der  Drehung  oder  nicht. 

Diejenigen  beiden  Erzeugenden,  lunli  wclihcii  die  LinieiiHriche  von  der 
dnnli  die  Gesammtheit  der  gleichgerichteten  Asymptoten  bestimmten  Ebenen 
geschnitten  mrd,  sind  die  liciden  Dnjipelstrahlen  der  Aequatorialfläche.  In 
dem  Falle  es  für  die  Drehung  der  zweiten  Asymptote  ein  Maximum  gibt, 
können  dieselben  reell  oder  imaginär  sein  oder  zusammenfallen.  Giljt  es  für 
die  zweite  As\nii]itf>te  kein  Maximum,  so  sind  die  Doppelstrahlen  immer  reell. 

Danach  lialien  wir.  indem  wir  vorab  die  besondere  Annahme  aiisschliessen, 
dass  die  beiden  Doppelstralüen  zusammenfallen,  drei  wesentlich  verschiedene 
FoiTuen  bei  den  hieher  gehörigen  Aequatorialflächen  zu  unterscheiden. 

Wenn  die  beiden  Doppelstrahlen  imaginär  sind,  besteht  die 
AecpTatorialfläche  aus  einem  ungetheilten  Ganzen.  Es  gibt  unter  den  Breiten- 
Ciu'ven  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten-Winkel  ein  Maximum,  und  eine 
andere,  deren  Asymptoten- Winkel  ein  Minimum  ist. 

Wenn  die  beiden  Doppelstrahlen  reell  sind,  zerfällt  die  Aequa- 
torialfläche  in  zwei  Theile,  deren  einer  sich  nach  beiden  Seiten  hin  in's 
Unendliche  erstreckt.  Wir  müssen  hier,  wie  in  der  358.  Nummer,  zunächst 
zwischen  Doppelstrahlen  erster  und  zweiter  Art  unterscheiden.  Doppelstrahlen 
der  ersten  Art  sind  anzusehen  als  H3-perbeln,  deren  imaginäre  Axe  gleich 
JNull  geworden  ist.    Sie  sind  in  zwei  Segmente  getheilt,  ein  inneres,  endliches 

*)  Ein  Zusammenfallen  lieider  setzt  entweder  ein  Zerfallen  der  Linienfläche  voraus  oder  verlangt, 
dass  der  Durchmesser  der  Fläche  unendlich  weit  rücke.   Beide  Möglichkeiten  bleiben  hier  ausgeschloasen. 

Plücker,  Geometrie.  47 
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lind  ein  äusseres,  unendliches.  Nur  das  letztere  liegt  auf  reellen  Schalen 
der  Fläche.  Ein  Doppelstrahl  der  zweiten  Art  ist  anzusehen  als  eine  Hyperbel, 
deren  Haupt -Axe  gleich  Null  geworden  ist.  Er  liegt  nach  seiner  ganzen 
Erstreckung  auf  reellen  Theilen  der  Fläche.  Beim  Durchgange  der  Breiten- 
Ebene  durch  die  Ebene  eines  Doppelstrahls  tritt  die  zweite  Asymptote  der 
in  ihr  enthaltenen  Hyperbel  auf  die  andere  Seite  der  ersten,  festen  Asymptote 
hinüber.  Dabei  erreicht  der  Asymptoten -Winkel,  je  nachdem  der  Doppel- 
strahl von  der  ersten  oder  zweiten  Art  ist,  den  Werth  Null  oder  180". 

Die  beiden  parallelen  Doppelstralilen  der  Fläche  können  von  gleicher 
oder  von  verschiedener  Art  sein.  In  dem  ersten  Falle  gibt  es  ein  Maximmn 
imd  ein  Minimum  der  Drehung  der  zweiten  Asymptote,  in  dem  zweiten  nicht. 
Die  von  der  zweiten  Asymptote  gebildete  Linienfläche  bestimmt  noch  nicht, 
in  dem  ersten  Falle,  ob  die  beiden  Doppelstrahlen  von  der  ersten  oder  zweiten 
Art  sind,  und  in  dem  zweiten  Falle,  welcher  von  den  beiden  Doppelstralilen 
der  ersten  und  welcher  der  zweiten  Art  angehört.  Es  bleibt  das  einer  will- 
kürlichen Annahme  überlassen. 

Ein  Flächentheil,  der  von  zwei  Doppelstrahlen  der  ersten  Art  begi'enzt 
wird,  besteht  aus  Hyperbeln,  deren  Asymptoten- Winkel  von  Null  an  bis  zu 
einem  gewissen  Maximum  wächst,  um  dann  wieder  bis  zum  Verschwinden 
abzunehmen. 

Ist  der  Flächentheil  von  zwei  Doppelstralilen  der  zweiten  Art  begrenzt, 
so  besteht  er  aus  Hyperbeln,  deren  Asymptoten -Winkel  von  n  an  bis  zu 
einem  gewissen  Minimum  abnimmt,  um  dann  wieder  bis  .t  zu  wachsen. 

Wird  endlich  ein  Flächentheil  von  zwei  Doppelstralilen  verschiedener  Art 
begrenzt,  so  wächst  der  Asymptoten-Winkel  von  Null  an  continuirlich  bis  zu 
dem  anderen  Grenzwerthe  n. 

In  allen  Fällen  kann  einer  der  beiden  Doppelstrahlen  unendlich  weit 
rücken.  Dann  zerfällt  die  Fläche  in  zwei  Theile,  welche  einmal  im  End- 
lichen und  ein  zweites  Mal  im  Unendlichen  zusammenstossen. 

Die  analytische  Bestätigung  der  vorstehenden  geometrischen  Erörterungen 
entnehmen  wir  unmittelbar  der  Gleichung  (22).  Insbesondere  ist  der  Fall, 
dass  einer  der  beiden  parallelen  Doppel  strahlen  unendlich  weit  rückt,  durch 
das  Verschwinden  von  K  characterisirt. 

370.  Wir  wenden  uns  zu  der  Betrachtung  desjenigen  Falles,  in  welchem, 
die  beiden  parallelen  Doppelstrahlen  der  Fläche  zusammen- 
fallen.    Eine   derartige  Fläche    ist   der   in  der   3G2.   Nummer    behandelten 
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Art  von  Aaiiuitonaltlilclicii  ivriinuk  ctxtnlinirt.  Sie  ist  dailurch  aus-^czeu  liiit-t, 
tliLSs  die  in  ihren  Uiviten-El)enen  uneniUich  weit  liegende  fjerade  Linie  durch 
einen  DopiK'limnct  des  Complexes  hindunhuelit  und  di-njeni^ien  Kej^el  zweiter 
Chisse  berührt,  der  von  den  dem  Dopid-lpunttc  im  ("Dmjjlexe  zu^rehörifien 
singuhlren  El>enen  <;jel)ildet  wird. 

Indem  die  heiilen  Doppelstrahlfn  in  eine  uerade  Tiinic  /.us;imnn'ntall«'n, 
l»erilln-en  sieh  zwfi  Schalen  der  Flilihe  nach  deren  Erstreckung.  Uemein- 
.schat'tliche  Tangential-Eliene  in  allen  ihren  Pnnoten  ist  diejenige  Ebene, 
welche  durch  sie  und  den  Durchmesser  hindurchgelegt  werden  kann.  Die 
Tangenten  in  dieser  Ebene  undulllen  zwei  auf  der  geraden  Linie  gelegenen 
Puiute,  welche  reell  oder  imagimlr  sind,  je  nachdem  die  beiden  zasammen- 
fallenden  Strahlen  von  der  ei-sten  oder  zweiten  Art  sind.  Die  beiden  Puncte 
sind  Bendu-ungsiiuncte  aller  El>enen,  welche  durch  solche. zwei  gerade  Linien 
hindurchgelegt  werden  können,  welche  die  Scheitel  der  in  den  benachbarten 
Breiten-Ebenen  enthaltenen  H\'perbeln  verlnndeu.  Eine  l)eliebige  Ebene,  die 
durch  die  gerade  Lmie  hindurchgeht,  in  welclie  die  l)eideu  Doppelstrahlen 
zusammengefallen  sind,  l)erührt  die  Äequatorialtiiu  lic  in  dcii)  auf  derselben 
unendlich  weit  liegenden  Doppelpuncte  des  Complexes. 

.'571.  Es  bleibt  noch  der  letzte  Fall  zu  erörtern,  dass  die  Aequatorialtiäche 
in  eine  Linienfliiche  der  dritten  Ordnung  und  Classe  ausartet.  Es 
scheint  uunöthig,  auf  eine  nähere  Discussion  dieser  Fläche,  die  im  Vorstehenden 
bereits  vielfach  l>esprochen  wnu-de  (n.  344,  369),  nochmals  einzugehen.  Es 
sei  hier  nur  hervorgehoben,  dass  in  diesem  Falle  die  von  den  Asymptoten 
der  Breiten -Curveu  gebildete  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist.  Es 
leitet  sich  dasselbe  von  der  in  der  36!).  Nummer  Ijetrachteten  Fläche  der 
Asymptoten  dadurch  ab,  dass  sich  von  letzterer  eine  mit  den  Breiten-Ebenen 
parallele  Ebene  als  selbststäudige  Ebene  trennt.  Entsprechend  sind  die  frag- 
lichen Aequatorialflächen  dadurch  characterisii't,  dass,  wenn  wir  dieselben 
durch  eine  Gleichmig  von  der  Form  (22)  darstellen,  die  beiden  Ausdrücke 
zweiten  Grades: 

J^.v-  —  2Rx  -f  B,  Kx'-  —  Ox  —  n 

einen  gemeinschaftlichen  Factor  besitzen. 

Ausgezeichnet  unter  diesen  Flächen  sind  diejenigen,  für  welche 

Kx^  —  Ox  —  G 

das  Quadi-at  eines  linearen  Ausdrucks  wird,   und  demnach  der  Doppelstrahl, 

den  eine  solche  Fläche  besitzt,  mit  ihrer  Doppel-Axe  zusammenfällt.     Die  in 

47* 
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den  Breiten-Ebenen  einer  solchen  Aeqnatorialfläehe  unendlich  weit  liegende 
gerade  Linie,  welche  in  einer  Doppelebene  des  Complexes  durch  einen  Doppel- 
punet  hindurchgeht,  wird  dann  von  der  Curve  zweiter  Ordnung  berührt, 
welche  von  den  der  Doppelebene  zugeordneten  singulären  Puncten  gebildet 
wird,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  sie  ist  eine  Seite  des  Kegels 
zweiter  Classe,  welcher  von  den  dem  Doppelpimcte  zugehörigen  singulären 
Ebenen  umhüllt  wird.  Es  sind  sonach  die  Linienflächen  dritter  Ordnung  und 
Classe,  deren  Doppelstrahl  und  Doppelaxe  zusammenfallen,  als  Uebergangs- 
formen  zwischen  den  in  der  362.  und  der  370.  Nummer  angeführten  Arten 
von  Aequatorialflächen  anzusehen. 

372.  Wir  haben  hiermit  die  verschiedenen  Fälle  von  Aequatorialflächen, 
deren  Breiten-Curven  einen  Mittelpunct  besitzen,  erschöpft.  Es  bleiben  die- 
jenigen zu  discutiren,  deren  Breiten-Curven  Parabeln  sind,  und  die  wir,  ent- 
sprechend, als  parabolische  bezeichnet  haben.  Wir  müssen  uns  hier  kurz 
fassen  und  mit  wenigen  Andeutungen  begnügen.  Die  allgemeine  Eintheüung 
der  Complexflächen,  wie  wir  sie  in  der  344.  Nummer  gegeben  haben,  behält 
auch  hier  ihre  Geltung.  Der  besondere  Character  der  Fläche,  also  die 
Gruppinmg  Un'er  Singularitäten,  ist,  indem  wir  die  Erzeugung  der  Fläche 
an  einen  gegebenen  Complex  des  zweiten  Grades  knüpfen,  in  allen  Fällen 
dadurch  bestimmt,  dass  die  in  den  Breiten-Ebenen  unendlich  weit  liegende 
gerade  Linie  eine  Linie  des  Complexes  ist. 

Wir  heben  nur  zwei  Formen  hervor,  denen  wir  bereits  im  Vorher- 
gehenden begegnet  sind. 

Wie  sich  in  dem  allgemeinen  Falle  der  parabolischen  Aequatorial- 
flächen die  Singularitäten  gegen  einander  anordnen,  haben  wir  in  dem 
sechsten  und  siebenten  Paragraphen  des  ersten  Abschnitts  erörtert  (n.  198, 
199;  n.  231.).  Je  nachdem  die  vier  singulären  Strahlen,  welche  eine  solche 
Fläche  besitzt,  alle  imaginär  sind  oder  nicht,  bildet  die  Fläche  ein  unge- 
theütes  Ganzes  oder  zerfällt  in  mehrere  Theile.  Es  bilden  die  singulären 
Strahlen  den  Uebergang  zwischen  Parabeln,  welche  in  verschiedenem  Sinne 
geöfi'net  sind.  4 

Es  kann  die  in  den  Breiten-Ebenen  unendlich  weit  liegende  gerade  Linie 
insbesondere  eine  singulare  Linie  des  Comi^lexes  sein.  Dann  ist  die 
Aeqnatorialfläehe  dadm-ch  ausgezeichnet,  dass  die  Axen  ihrer  Breiten-Curven 
gleich  gerichtet  sind.*)     Von  ihren  vier  singulären  Strahlen  fallen   zwei  mit 

*)  Eine  derartige  Aequatorialfläche  haben  wir  in  der  -iSl.  Nummer  betrachtet. 


«ItT    in    tlt'ii    Hreit«'ii-KlH'iu'n    uin'iullich    weit    lu'f.'i'n(l«'n    p-rmleii    Linien    zu- 
äiiniineii. 

Wir  stfllen  zum  Sc'hlus.se  tue  Fornu'ln  /.iisiiniiiit'n,  wi'lclic  lici  der  13e- 
stiniiiuing  einer  Paral)el  aus  ihrer  (ileieliun;,'  in  Linien-Oxmlinaten  dienen*). 
Wir  lo'^en  daljei  die  all<^'eineine  (ileidiunj,'  der  iniralmlisdien  Aet|uat<)rialfi;l<lien 
/u  Gründe,  wie  sie  sieh  aus  der  (ileichung  ('.'>)  der  1(J.J.  Nummer  erj^ibt, 
wenn  wir  in  dei-sellien  ilie  Constante  Z>  vei"sehwinden  hissen.  Es  ist  dies 
<He  folgende: 

2(/>.r  —  .S)  /•//•  +  (/-'.r^  —  2/i.t  +  B)r' 
+  2(M.v  +  7")  luv  +  2(/{.i-  —  (Kl  —  f.']  ur 

+  {E.r^  +  2  V.V  +  C)  ir-  =  U,  (24) 

die  wir.  der  K'ürze  wegen,  unter  der  nachstehenden  Form  schreiben  wollen: 

2 //<•«'  +  rt'-*  +  2f/ufi'  -\-  2cuv  +  fu-  =  (I.  (25) 

Für  die  IJichtung  der  Axe  der  Parabel  erhalten  wii-,  wenn  wir  den  Winkel, 
den  dieselbe  mit  der  Coordinaten-Axe  (tZ  bildet,  durch  «  bezeichnen: 

tang  u  =  I  .  (26) 

Die  l'uurdinuteu  des  lircunpunctcs  sind: 

_  2be  —  d{c—/') 

_  ^  2rfe  +  6(c— /•) 
-  —        2(//-^  +  r/-) 

lind  der  Parameter  wird: 


*) 


(27) 


373.  Die  vorstehenden  Nummern  sind  der  Betrachtung  der  Aequatorial- 
llächen  gewidmet.  Auf  ganz  gleiche  Weise  können  wir  die  verschiedenartigen 
Meridian  flächen  discuth-en.  Es  sei  hier  nur  ein  Punct  hervorgehoben. 
Unter  den  Complex-Curven,  welche  eine  solche  Fläche  erzeugen,  finden  sich 
im  Allgemeinen  (n.  251)  zwei  Parabeln,  deren  Ebenen  reell  und  imaginär 
sein  und  auch  zusammenfallen  können.  Diese  Parabeln  bilden  den  Ueber- 
gang  zwischen  reellen  Ellipsen  und  Hyperbeln.  Von  der  Art  eines  solchen 
Ueberganges  erhalten  wir  eine  Anschauimg,   wenn  wir  die  Aufeinanderfolge 


*)  Analytisch  geometrische  Ent Wickelungen.  II,  n.  480,  506. 
**)  Insbesondere  können  wir  annehmen: 

e  =  0,  c  =  /". 

Dann  rückt  der  Brennpunct  der  Parabel  auf  der  Axe  OX  fort. 
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der  Dm'chsclmitts-Curven  eines  gegebenen  einschaligen  Hyperboloids  mit 
einer  Ebene  betrachten,  welche  sich  um  eine  feste,  das  Hyj^erboloid  in  zwei 
reellen  Puncten  schneidende  gerade  Linie  dreht.  Während  also  liei  'Aequa- 
torialflächen  ein  durch  zwei  singulare  Strahlen  begränzter  Flächentheil  noth- 
wendig  von  Complex-Curven  derselben  Art  gebildet  -wird,  kann  es  unter  den 
Theüen,  in  welche  eine  Meridianfläche  durch  ihre  singulären  Strahlen  zerlegt 
wird,  zwei  geben,  die  durch  verschiedenartige  Complex-Curven  erzeugt  sind. 
Es  begTündet  das  eine  grössere  Mannigfaltigkeit  in  den  Formen  einer  Meri- 
dianfläche gegenüber  denjenigen,  welche  bei  Aequatorialflächen  auftreten.  Von 
der  Discussion  der  Aequatorialflächen  steigen  wir  zu  einer  solchen  der 
Meridianflächen  auf,  indem  wir  die  beiden  Ebenen,  welche  die  Paralieln  ent- 
halten, willkürlich  zwischen  die  Breiten-Ebenen  der  Aequatorialfläche  ein- 
schalten. Wir  können  den  hiermit  angedeuteten  Gesichtspunct  nicht  weiter 
verfolgen.  Es  hat  uns  genügt,  an  dem  Beispiele  der  Aequatorial- 
flächen gezeigt  zu  haben,  wie  leicht  es  im  Anschlüsse  an  die 
Theorie  der  Complese  zweiten  Grades  gelingt,  die  so  vielgestal- 
tigen Flächen  dieser  Complexe  der  geometrischen  Anschauu.ng 
zu  unterwerfen. 


I  rlMM'sicht   des  Iiilialts. 
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Die  Complexe  des  zweiten  Grades. 

Abschnitt  I. 

Zwiefache  analytisclie  Darstellung  eines  Comijlexes  des  zweiten  Grades.     Complex- 

Curven  zweiter  Classe,  von  Linien  des  Complexes  umhüllt;  Complex  -  Kegel  zweiter 

Ordnung,    von   Linien    desselben  beschrieben.     Complex -Flächen  vierter  Ordnung 

und  Classe,   einerseits  von  Complex -Curven  beschrieben,   andererseits  von 

Complex -Kegeln  umhüllt. 

§.  1.    Die  allgemeine  Gleichung  der  Linien -Comi^lexe  des  zweiten  Grades  in  Strahlen-  und  Asen- 

Coordinaten 149 

Allgemeine  Gleichung  der  Linien-Complexe  des  zweiten  Grades  in  Strahlon-Coordinaten.  Anzahl  der 
Constanten.  Die  Complex-Linien,  welche  durch  einen  festen  Punct  gehen,  bilden  einen  Kegel  der  zweiten 
Ordnung  149—1.50.  Entsprechende  Gleichung  in  Axen-Coordinaten.  Die  Complex-Linien,  welche  in  einer  fosten 
Ebene  liegen,  umhüllen  eine  Curve  der  zweiten  Classe  151  —  152.  Vertauschung  der  Strahlen-Coordinaten  und 
Axen-Coordinaten  153.  Einfuhrung  homogener  Veränderlicher  und  eines  überzähligen  Gliedes  154.  Vertauschung 
der  Coordinateu-Axen  155-1.56.     Verschiebung  und  Drehung  des  Coordinaien-Systems  157—159. 

§.  2.    Aequatorialflächen,   beschrieben   von  einer  Complex-Curve,    deren  Ebene  parallel  mit  sich 

selbst  fortrückt 15^ 

Zusammenfassung  der  Linien  des  Complexes  zu  ebenen  Curven  (Complex-Curven)  oder  zu  Kegeln  (Com- 
plex-Kegeln).    Complex-Flächen,  von  Complex-Curven  beschrieben;  von  Complex-Kegeln  umhüllt  160  — 161. 

Projectiou  einer  Complex-Curve  auf  YZ  162.  Fläche  gebildet  von  den  Complex-Curven,  deren  Ebenen 
zu  YZ  parallel  sind.  Ihre  Darstellung  in  gemischten  Punct-  und  Ebeneu-Coordinaten.  Aequatorialflächen,  von 
fünfzehn  Constanten  abhängig  163.  Durchmesser  der  Aequatorialfläche  164.  Gleichung  der  Fläche  in  Punct- 
Coordinaten.  Die  Aequatorialflächen  sind  von  der  vierten  Ordnung  und  besitzen  einen  unendlich  weit  liegen- 
den Doppelstrahl  165.  Gleichungen  in  gemischten  Coordinaten  derjenigen  drei  Aequatorialflächen,  deren  Ebenen 
rz,  ZX,  X  Y  parallel  sind  166. 

§.3.     Meridianfläohen ,  beschrieben  von  einer  Complex-Curve,    deren  Ebene  um  eine  feste  gerade 

Linie  sich  dreht •    •    l^.'l 

Definitionen.  Gleichungen  in  gemischten  Coordinaten  derjenigen  drei  Meridianflächen,  deren  Meridian- 
Ebenen  sich  bezüglich  nach  OA',  OY ,  OZ  schneiden.  Eine  Meridianfläche  hängt  von  siebenzehn  Constanten 
ab  168.  Weitere  Gleichungsformen  169.  Polare  der  Meridianfläche  170.  Gleichung  der  Fläche  in  Punct-Coordi- 
naten.    Die  Meridianflächen  sind  von  der  vierten  Ordnung  171.    Doppelstrahl  derselben  172. 
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8«ito 
§. -I.     Mfriiltiiutlüchen .  iimhOUt  von  Complcx- Kegeln,  üoreii  Mittolpuiicte  in  gerader  Linie  liegen    iQ>^ 

Zu««minenfBi«uut(  Jer  rnmplcz  Liiil«n  au  ('omptex-KeR«ln.  I>oid  enUprechentle  KriouKuiiH  riiier  M«rl- 
dUnflAcb«  173.  nurcbichniit  «kue*  Complex-Kvi|«l»  mit  }'/  17-L  Merltllantlftche,  von  Ki^gctn  umhallt,  Joreo 
MlllelpuDol«  ftuf  o.X  Uegea  175— l«(t.  Ololcbaiig  üentflbAn  In  Kbonen-CooMlii«len.  Di«  M«riiliaiifltkohen  ilnd 
von  d«r  Tlarteii  OnhianK  und  OUwe  177.  Polar«  der  M«rldlaiif1«cb«i ,  lu  doppelter  BeiiobuuK  lu  dor««lbea  17H. 
I><>pp«Ux«  dfT  FlBcbo.     l»ie  DoppeUx«  fkllt  mit  dorn  l>op[»eUlrablo  luiammori   17;>. 

§.5.     AequatormlHüchen,  von  Cylinderflilchen  eines  Complexes  »niliüllt,  deren  Seiten  einer  feflten 

Ebene  imniUel  sind 172 

Cylindertldctu-n  de«  ComplexM.  Ihr«  analytUobe  Pantellang  160-lNi.  Krxeuffuns  einer  Aequatorl«!- 
flAche  darch  dioaelbo  ln3.  Ololobunff  der  Aqaatort»lfl*ohe,  deren  Hroltou-Kbcnen  lu  YX  parallel  sind,  in  Plan- 
Coordinatcu.  Die  Ae<|uat'>rialflAcben  ilnd  von  der  vierten  Ordnung  und  Clasic.  Doppelaxo  der  Fliehe,  mit 
dem  Doppclttrable  luaammenfalleud  IM.  Durcbm«««cr  der  FUobe.  Soino  doppolte  Bedeutung  ItU.  Complox- 
Cjrliudor,  deren  Svittiii  den  drei  Courdiuaten-Axen  parallel  lind  186. 

§.  6.    Analytische  Bestimmung  der  Doppelpuncte  und  Doppelebeneii  der  Coniplexfliichen  ....    177 

Bedingung  für  die  /erlcgbarkelt  einer  homogenen  (ileichung  zweiten  (rradca  zwischen  drei  Vcrttndor* 
liehen  in  iwet  lineare  Gleichungen.  Art  dor  Zerlegung  IHtJ.  Doppolpuncto  der  fornploxflUcho.  Singulliro  Strahlen 
denelbon  la"  —  iny,  DoppelebiMien.  SingulAro  Axon  IhU— IW.  Complexfliichon ,  doroi»  Doppolliuie  «elbst  oino 
Oomplextinio  iat  IDl— l!t3.    Singularitlteo  der  AequatorlaltlAchen  11)4— 2<x>. 

§.  7.    Allgemeine    Betrachtungen    über    Complexflrichen ,    ihre    Doppellinien ,    Doppelpuncte    und 

Doppelebenen 193 

Erxeugung  einer  Llnienflftoho  durch  eine  lieh  im  Räume  bewegende  gerade  Linie  201.  BUumllchc  Curvc. 
Abwicklungaflltcho.  Differentialgleichung  der  sie  erzeugenden  geraden  Linie.  Gleichungen  in  Plan-  und  in 
Punct-Coordiuaten  "Jn^  — i03.  KegelHttche.  Kbeno  Curve.  Analytiicho  Darstellung  derselben  ;;(M  — 20.1.  Punct- 
Gcometric,  der  Plan -Geometrie  coordinirt.  Ordnung  und  Clauo  einer  Kegelflllchc,  ClaBse  und  Ordnung  einer 
ebenen  Curve  :fO';.  Character  der  durch  Gleichungen  iwiichon  Ltnicn-CoordiDatcn  dargestellten  Gebilde  207—208. 
Geometrische  Definition  eines  Complexes  de«  n. Grades.  Complexfl;icben  desselben  209.  Dieselben  sind  von  der 
Ordnung  und  Classe  2n(n  — 1)  und  bositson  eine  n(n  —  l)  fache  Linie  210  —  212.  Analytische  Bestätigung  dieses 
Resultats  213  —  211. 

Doppelpuncte  und  Doppelebenon,  singulbro  Strahlen  und  Axcn,  singulUre  Ebenen  and  Puncte  bei  den 
Flüchen  eines  Complexes  dos  zweiten  Grades  21^  —  216.  Ebene  Durcbachnitts-Curven  und  Umhüllangskogel  der 
FUche  217—220.  Gruppiruug  der  acht  Doppelpuncte  und  acht  Doppelebenen  221.  Die  Polaro  der  Fläche  222.  Lineare 
Construction  der  Singularitäten  der  Fliehe  223.    Dementsprechcnde  lineare  Construction  der  Fläche  selbst  221. 

Comploxflächcn ,  deren  Doppollinie  eine  Complcx-Linie  ist.  Die  Doppellinio  ist  ein  Cuspidal-Strahl  und 
eine  Inflextons-Axe  der  Fläche  226—  327.  Lineares  Entsprechen  zwischen  den  erzeugenden  Complex-Kegcln  und 
Complox-Curven  228.  Gruppirung  der  Singularitäten  220.  Lineare  Construction  derselben.  Die  Construction 
der  Fläche  selbst  verlaugt  die  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung  230. 

Entsprechende  Ret  räch  tan  gen  bei  Aequatohalflächen  231  —  232. 

Complexflächen  als  solche  Flächen«  welche  von  den  Linien  einer  Congrucnz  umhüllt  werden  233. 


Abschnitt  II. 
Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  der  Complexe  des  zweiten  Grades. 

§.  1,  Durchmesser  der  Complexe.  Systeme  dreier  zugeordneter  Durchmesser.  Die  drei  Axen. 
S3*steme  dreier  zugeordneter  Complex  -  Cylinder.  Central -Parallelepipede.  Mittelpunct 
des  Complexes 226 

Bestimmung  des  Mittelpunctes  einer  Complex-Carro  234.  Durchmesser  des  Complexes  235.  Axen  des- 
selben 236.  Characteristik  des  Complexes  237  -  239.  Centralparallelepipedc  des  Complexes,  bestimmt  durch 
drei  conjugirte  Durchmesser  und  drei  conjugirte  Cylinder-Axen  210  —  2-12.  Geometrischer  Ort  der  zu  )'^  paral- 
lelen Cylinder-Axen  und  Durchmesser.  Mittelpunct  des  Complexes  243  —  247.  Vereinfachte  Gleichung  des 
Complexes  246  — '2VJ. 

§.  2.    Particularisiruijg  der  Complexe,  die  einen  Mittelpunct  haben.     Complexe,  deren  Linien  eine 

Fläche  des  zweiten  Grades  umhüllen 245 

Gruppirung  der  Constanten  des  Complexes  2;'iO.  Einfachste  Gleichungsform.  Ort  der  Mittelpuncte  der- 
jenigen Complex-Curven ,  deren  Ebenen  durch  den  Mittelpunct  des  Complexes  hindurchgehen  251.  Besondere 
Fälle.  Unendlich  viele  Durchmesser  gehen  durch  den  Mittelpunct  des  Complexes  252 — 253.  Weitere  Particula- 
risationen  254 — 259.  Complexe,  deren  Linien  eine  Fläche  zweiten  Grades  umhüllen  2ßO— 261.  Gleichung  einer 
gegebenen  Fläche  zweiten  Grades  in  Linien-Coordinaten  262  —  264,  Grund  der  Darstellbarkeit  einer  solchen 
Fläche  durch  eine  Complez-Gleicbung  265. 
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§.  o.    Die  uüendlich  weit  liegenden  Linien  des  Complexes.    Eintheilung  der  Complexe  nach  diesen 

Linien     .     .         260 

Allgemeine  Betrachtungen  26(^  Asymptoten-Complex  des  gegebenen  2G7.  Beziehung  desselben  zur  Cha- 
racteristik.  Complex-Curven ,  die  in  unendlich  weit  gerückten  Ebenen  von  verschiedener  Richtung  enthalten 
sind  268 — 269.  Eintheilung  der  Complexe.  Hyperboloidische  und  ellipsoidische  Complexe  270.  Hyperboloidische 
Complexe  271.    Ellipsoidische  Complexe  272.    Aequatorialflächeu  derselben  273. 

Particularisation  des  Complexes.  Die  Characteristik  wird  durch  eine  characteristische  Curve  ersetzt 
275 — 277.  Lage  der  Durchmesser  278.  Mittelpunct  des  Complexes  279.  Eiafachste  Gleichung  280.  Complex- 
Curve  in  der  unendlich  weit  entfernten  Ebene  281.  Hyperbolische  und  elliptische  Complexe  282.  Asymptoten- 
Complex  2ö3.     Besondere  Complexe,  in  deren  Gleichung  nur  vier  der  fünf  Veränderlichen  vorkommen    284-286. 

Weitere  Particularisation.  Alle  Durchmesser  werden  parallel.  Die  Cylinder-Axen  rücken  unendlich  weit 
287— 28S.  Der  Mittelpunct  wird  unbestimmt  2S9.  Complex-Curve  in  der  unendlich  weit  entfernten  Ebene. 
Parabolische  Complexe  290.     Asymptoten-Complex  291. 

Letzte  Particularisation.  Alle  unendlich  weit  liegenden  geraden  Linien  gehören  dem  Complexe  an. 
Asymptoten-Complex  292,        Rückblick  293. 

§.4.    Tangential-  und  Polar -Complexe  des  ersten  Grades 287 

Tangential-Functionen.  Polar-Functionen  294.  Geometrische  Deutung  in  dem  Falle  von  drei  und  vier 
Veränderlichen  295—296.  Polar-  und  Tangeutial-Complexe  297—298.  Congruenz  der  linearen  Polar-Complexe  299. 
Congruenz  der  Tangential-Complese.  Singulare  Linien,  Puncte,  Ebenen  des  Complexes.  Doppellinien  desselben  300. 

Complexe  des  zweiten  Grades.  Deren  Polar-Complexe  301—302.  Bestimmung  der  Polaren  einer  Com- 
plexfläche  durch  die  Polar-Complexe  303.  Geometrische  Deutung  der  Polar-  und  Tangential-Complexe  304. 
Singulare  Linien  305— 30G.    Doppellinien  307. 

Polarsysteme,  die  sich  aus  einem  Complexe  des  zweiten  Grades  ableiten  308—309.  Betrachtung  eines 
einzelneu  Polar-Systems  310. 

§.5.    Fläche  vierter  Ordnung  und  Classe,  Ton  den  singulilreu  Puncten  des  Complexes  gebildet, 

von  den  singuläven  Ebenen  desselben  umhüllt 307 

Singulare  Puncte,  Ebenen,  Linien  des  Complexes  311.  Doppelpuncto,  Doppelebenen  desselben  312.  Dop- 
pellinien.  Ausgezeichnete  Puncte  und  Ebenen  313.  Fläche  vierter  Ordnung,  von  den  singulären  Puncten  ge- 
bildet; Fläche  vierter  Classe,  von  den  singulären  Ebenen  umhüllt  314—317.  Die  beiden  Flächen  sind  identisch 
318—320.  Bedeutung  der  sechszehn  Doppelpuncte  und  Doppelebenen  der  Fläche  für  den  Complex  321.  Der 
Mittelpunct  der  Fläche  fällt  mit  dem  Mittelpuncte  des  Complexes  zusammen  322 — 323. 

§.6.    Pol,    einer  gegebenen  Ebene,    Polar-Ebene,   einem  gegebenen  Puncte  mit  Bezug  auf  den 

Complex  zugeordnet 319 

Vertauschung  der  unendlich  weit  entfernten  Ebene  mit  einer  der  drei  Coordinaten-Ebenen  324—325.  In 
einem  Complexe  des  zweiten  Grades  ist  jeder  Ebene  ein  Punct  zugeordnet.  Construction  desselben  326—330.  Beson- 
dere Fälle  331.  Pol  einer  singulären  Ebene  332.  Pol  einer  Doppelebene.  Ebenen,  deren  sämmtliche  Linien  dem 
Complexe  angehören  333.    Asymptoten-Complex  des  gegebenen,  einer  Coordiuaten-Ebene  entsprechend  334—335. 

In  einem  Complexe  des  zweiten  Grades  entspricht  einem  jeden  Puncte  eine  Polar-Ebene.  Besondere 
Fälle  336—339.    Asymptoten-Complex  des  gegebenen,  dem  Coordinaten-Anfangspunct  entsprechend  340. 

Complexe,  deren  Linien  eine  Fläche  des  zweiten  Grades  umhüllen  341. 

Abselmitt  III. 

Classification  der  Fliiclien  eines  allgemeinen  Complexes  des  zweiten  Grades. 

Construction  und  Discussion  der  Aequatorialflächen. 337 

Allgemeines  über  Complexfläohen  342.  Dire  Beziehung  zu  der  Fläche  der  singulären  Puncte  und  Ebe- 
nen 343.  Classification  der  Complexflächen  344.  Ein  besonderet  Fall  der  Beduction  einer  Complexfiäche  auf 
die  zweite  Ordnung  345. 

Aequatorialflächen.  Allgemeines  346—347.  Vereinfachende  Particularisation  348.  Die  beiden  Characte- 
ristiken  349.  Construction  der  Fläche  3bO.  Bestimmung  der  singulären  Strahlen  351.  Gestalt  der  Flachen- 
theile  352-353.    Ein  Beispiel  354.    Bezeichnungsweise  355. 

Siebenzehu  coordinirte  Arten  von  Aequatorialflächen  35G.    Weitere  Eintheilung  357 — 3G3. 

Erneute  Betrachtung  der  allgemeinen  Aequatorialflächen  3G4— 3G5,  Bestimmung  der  Breiten-Curven. 
Haupt-Axen,  Asymptoten.    Winkel  derselben  3t;t;— 3G7. 

Ein  besonderer  Fall  der  Aequatorialflächen.  Eine  der  Asymptoten  der  Breiten-Curven  besitzt  eine  feste 
Eichtung  368—371. 

Parabolische  Aequatorialflächen  372. 

Schlusshetrachtung.    Discussion  der  Meridianflächen  373. 
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